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LE  THEOREME  DE  FEUERBACH 

Par  M.  Iiig-nici'e§,  professeur  au  Lycée  Louis-le-Gi-and. 


1.  —  Le  cercle  des  neuf  points  (*),  dans  un  triangle,  est 
tangent  au  cercle  inscrit  et  aux  cercles  ex-inscrits. 

Je  ine  propose  de  déinoutrer  ce  théorème  par  des  consi- 
dératious  de  géométrie  très  élémeutaire. 

Soient  a,  6,  c  les  côtés  du  triangle  et  2p  son  périmètre; 
R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  et  G  son  centre;  r  le  rayon 
du  cercle  inscrit  et  0  son  centre;  r'  le  rayon  du  cercle  ex- 
inscrit dans  l'acgie  A,  et  0'  son  centre;  p  le  rayon  du  cercle 
des  neuf  points  et  G'  son  centre;  P  Torthocentre  ('-^),  N  le 
milieu  de  PA  et  Ji  la  hauteur  AF.  Soient  D  le  milieu  de  a, 
F  le  pied  de  la  hauteur  /i,  E  le  point  de  contact  du  cercle 
inscrit  et  M  le  milieu  de  DF. 

On  a,  d'après  des  relations  connues, 

DE  =  (p  -—  c) =: j        DF  = 


1  1 


•la 


ilonc 


(*)  Le  Cercle  d'Eider,  comme  le  capitaine  Brocard  a  proposé  de  le  dénommer 
(Journal  de  M  ut  hc  ma  tiques  spéciales^  1884,  p.  201).  Le  théorème  en  question 
date  de  1822.  Voir  une  note  de  lAI.  Brocird  (loc.  cit],  G.  L. 

(**)  Cette  expression  commode,  (jui  est  aujourd'hui  génér.i!em'3nt  adoptée^ 
est  due  à  James  lîooth,  Malhcsis^  t.  I,  p.  154;  voyez  aussi:  Annuaire  de 
l'Association  Française,  Congrès  de  Kouen,  p.  l'JO.  (I.  l. 
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EF  ~  DF  —  DE  =  (^  —  c)ib  +  c  —  a)  ^  (6  —  c)(p  —  a) 


ia 


(3t 


DE 


X  EF  = '-^ ^. 


2a 


a 


Le  quadrilatère  iuscriptible  BLPF  donne 
AP  X  AF  =  G  X  AL  ; 

et,  comme 

«2  =  ^2  _j_  ^2  _  2C  X  AL, 

on  a  donc 

2AP  X  AF  =  6^  +  c^  —  a^  ; 
d'où 

_  l^"  +  c-  -  g- 
~  4h 

Mais 
2pr  =z  alu      A^pr  =  abc,      ^l'h'  =  j^aHï'  —  (a^  -{-  b'  —  c'-)S 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES  5 

donc 

abc       4aVi'^  —  «'■^(6^  +  c^  —  o2) 

4P  8ap 

_  2a''bc  —  4n^b^  +  (a'  +  ^'  —  c'f  +  «'(^'^  +  c"  —  a') 

__  (^  —  c)^[(^  +  <?)'  —  «'1  _  (^  —  c)'(p  —  a) 
Sap  2a 

Par  conséquent 

DE  X  EF  =  rR  —  r  X  NE  =  r  (R  —  NF). 
Cela  établi,  on  a 

ÔG''  =  (r  —  l  NfY+  Ç-  de  —  DeV 

=  7-2  +  (G^'  +  ME')  +  DE'  —  r  X  NE  —  DE  X  DF 
—  r^  -|_  p2  _  j.  y^  NF  --  DE  X  EF  =r=  r^  +  p'  —  rR  =  (p  —  /')'  î 
R 

puisque   p   irr  —  . 

Ce  qui  prouve  que  le  cercle  inscrit  est  tangent  intérieu- 
rement au  cercle  des  neuf  points. 

E'  étant  le  point  de  contact  du  cercle  ex-inscrit  dans 
l'angle  A,  on  a  DE'  =z  DE  et 

WG''  =  (r    +  ^  NF  y  +  (^  DV  +  DeV 

—  y/2  .|_  p2  _|_  DE-'  _f_  ,/  X  NE  +  DE  X  DE 

—  r"^  +  p2  +  r'  X  NE  +  DE  X  E'F 

::^   ;/2   +     p2     +    R/   =   (5   4-   r'V' 


ce   qui  prouve  que   le   cercle  ex-inscrit  et  le  cercle  de  neuf 
points  sont  tangents  extérieurement. 

2.  —  J'ajoute  quelques  formules  obtenues  directement  par 
des  considérations  de  triangles  rectangles  et  qui  peuvent  être 
utiles.  Elles  donnent,  en  fonction  du  rayon  du  cercle  circon- 
scrit, du  rayon  de  cercle  inscrit  et  des  rayons  des  cercles 
ex-inscrits,  les  distances  des  centres,  pris  deux  à  deux,  de  ces 
cercles» 
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GÔ-  r=  R(R  _  or)  f  ) 
Gêr-  =  R(R  +  2r') 

Gâ'2    =,    R(R    _j_  2^.-) 

Gœ-  =  R(R  +  2r") 
ÔÔ"-  -.:  4R(r'  —  r) 
Ôtr'-  z=  4R(r"  —  r) 
Ôcr"  =  4R(r"'  —  r) 


ircy-  =  4R(r"'  +  r) 


THEOREME   D'ARITHMETIQUE 

SUR    UN    PRODUIT    DE    DEUX    FACTEURS 


Un  j)roduit  de  deux  facteurs  ne  change  pas  quand  on  inter- 
verlit  r  ordre  de  ces  facteurs.  (Démoustration  de  Legeudre.) 

Considérons  le  produit  a  X  b,  et  soit  a  >  6.  Si  le  théo- 
rème est  vrai  pour  tous  les  nombres  moindres  que  g,  je  dis 
qu'il  l'est  encore  quand  l'un  des  facteurs  est  a.  Soit  en 
offet     a  =  5  +  c.  On  a 

axb  =  (b-i-c)xb  =  b'Xb-{-cXb 
et 

bxa~  b{b  -{-  c)  =  bxb  ■{-  b  xc. 

On  aura  donc  a  X  b  =^  b  X  a,  s\  l'on  a  c  X  6  ==  6  X  f . 
Or  cela  es!  supposé,  car  on  a  a  >  6  et  a  >  c.  Or  le  théo- 
rème est  vrai  pour   le   produit   i   X.  i .  Il  est  donc  iiénéral, 

c\,  se  démon (r('  d<'  i)rocli('  on  proche. 

{Commiiniqiir  par  J.-B.  Tomey.) 


Catalan,  Théorèmes  el  Problèmes  de  Géométrie,  p.  00. 
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DÉMONSTRATION  D'UN  TllKORÈMI^ 

DM    LA    GÉOMÉTRIE    ÉLÉMENTAIRE 
Par  M.  lIoNnat,  professour  au  Lycée  de  Toulon. 


Théorème.  —  Dans  un  irimvjle  quelconque  y  le  carré  iVun 
côté  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  deux  autres  côtés,  moins 
le  double  produit  de  l'un  de  ces  côtés  par  la  projection  de  l'autre 
sur  celui-ci,  si  l'angle  opposé  est  aigu  ;  ou  plus  ce  double  produit, 
si  l'angle  opposé  est  obtus. 

Décrivons  du  sommet  A  comme  centre  un  arc  passant 
par  C  et  coupant  le  côté  BG  en  G'.  Si  D  est  le  milieu  de. 
CG',  le    segment  G  sera   la  a 

projection  du  côté  AG  sur 
BG  et  le  segment  (7D  sera 
la  projection  du  côté  AG' 
sur  BG'.  Menons  du  point 
B  la  tangente  BE  à  cet 
arc.  Le  triangle  rectangle 
ABE  nous  donnera 


AB-  —  AK^  +  BbY, 
AE  z=  AG. 


cl  comme  on  a 

et 

BË-  =  BG  X  BG'  =  BG  (BG  —  2GD)  =  BG'  —  2BG  x  GD, 
on  en  conclu I 

ÂB'  —  AI:-  +  BG"^  —  2BG  X  GD. 

Telle  est  la  valeur  du  carré  du  côté  AB,  opposé  à  un  angle 
aigu  G. 

Supposons  maintenant  que  AB  soil  opposé  à  l'angle  obtus 
G'  (lu   Iriangle  ABC'.  On  aura 

AE=:  AG', 
ot 

ÏÏR'  r=  BG  X  BG'  =  BG'  (BG'  +  2G'D)  =  WJ'' +  2hC'  X  Cl), 
d'oîi 

AB-  ^  Âlr-  - 1-  B(7-  +  2Br;  x  GD, 
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NOUVELLE    I )EMONSTn ATION 

DU  THÉORÈME  FONDAMENTAL  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE  PLANE 

P.ir  M.  11.  ]\iewengIow§lii. 


Soit  OA  le  cercle  trigonomctriqiie  ;  prenons  AM  =  a, 
AN  =  6.  Soit  P  la  projection  de  M  sur  A'A;  projetons  sur  la 
direction  ON  le  chemin  OPM  et  sa  résultante  OM  :  nous  aurons 

PjOM  =  P/OP  +  PjPM. 
Or, 

PjOM  =  cos  (ON,  OM) 

=  cos  {a  —  h) 

PyOP  =  cos  a  cos  (ON,  OA) 

=  cosa  cos6 
PyPM  =  sin  a  cos  (ON,  OB) 


=  sin  a  cos  (  —  —  h\ 


=  sin  a  sin  b  ; 
donc  cos  (a  —  6)  ^rz  cos  a  cos  b  -\-  sin  a  sin  b 

Si  l'on  change  6  en  —  6, 

cos  (a  -]-  ^)  =  ^0^  ^  cos  6  —  sin  a  sin  6. 


VARIÉTÉS 


ESSAI  SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DE  LA  RÈGLE 

ET    DE    l'ÉQUERRE 
Par  M.  G.  de  LoiigchampH. 

[Suite,  voir  année  ISS.'),  p.  2U8.) 


CHAPITRE  YllI 

LE   RAYON    DE   COURBURli   DAISS   LES   COiNlQUES 

Nous  ne  pouvons  quitter  le  tracé  des  coniques  par  points  et 
par  tangentes  sans  faire  connaître  une  construction  permet- 
tant de  déterminer,  avec  la  règle  et  l'équerre,  le  centre  du 
cercle  osculateur  en  un  point  pris  sur  la  courbe. 

Nous  examinerons  d'ahord  le  cas  de  la  parabole. 


I 
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84.  Le  rayon  et  le  centre  de  courbure  dans  la  para- 
bole. —  Soient 
M,  M' deux  points 
infiniment  voisins 
sur  la  parabole  ; 
les  normales  en 
ces  points  se  cou- 
pent en  G  et  nous 
ferons  d'abord  ob- 
server que  l'angle 
M/^M' est  le  double 
de  l'angle  MGM'. 

En  effet,  la  nor- 
male étant  bissec- 
trice de  l'angle  for- 
mé par  le  rayon 
vecteur  etla  paral- 
lèle à  la  direction 
positive  de  l'axe, 
on  voit  qu'en  posant, 

/MA  =  2a, 
on  a 

MGM'  =  p  —  a,  et        M/M'  =  fR^  —  /MA  =  2([3  —  a). 

Gette  remarque  étant  faite,  considérons  les  cercles  MM'/, 

MM'G  ;  en  désignant  par  u  et  v  leurs  rayons,  nous  avons 


Fig.  56. 


OU 


MM' 

sin/" 

MM'       f 


=  2U. 


et 


MM' 

sinG 

MM' 


=  2V 


G 


G       sin  G 


2V 


.    .       =2U,      et 
f       sm/ 

ou  encore,  puisque  /=  2G 

J_     sin  G 

sin/**      G 

Passons  à  la  limite  et  supposons  que  le  point  M'  se  rapproche 


u 

V 


de  M  et  vienne  se  confondre  avec  lui  ;  la  limite  de 


MM' 

G 


est 


égale  au  rayon  de  courbure  R;  écrivons  donc  lim  2t'  =  R, 
Désignons   par  p  la  limite  de  u  ;  p  est  le  rayon  d'un   cercle 
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passant  par  /,  et  par  M  tangentiellement  à  la  parabole.  Nous 
avons  donc,  finalement, 

R  =  4p. 

D'après  cela,  si  nous  élevons  au  milieu  H  de  M/"  une  per- 
pendiculaire jusqu'à  sa  rencontre  en  I  avec  la  normale  en  M, 
le  point  Y  centre  de  courbure  au  point  M  s'obtient  en  prenant 
My  =  4MI.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  cette  construction 
revient  à  celle  que  nous  avonsdéjà  indiquée.  (Géoni.  an.,  loc. 
cit.) 

Nous  allons  encore  appliquer  cett-e  méthode  à  l'ellipse  ;• 
elle  nous  conduira  à  une  construction  très  simple  du  centre 
de  courbure  correspondant  à  un  point  de  la  courbe. 


85.  Centre  de  courbure  dans  l'ellipse.  —  Soient  /,  /' 

les  foyers  de  la  courbe; 
M,  M'  désignant  deux 
points  de  l'ellipse,  on 
trace  les  normales  en 
ces  points;  soit  G  leur 
point  de  rencontre. 

Les   triangles    MR/"', 
M'RG  donnent 

a  +  0)'  =  [5  -f  O  ; 
d'autre  part,  les  trian- 
gles  MSC,  M'S/  prou- 
vent que 

Fig.  57.  [3  _|_  (0  ziz  a  4-  ^  • 

Ajoutant   ces    égalités,   il  vient 

(1)  +  (t/ =  2O.  (i) 

Gela  posé,   désignons    par  p  et  p'   les    rayons   des   cercles 
circonscrits  aux  triangles  MM/,  MM'/';  nous  avons 
MM'  MM' 

=r  2p, 


et 


20 


siii  0)  '  sm  (0 

D'autre   part,    le  rayon  de  courbure  R    correspondant  au 
point  M  est  donné  par  la  formule 


R  =  lim 


MM' 


=  lim 


MM' 

sin  Q 


iim 


sin  Q 
Q 


ou 
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R  =  lim 


siu  Q 


L'égalité  (1)  donne  aussi 

sin  0)  cos  co'  -f-  sin  w'  cos  lù  =  2  sin  Q  cos  Û 
et  par  suite 


cos  (O 


+ 


cos  (O  2  COS  Û 


2  p  2  p  r 

r  représentant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  cAI  triangle 
MM'G.  En  passant  à  la  limite,  c'est-à-dire  en  supposant  que 
M'  vienne  se  confondre  avec  M,  nous  avons 

d^  cl'       R 

•Dans  cette  formule  d  et  d'  désignent  les  diamètres  des 
cercles  qui  passent  par  M'  tangentiellement  à  l'ellipse  et, 
respectivement,  par  les  foyers  de  la  courbe. 

De  cette  égalité  résulte  une  construction  assez  simple  pour 
le  centre  de  courbure. 

Soit  MN  la  normale  à  l'ellipse  ;  cette  normale  est  rencon- 
trée aux  points  G,  G'  par  les  perpendiculaires  élevées  aux 
points  f  et  f  aux  rayons  vecteurs  M/",  M/"';  si  l'on  prend  le 
point  Y  conjugué  harmonique 
de  M  par  rapport  aux  points  G, 
G'  ;  Y  est  le  centre  de  courbure 
qui  correspond  au  point  M. 

Toutes  ces  constructions 
n'exigent,  comme  on  le  voit, 
que  l'usage  de  la  règle  et  de 
l'équerre. 

86.  Remarque.  —  Je  reviens 
à  la  construction  donnée  tout 
à  l'heure  pour  déterminer  le 
centre  de  courbure  qui  correspond  à  un  point  de  la  parabole 
pour  faire  observer  que  l'on  peut  encore  fixer  la  position 
de  ce  point,  et  même  d'une  façon  un  peu  plus  rapide,  en 
introduisant  dans  la  figure  la  directrice  de  la  courbe. 

Reportons-nous  à  la  figure  1  ;  soit  HD  la  directrice  de  la  para- 


Fig.  58. 
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bole.  Élevons  en  /"une  perpendiculaire  à  M/' et  soit  L  le  point 

où  cette  perpendiculaire  rencontre 
la  normale  MC.  Les  deux  triangles 
rectangles  MDK,  M/^L  ont  un  angle 
égal  [ML  =  KMD,  d'après  la  pro- 
priété fondamentale  delà  tangente; 
de  plus,  MK  =  M.f.  Ces  deux  trian- 
gles sont  égaux  et  l'on  a 
MD  =  ML. 
D'ailleurs,  nous  avons  vu  que  y 
désignant  le  centre  de  courbure, 
nous  avions 

My  r=  4MI  =  2ML. 
Finalement,  nous  pouvons  donc 
dire  que 

M  Y  =  2MD. 
De  cette  remarque  résulte,  pour 
la  construction  du  point  y,  avec  la  règle  et  l'équerre,  l'épreuve 
du  tracé  qui  est  représenté  par  la  figure  ci-jointe.  Dans  cette 
figure  on  suppose  que  l'on  donne  la  normale  MD,  le  pied  M  de 
cette  normale,  et  la  directrice  DD'.  On  détermine  successive- 
ment, et  dans  l'ordre  indiqué,  les  points  1,  2  et  3.  De  ce 
dernier,  on  déduit  le  centre  de  courbure  y  en  abaissant  une 
perpendiculaire  sur  la  directrice,  jusqu'à  sa  rencontre  avec 
la  normale.  (A  suivre.) 


Fig.  59. 


CLAUDE  MYDORGE  (1585-1647) 

NOTICE    SUR   UN    DE    SES   MANUSCRITS 
CONSTRUCTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  PRATIQUE  DUES  A  CE  MATHÉMATICIEN  (*) 

Par  M.  Edmond  Bortiage,  professeur  au  Collège  de  Nantua. 


Claude  Mydorge  (158o-1647),  le  savant  ami  de  Descartes, 
fut  le  premier  mathématicien  français  qui  écrivit  un  traité 
sur  les  Sections  coniques.  Son  ouvrage  devait  se  composer  de 

(*)  On  lira  avec  intérêt  à  ce  sujet  le  récent  ouvrage  de  M.  Charles  Henry, 
Notice  sur  un  manuscrit  inédit  de  Claude  Mydorge,  et  la  notice  bibliogra- 
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huit  parties.  En  1()3I,  il  publia  les  deux  premiers  livres; 
en  U)ll,  il  fil  paraître  deux  autres  livres.  Le  manuscrit  des 
quatre  autres  livres  a  disparu.  Le  second  livre  peut  être 
considéré  comme  le  plus  important;  ou  y  voit  la  description 
de  l'ellipse  au  moyen  du  cercle  dont  on  allonge  toutes  les 
ordonnées  dans  un  raj^port  constant.  On  y  trouve  aussi  la 
l)roposition  suivante  :  Si  d'un  point  pris  dans  le  plan  d'une 
conique^  on  mène  des  rayons  aux  points  de  la  courbe  et  qu'on  les 
prolonge  dans  un  rapport  donné.,  leurs  extrémités  seront  sur 
une  nouvelle  conique  semblable  à  la  première.  Ces  deux  notions 
peuvent  être  considérées  comme  le  point  de  départ  de  cette 
belle  méthode  de  transformation  hoiuographique  rendue  si 
célèbre  par  les  travaux  de  M.  Chastes.  On  doit  encore  à 
Claude  Mydorge  un  Examen  des  récréations  mathématiques  du 
Père  Leurechon  (1630)  et  des  réfutations  d'une  quadrature  du 
cercle  et  d'une  duplication  du  cube. 

Dans  un  curieux  manuscrit  de  Mydorge,  retrouvé  à  la 
Bibliothèque  nationale  par  M.  Charles  Henry,  sont  réunis 
1,00:2  problèmes  de  géométrie  pratique.  Les  solutions  de  ces 
problèmes  ont  été  comparées  à  celles  des  mêmes  questions 
prises  dans  le  Traité  des  constructions  géométriques  d'Aboul- 
Wéfa  (\^  siècle  après  J.-C.)  et  dans  la  Règle  du  cordeau  pour 
la  construction  des  autels  brahmaniques  par  Baudhâyana 
(iv^  siècle  avant  J.-C).  On  comprend  aisément  l'utilité  de  ces 
comparaisons.  Elles  sont  fort  instructives  et  elles  permettent 
de  se  rendre  compte  de  la  persistance  des  procédés  et  aussi 
de  l'évolution  des  idées  mathématiques.  Du  reste,  beaucoup 
de  ces  constructions  antiques  sont  fort  curieuses  et  bien 
dignes  d'être  remarquées. 

Il  existe  une  grande  analogie  dans  les  constructions 
employées  par  Mydorge  et  Aboul-Wéfa  pour  «  faire  tomber 
une  perpendiculaire  à  l'extrémité  d'une  droite  ».  Je  donnerai 
ici  deux  de  ces  constructions  attribuées  à  Aboul-Wéfa. 
Comme  on  le  verra,  elles  possèdent  l'avantage  de  n'empiéter 
par  aucun  trait  de  construction  sur  l'espace  ou  l'on  ne  peut 


phique  publiée  par  la  Revue  de  V enseignement  secondaire  et  de  V enseignement 
supérieur.  (N"  du  l"''  décembre  1884.) 
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prolonger  la  droite.  Voici  la  première  de  ces  constructions: 

JE  Soit  la  droite  AB  que  l'on  ne  peut 
prolonger  du  côté  A  (fig.  4).  Prenons 
sur  AB  un  point  quelconque  C,  puis 
avec  une  ouverture  de  compas  égale 
à  AG  décrivons  deux  cercles  de  A 
et  de  G  comme  centres.  Ils  se  ren- 
contrent en  D  ;  tirons  GD,  prolon- 
geons en  E  de  façon  que  DE  =  DG; 
joignons  E  à  A  et  l'angle  EAG  sera 
droit. 

Il  est  bien  facile  de  vérifier  l'exac- 
titude de  cette  construction  si  nous 
joignons  A  à  D,  les  deux  lignes  GD 
Fig.  '/.  et  DA  seront  égales  comme  rayons 

de    cercles    égaux,    mais  la   ligne  AD  est   la    médiane    du 
triangle    GAE   puisque,    d'après    la    construction   faite,   GD 

=  DE  =:  DA .  Le  triangle 
GAE  est  donc  rectangle 
en  A,  puisque  la  médiane 
AD  est  la  moitié  du  côté 
GE  qui  est  par  suite  l'hy- 
poténuse. On  voit  aussi 
aisément  que  ce  triangle 
rectangle  possède  des  an- 
gles aigus  qui  ont  pour 
valeurs  respectives  E  = 
3 o^  G  =  60°,  puisque  l'hy- 
poténuse G  E  se  trouve  être 
le  double  du  plus  petit 
côté  de  l'angle  droit  GA. 
La  seconde  construc- 
tion est  la  suivante  :  Sur 
AB  comme  diamètre,  dé- 
crivons une  demi-circon- 
férence f^(/.  ^)  ;  prenons  le 
milieu  G  de  cette  demi-circonférence,  joignons  BG  et  prolon- 
geons AD  =  GB.  Joignons  D  à  A,  l'angle  DAB  sera  droit.  En 
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effet,  le  triangle  BGD  est  rectangle  isoscèle  ;  mais,  puisque 
BC  =  CD  et  que  AG  est  par  suite  perpendiculaire  sur  le  milieu 
de  BC,  le  triangle  BAD  est  lui-môme  isoscèle,  et,  comme 
l'angle  B  ^=  45**,  I)  est  aussi  égal  à  45^  et  l'angle  A  vaut 
par  suite  90°  (Le  triangle  BAD  est  alors  rectangle  isoscèle). 
Claude  Mydorge  emploie  la  construction  suivante  pour 
«  réduire  trois  carrés  en  un  seul  »  :  «  Réduire  deux  des  trois 
quarrez  en  un  par  un  problesme  connu  et  derechef  réduire 
celuy  qui  les  contient  tous  deux  avec  le  troisième  par  le  dict 
problesme.  »  Supposons  que  les  trois  carrés  donnés  soient 
LJGH,  EDFG  et 
ARCD  (fig.  3).  Il 
joint  D  à  L.  La 
ligne  DL  est  bien 
le  côté  du  carré 
équivalent  à  la 
somme  de  LJGH 
etdeEFDH,  car, 

en     effet,     DL^ 

—  LG^  -f  DG^ 
Cette  première 
construction 
constitue  ce  que 
Mydorge  appelle  le  «  problesme  connu  ».  Ensuite  de  D  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  DL,  il  décrit  un  arc  de  cercle 
qui  vient  couper  en  S  le  côté  CB  du  troisième  carré.  Il  joint 
les  points  A  et  S  et  AS  est   le  côté  du   carré  cherché.    En 

eJffetÂS^  =ÂD'  +  DS^  =  AD'  +  DL'  =  Id'  +  LG'  +  DG^ 

Cette  longueur  AS,  telle  que  AS  =  y/ÂD'  +  LG'  +  DG' 
est  donc  le  côté  du  carré  égal  à  la  somme  des  trois  carrés 
donnés.  —  Pour  achever  la  construction,  Mydorge  décrit  de 
A  comme  centre,  avec  AS  comme  rayon,  un  arc  de  cercle  qui 
vient  rencontrer  en  N  le  côté  AR  prolongé  ;  AU  étant  par 
suite  égal  à  AS,  il  ne  reste  plus  qu'à  achever  le  carré  APNO 
qui  répond  à  la  question  proposée.  —  Cette  construction 
est,  du  reste,  encore  employée  de  nos  jours.  —  La  quantité 
de  lignes  tracées  est  seulement  moins  grande  (fig.  S  bis). 


Fig.  3. 
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On  prend  deux  axes  rectangulaires  Bx  et  By.  On  porte, 
à  partir  de  l'intersection  B,  deux  lon- 
gueurs BC  et  BP  égales  aux  côtés  de 
deux  des  carrés  donnés  et  cela  sur  cha- 
cun des  axes  ;  on  tire  PC  qui  est  égal  à 

Vbc'  +  BP'.  En  C,  on  élève  une  per- 
pendiculaire à  PB  et  sur  cette  perpen- 
diculaire on  prend  une  longueur  GO  qui 
est  égale  au  côté  du  troisième  carré 
donné  ;  on  joint  P  à  0  et  cette  longueur 
PO  est  le  côté  du  carré  demandé,  puisque 
PÔ^  ==  PG^  +  œ^  =  BG^  +  BP^  +  GÔ^ 
—  On  arrive  donc  ainsi  au  même  résul- 
tat sans  être  obligé  de  tracer  une  aussi 
grande  quantité  de  lignes  que  dans  le  procédé  dû  à  Glande 
Mydorge.  —  On  voit  aussi  facilement  que  ces  deux  construc- 
tions peuvent  être  employées  non  seulement  dans  le  cas  où 
l'on  donne  trois  carrés,  mais  encore  quel  que  soit  le  nombre 
des  carrés  donnés.  En  général,  si  ce  nombre  est  n,  il  faudra 
faire  n  —  i  fois  la  construction  qui  donne  le  côté  d'un  carré 
égal  à  la  somme  de  deux  autres.  (A  suivre.) 


Fig.  5  bis. 


QUESTIONS  DIVERSES  D'EXAMENS  (*) 

1.  —  Étmit  donnés  quatre  points  en  ligne  droite  A,  B,  A',  B', 

trouver  le  lieu  des  points  I  d'où  les  segments  AB  et  A'B'  sont 

vus  sous  le  même  angle  (**). 

(Saint-Cyr;  examens  oraux,  1884.) 


(')  Sous  ce  litre,  nous  publieruod,  dans  ciinque  numéro,  quelques  questions 
posées  aux  examens  de  Saint-Cyr,  de  l'Ecole  navale,  du  Baccalauréat  es 
sciences...;  ou  des  questions  qui  nous  paraîtront  s'y  rattacher. 

Avec  les  énoncés,  nousdonnerons  une  indication  sur  leur  solution;  nous  y  ajou- 
terons aussi  quelques  développements,  quand  l'occasion  se  présentera  de  le  faire. 

A  ce  propos,  nous  prions  nos  lecteurs  de  vouloir  bien  nous  faire  connaître 
les  questions  intéressantes  qui,  à  leur  connaissance,  auraient  été  proposées  à 
ces  divers  examens.  G.  L. 

{**)  Nous  avons  proposé  cette  question  sous  le  n°  189.  La  solution  que  nous 
donnons  ici  ne  nous  empêchera  pas  de  publier  l'une  de  celles  qu'on  nous  adressera. 
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Soit  IS  la  bissectrice  do  runglo  BïA',   on  do  l'angle  AIB', 
comiiK*  on  voudra. 

SB   _  IB 
SA'  ~  lA'  ' 
SA  _   lA 
SÎ?  ~  Tb" 


On  a 


et 


Ces  égalités  donnent 


SA. SB  lA.lB 


SA'.  SB'         lA'.IB' 


'1) 


A' 


B  ' 


Fig,  /. 

D'autre  part,  les  deux  triangles  AIB,  A'IB'  ayant  un  angle 

égal,  et  les  hauteurs  correspondantes  étant  égales,  on  peut 

écrire 

JA.IB   _   A^ 

lA'.IB'         A'B'*  •  ^ 

La  comparaison  des  égalités  (1)  et  (2)  donne 

SA. SB   _   AB 
SA'. SB'  "■  A^* 
Le  point  S  est  donc  un  point  déterminé  de  A;  on  verrait 
de  même  qu'en  élevant  IT  perpendiculaire  à   IS,  le  point  ï 
est  fixe.  Le  lieu  demandé  est  d^nr  la  circonférence  décrite 
sur  ST  comme  diamètre. 


La  démonstration  précédente  et  la  conclusion  à  laquelle 
elle  a  conduit  subsistent  quand,  comme  le  représente  la 
lii'ure  2,  les  seiiments  AB  et  A'B'  sont  vus  sous  des  angles 
supplémentaires. 
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Dans  cette  hypothèse  les  angles  1  et  2  sont  égaux  et  en 
menant  la  bissectrice  de  l'angle  BIB',  et,  par  le  point  I,  une 
droite  perpendiculaire  à  celle-ci,  on  obtien(  sur  A  deux 
points  fixes  (■). 

2.  —  \'éri/ier  que  l'on  a 

arc  tg  -  +  arc  tg  y  +  arc  tg  "g  =  ;;- 

Il  existe  beaucoup  d'égalités  de  ce  genre  et  nous  en  indi- 
quons plus  loin  quelques  autres  qui  constituent  des  exercices 
intéressants.  On  pourra  traiter  ceux-ci  en  suivant  la  inarche 
que  nous  allons  adopter  pour  résoudre  la  question  proposée. 

Posons 

a;  =  arctg-,         ?/  =  arctg-,         2  =  arctg-; 


on  a  donc 


—  =  is;  Xy  --  r=  ter  y  -  z=z  tff  -. 


La  formule  connue 

,     ,      ,       • ,      ,         tg  X  4-  tg  y  -I-  tg  z  —  i^  X  tg  w  tg  ^ 
tg  {x+  y  4-  z)  =  -^ — ^   ^  J    ^   ^ n s_^_è — ^ 

I  —  tg  X  tg  y  tg  î/  tg  J3  —  fg  z  tg  .T 

donne,  dans  le  cas  présent, 

33         I 


^j^  {^  +  y  +  -) 


40     80 


I       I       I 
10     16     40 


(*)  Cette  question,  lorsqu'on  la  généralise,  donne  naissance  à  un  lieu 
géométrique  bien  connu. 

Voici  cette  généralisation  :  On  donne  deux  segments  de  droilcs  AB,  A'B  ; 
trouver  le  lieu  du  point  d'où  l'on  voit  ces  deux  segments  sous  le  même  angle 
(ou  sous  deux  angleu  supplémentaires). 

Steiner  s'est  posé  cette  question  [Journal  fiir  die  reine  und  andgewandte 
Mdlhemutik;  novembre  1852)  et  a  indiqué  pour  le  lieu  l'ensemble  de  deu\ 
cubiques  cycliques.  Elle  a  été  proposée  de  nouveau  [Nouvelles  Annules,  1884, 
p.  'Sri)  et  plus  récemment  encore,  elle  a  fait  l'objet  d'une  intéressante  note 
de  M.  Schoute  [Journal  fur....  1885;  p.  98). 

Dans  le  cas  particulier  où  les  segments  AB,  A'B'  sont  placés  sur  une 
droite  A,  celle-ci  fait  évidemment  partie  du  lieu.  Les  deux  cubiques  cycliques 
de  Steiner  se  décomposent  l'une  et  l'autre  et  donnent,  comme  lieu  impropre 
la  droite  a  ;  puis,  les  deux  circonférences  que  nous  avons  trouvées. 
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011,  loiif  calcul  fai(, 

^S  (-^  +  y  +  <)  =  I  • 
Cetio  cgaliU'  doiine  Lion 

^  +  '/  +  -  =  7- 
4 

Pour  que  cette   conclusion  soit    tout  l\    fait  rigoureuse  il 
faut  pourtant  obsorvcr  que  la  fonction 

arc  tg  X 
doit  être   bien  déterminée  et,  à    cet  efîot,  on    doit   supposer 
qu'elle  représente  le  plus  petit  arc  positif  dont  la  tangente 
a  une  longueur  donnée,  égale  à  X. 

Voici  les  égalités  auxquelles  nous  avons  fait  allusion  plus 
haut. 

-  zr:  arc  sm  ■-  -j-  arc  sm  -, 

2  5  5 

TT  I       ,  I 

-  =  arc  tg  — f-  2  arc  tg  -, 
4  '7  ^ 

TT  I       ,  I 

-  =:  arc  te;  — h  ^l'c  t^'    -. 
4  ^  2    '  "^     3 

TT  I  .  I 

-  =  4  arc  tg  -  —  arc  tg  


4      ^         ^5  ^239 

On  peut  d'ailleurs  trouver,  en  nombre  indéfini,  des  éga- 
lités de  ce  genre  en  donnant  des  valeurs  numériques  aux 
paramètres  a  et  b    dans  une  identité  telle    que  la    suivante 

{  2    .   ab  (b  -{-  ï)  ]  (b  4-  i)  a  ab 

arc  cotg     — z^  arc  tff ■  —  arc  t^-  — . 

(a  2  )  '  2  '2 

Remarque.  —  On  peut  résoudre  plus  rapidement  les  ques- 
tions de  cette  nature  on  s'appuyant  sur  les  formules  connues 

I           ,                          u  4-  V 
arc  io;  u  -+-  arc  ta:  v  =  arc  ta; 

i«  +  î;  -t-  ^  —  uvtv 

arc  la:  u  -\-  arc  t"'  v  -\-  arc  i^  w  =  arc  ia: • 

"^       '  ^       '  ^  "^  1  —  uv  —  uw  —  vw 

arc  sin  u  -\-  arc  sin  v  =  arc  sin  {  i;  v^  i  —  ^'^  +  ^^  V^  ^  —  '-'"j  ' 

etc 

(A  suivre.) 
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QUESTION    102 


On  considère  un  point  A  mobile  sur  une  demi-circonférence 
BAC  de  centre  0,  et  les  cercles  inscrits  aux  triangles  AOB,  AOG. 
Trouver  la  position  de  A  jyour  laquelle  les  centres  des  cercles 
inscrits  et  le  centre  0  du  cercle  donné  forment  un  triangle  de 
périmètre  donné  p. 

Cette  question  que  j'ai  proposée,  il  y  a  déjà  quelque  temps, 
n'a  pas  été  traitée,  ou  l'a  été  d'une  façon  très   incomplète. 

A 


0  c 

Sa  solution  n'offrait  pourtant  aucune  (liffîcuUé  et  sa  discus- 
sion présentait,  il  me  semble,  quelque  intérêt.  Je  résumerai, 
comme  il  suit,  une  solution  de  ce  problème. 

Prenons  pour  variable  indépendante  l'angle  ABC  =  a  et 
calculons,  en  fonction  de  a,  les  longueurs  00'.  00",  O'O". 
Le  triancrlc  AOO'  donne 


ocr 

sm  - 


R 


a 
cos  - 


OA  =  OB  =  OC  =  R), 


d  ou 


00'  =  R 
on  a,  d'après  cela, 


00'  ^  R 


-^  =z  Rx, 


x=[^- 


y. 
til- 


a 


45--)-R- 


^  R 


.7; 


I   +tg- 

3 


I    +  X 


(l 


(^2) 
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Do  Togalitc  imposée 

00' +  00"  +  O'O"  =. /), 
on  déduit 

OW-  =.  (p  —  00'  —  00")S 
ou 

0:==p'^  —  op  (00'  +  00")  +  200' .  00". 

Les    rolalious    (1)    et    (2)    doiineut,    pour    déterminer    x, 

l'équation 

2X^  (R2  +  pR)  —  X  (2R'^  +  p-')  +  2pR  —  /}^  =  0.      (3) 

■  ,  y. 

Tel  est  l'équation   qui    permet  de  construire  tg  -  et,  par 

Jâ 

suite,  de  résoudre  le  problème  eu  question. 

L'intérêt  de  la  question  portait  surtout  sur  la  discussion 
de  l'équation  (3).  cette  discussion  présentant  une  légère 
difficulté. 

La  réalité  des  racines  de  l'équation  (3)  (par  conséquent  la 
possibilité  du  problème)  dépend  du  signe  de  la  quantité  U, 
U  =  (2R2  +  p'^r-  —  8(R2  +  pR)(2pR  —  p'). 

En  développant,  on  a 

Pour  décomposer  U  en  facteurs,  et  c'est  ici  que  nous 
touchons  à  la  difficulté  signalée,  il  faut  observer  que  l'on 
peut  écrire  U  sous  la  forme 

(pi  _  4p2R2  _|^  4p>.i)  _f_  gpR  (p.  _   21^2)^ 

On  a  donc  finalement 

U  =  (p2  —  2R'^  )(p2  -j-  8;^R  —  R-^). 
La  discussion  se  poursuit  alors  très  simplement. 

G.  L. 


FACULTE  DES  SCIENCES  DE  CAEN 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 
(30  octobre  1885.) 

Démontrer  les  formules  qui  donnent  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  somme  ou 
de  la  dilTérence  de  deuv  arcs  en  fonction  des  sinus  et  des  cosinus  de  ces  arcs. 

—  Déterminer  une  progression  géométrique  connaissant  la  somme  de  ses 
quatre  premiers  termes  qui  est  égale  à  85  et  l'excès  du  troisième  terme  sur 
le  premier  qui  est  égal  à  i5. 


n 
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—  Lois  du  mélange  des  gaz  et  des  vapeurs. 

—  Dans  un  vase  ABA'B' ayant  la  forme  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  dont 
les  bases  sont  perpendiculaires  à  l'axe,  le  diamètre 
AB  étant  égal  à  60*='",  celui  de  la  base  A'H'  à  3o'="',  la 
hauteur  totale  IIII'  étant  3o'^'",  qui  repose  par  sa 
base  AB'  sur  un  plan  horizontal,  on  verse  du  mercure 
jusqu'à  une  hauteur  H'H"  =  12"^'",  puis  on  le  remplit 
d'eau. 

On  demande  : 

1°  De  calculer  le  poids  du  mercure  et  de  l'eau  contenus  dans  ce  vase; 
2»  De  déterminer  la  pression  sur  la  base  AB'. 

(6  novembre  1885.) 

Théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  ou   plusieurs  nombres. 

—  Calculer  les  angles  B  et  C  d'un  tri;ing!e  dont  on  connaît  deux  côtés  h 
et  c  et  l'angle  compris  A.  Appliquer  les  formules  au  cis  où  l'on  donne  : 

A  ==  60» 

&  —y  0,01 

c  =  cos^  123"  27'  38",7. 

—  Réfraction  de  la  lumière.  Angle  limite. 

—  Un  cylindre  creux  dont  la  base  aune  surface  donnée  3,3  =:  o""',oi  et  dont 
la  hauteur  totale  H,  H  —  o"',5o  est  plongé  dans  l'eau  jusqu'à  une  hauteur 
h  =:  o'",io.  Calculer  le  volume  du  mercure  qu'il  faut  verser  dans  ce  cylindre 
pour  qu'il  affleure. 

(9  novembre  1885.) 

La  base  d'une  pyramide  triangulaire  SABC  est  un  triangle  rectangle  BAC, 
l'arête  AB  est  ])erpendiculaire  à  celte  base  et  a  i™  de  longueur.  Les  deux 
autres  arêtes  SB   et  SC  font  respectivement  avec   AB  des  angles  de  60°  et 

de  3o". 

1°  On  demande  de  calculer  le  volume  de  la  pyramide  et  la  longueur  de  la 
perpendiculaire  AP  abaissée  du  point  A  sur  la  face  opposée  BSC  ; 

"2"  On  cimstruira  à  l'échelle  de  i/io  les  projections  de  celte  pyramide  ea 
faisant  coïncider  Farête  AC  avec  la  ligne  de  terre,  et  les  faces  ASB  et  AS'J 
respectivement  avec  le  plan  vertical  et  le  plan  horizontal,  et  on  rabattra  la 
base  BAC  sur  le  plan  vertical  en  la  faisant  tourner  autour  de  AB,  la  face 
BSC  et  le  point  P  sur  le  plan  horizontal  en  les  faisant  tourner  autour  de  SC. 

(11  novembre  1885.) 

On  donne  un  tronc  de  cône  droit  dont  le  rayon  l\  de  la  grande  base  est 
7"',  le  rayon  r  de  la  petite  base  3'"  et  la  hauteur  //.  G'".  Déterminer  sans  le 
secours  des  logarithmes  à  quelle  distance  de  la  base  inférieure  on  doit  mener 
un  plan  parallèle  à  cette  base  pour  obtenir  deux  troncs  de  cône  équivalents. 

—  Étant  données  les  traces  d'un  plan  et  les  projections  d'une  droite,  prouver 
que  la  condition  nécessaire  et  sullisante  pour  que  la  droite  soit  perpendicu- 
laire au  plan  est  que  les  projections  de  cette  droite  soient  respectivement 
perpendiculaires  aux  traces  du  plan. 

—  Devant  un  miroir  concave  de  i™  de  rayon  et  à  une  distance  de  25'"  on 
place  un  écran.  Déterminer  à  quelle  distance  de  cet  écran  il  faudra  placer  un 
objet  lumineux  pour  que  son  image  se  forme  sur  l'écran. 

—  Coeilicient  de  dilatation  des  liquides. 
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BACCALAURÉAT  DE  L'ENSEKJNEMENT  SPÉCIAL 
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—  Illablir  les  fonimles  (|ul  pcniietlcnt  de  résoudre  un  triangle  rectilij,'nc 
connaissjuU  deux,  cùlés  et  l'angle  compris  entre  ces  cotés. 

—  Trouver  le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  triangulaire. 

—  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  cône  creux  connaissant  la  hauteur  (olale 
//  et  les  rayons  11  et  r  extérieur  et  intérieur  de  la  base.  On  prendra  pour 
inconnue  la  distance  x  du  centre  de  gravité  cherché  à  la  base.  Vers  quelle 
limite  tend  œ  lorsque  11  —  r  tend  vers  zéro  ? 

—  Microscope  composé. 

—  Calculer  le  poids  de  la  vapeur  d'eau  à  loo'  qu'il  faudrait  injecter  sur  20'"" 
de  glace  à  10°  au-dessous  de  zéro  pour  la  faire  fondre  et  porter  l'eau  de 
fusion  à  3o°.  Cette  glace  est  renfermée  dans  un  vase  métallique  pesant  1,000^'. 
Ou  donne  la  chaleur  spécifique  de  la  glace,  o,5  ;  sa  chaleur  latente  de  fusion, 
80;  sa  chaleur  latente  de  vaporisation  537;  la  chaleur  spécifique  du  métal 
du  vase  0,1. 

—  Tige,  principales  modilications  de  sa  structure  dans  les  plantes  dicotylé- 
dones et  monocotylédones. 

—  Cadrans  solaires. 

—  Établir  les  formules  qui  donnent  sin  (a -|- 6)  et  ces  (rt  + /^)  on  fonction  des 
sinus  et  des  cosinus  des  angles  a  et  b;  ces  angles  a  et  b  étant  quelconques. 

—  Densité  des  gaz. 

—  Propriétés  du  phosphore. 

—  On  donne  dans  le  plan  horizontal  un  cercle  de  8V"'  de  rayon.  Ce  cercle 
sert  de  base  à  un  cône  droit  dont  la  hauteur  est  i57'"'.  On  coupe  le  cône  par 
un  plan  vertical  et  parallèle  à  une  génératrice  de  front  du  cône.  Ce  plan  est 
à  4  y™  du  sommet  du  cône.  On  demande  : 

1°  De  trouver  la  projection  de  l'intersection  ; 
i2°  De  développer  la  surface  et  l'intersection. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


202  (4).  —  Étant  donuc  Un  contour  2)olygonal  convexe 
ABCDE...  dont  les  côtés  successifs  forment  une  progression 
géométrique  décroissante  indéfinie  et  dont  les  côtés  consé- 
cutifs font  entre  eux  un  angle  constant  : 

1°  On  regarde  les  côtés  du  contour  comme  représentant 
des  forces  tirant  dans  le  sens  indiqué  par  l'ordre  alplia- 
bétique,  et  on  demande  de  trouver  la  résultante  de  toutes 
ces  forces  ; 

2*^  Aux  sommets  successifs  A,  B,  C,  D...  du  contour  on 
place  des  poids  formant  une  progression  géométrique  décrois- 
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santé,  et  on  demande  le   centre  de  i^ravité  de   ce  système 
de  poids  ; 

3''  On  regarde  les  côtés  du  contour  comme  des  lignes 
pesantes,  et  on  demande  de  trouver  le  centre  de  gravité 
de  ce  contour. 

(2)  Sur  un  arc  de  cercle  donné  on  prend  n  points  équidis- 
tantssur  lesquels  on  place  des  poids  croissant  en  progression 
géométrique  ;  trouver  le  centre  de  gravité  de  ce  système  de 
poids. 

(3)  Sur  un  mètre  cube  homogène  on  place  un  décimètre 
cube  de  la  même  matière  de  manière  que  les  centres 
soient  sur  une  même  perpendiculaire  à  la  face  commune; 
sur  celui-ci,  on  place  de  la  même  manière  un  centimètre 
cube,  et  ainsi  de  suite.  Trouver  la  position  du  centre  de 
gravité  du  corps  ainsi  formé.  (Dellac) 

203.  —  On  donne  un  cercle  A  et,  à  l'intérieur  de  ce  cercle, 
un  point  fixe  P.  Soit  A'  une  tangente  fixe  perpendiculaire 
au  diamètre  qui  passe  par  P. 

]^  Autour  de  P  on  fait  tourner  une  transversale  qui  ren- 
contre A  aux  points  Q  et  Q'  ;  en  ces  points  on  élève  à  QQ' 
des  perpendiculaires  qui  rencontrent  A'  aux  points  M,  M'  et 
l'on  projette  le  point  M  sur  PM',  ou  le  point  M'  sur  PM, 
comme  l'on  voudra.  Trouver  le  lieu  décrit  par  l'une  ou  l'autre 
de  ces  projections. 

Ce  lieu  est  une  circonférence  concentrique  à  la  proposée 
et  passant  par  P. 

2«  On  joint  AQ  et  kQ'  et  l'on  projette  M'  sur  AQ',  ou  M 
sur  AQ;  le  lieu  de  ces  projections  est  une  circonférence  tan- 
gente à  A  au  point  A  et  passant  par  le  point  P'  symétrique 
de  P  par  rapport  au  centre  de  A.  (G.  L.) 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IMIMUMERIE  CENTUALE   DES  CHEMINS  DE   KER.  —   niPRIMERlE   CHAIX. 
HIE  BERGÈRE,   20,  PARIS.   —    290l6o. 
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NOTE  D'ANALYSE  INDETERMINEE 

Pur  M.  I§j.  Ilcali». 


1.  — Je  me  propose ,de  moutrcr  dans  cette  petite  note  com- 
ment on  peut  sans  faire  usage  d'aucun  princi-pe  spécial  de 
Tanalyse  indéterminée,  mais  par  le  seul  emploi  des  identités 
algébriques,  assigner,  d'une  manière  directe,  une  infinité 
de  solutions  entières  de  l'équation  indélerminée 

X^  +  21/  =  z^  -{-  2A%  (a) 

A  étant  un   nombre   entier  donné,  et  x,   y,   z   devant  êtro 
premiers  avec  A. 

2.  —  Je  me  proposerai  aussi  la  même  question  pour  l'équa* 
tion 

^2  _|_  2}f  =z  A2  -|-  2Z\  (?>) 

les  entiers  x,  y,  z  devant,  de  même,  être  premiers  avec  le 
nombre  donné  A. 

A  la  question  I  on  satisfait,  entre  autres  manières,  en 
posant 

X  =  a  -{-  A,  y  z=  2a  —  A,  z  =  3a  —  A, 

c'est-à-dire  en  posant  l'identité 

{a  +  A)2  +  2{2a  —  A-Y  =  (3a  —  A)^  +  2A\ 
ou  l'on   peut  assigner  à   a  une  valeur  entière  arbitraire  et 
première  à  la  valeur  absolue  du  nombre  donné  A. 

A  la  question  II  on  satisfait  par  la  même  relation  d'iden- 
tité, mise  sous  la  forme 

4.  +  Av^  y^-^Y^^,^^^. 


3  J  '  \  3  . 
où  z  peut  recevoir  une  infinité  de  valeurs  premières  au 
nombre  donné  A,  et  propres  à  rendre  ^z  -{-  A  et  z  —  2A 
divisibles  par  3. 

Les  deux  questions  n'en  forment  qu'une  seule,  en  réalité, 
et  les  solutions  s'obtiennent  d'après  le  même  principe.  Inutile 
d'ajouter  que  les  égalités  qui  précèdent,  bien  que  renfermant 
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une  infinité  de  résultats  particuliers,  sont  loin  de  fournir 
toutes  les  solutions  qui  conviennent  aux  équations  considé- 
rées. Par  exemple,  pour  A  =  i,  la  formule  relative  à 
l'énoncé  I  ne  donne  j^as  la  solution 

172  +  2  .  132  =  252  +2  .  iS 
et  la  formule  relative  à  l'énoncé  II  ne  donne  pas  la  solution 
172  -f-  2  .  92  z=  i*-'  4-  2  .  î5\ 
On  donne  une  utile  extension  à  la  question  en  se  propo- 
sant d'assigner  une  infinité  de  solutions  entières  de  l'équa- 
tion indéterminée 

où  n  est  un  coefficient  entier,  non  carré,  et  où  l'une  des 
quatre  indéterminées  a  reçu  une  valeur  constante,  fixée 
d'avance. 

En  ce  cas,  si  c'est  le  nombre  v  qui  est  donné,  et  que  l'on 
ait  ^1  1=:  A,  on  peut  employer,  par  exemple,  l'identité 
[{n—  \)  a-\-nA.Y  +  w  (2a  +  A)^  ^[{n+  i)  a -^  nA.y  +  nk.\ 
où  l'on  désigne  par  a  un  entier  arbitraire,  positif  ou  négatif, 
et  premier  avec  A. 

Si  c'est  u  qui  est  donné,  et  que  l'on  ait  w  =  A,  on  trans- 
formera la  relation  précédente,  en  écrivant 
(2na-f  A)2  4-n  [(n—  i)  a  4-  A]^  :=:  A^  +  n  [(n+  1)  a-{-A.]\ 
par  où  l'on  répond  à  la  question  au  moyen  de  valeurs  arbi- 
traires de  a,  premières  avec  la  valeur  absolue  de  A. 

Dans  le  cas  particulier  de  n  =  tiï^  —  i ,  on  a,  entre  autres, 
la  relation  très  simple 

X  -\-  (m^  —  i)î/T2    ,  ^  /x  —  y\2 


x-^  -f  (m2  —  i)^- 


m 

Ayant  fixé  d'avance,  dans  le  premier  membre  de  cette 
formule,  la  valeur  du  nombre  x  (ou  du  nombre  y),  premier 
avec  m,  on  peut  assigner  immédiatement  une  infinité  de 
valeurs  de  y  (ou  x),  propres  à  rendre,  dans  le  second 
membre,  x  —  y  divisible  par  m. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  tout  ce  qui  précède  s'obtient 
très  facilement,  et  d'une  manière  directe,  à  l'aide  de  l'iden- 
tité donnée  par  Euler  pour  prouver  que  le  produit  de  deux 
expressions  de  la  forme  x"^  -\-  ny'^,  où  n  est  un  coefficient 
constant,    est  lui-même   une  expression    de   cette   forme.    A 
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l'égard  do  cette  identité,  et  de  quelques  autres  formules 
analoi^ues,  très  utiles  dans  la  théorie  des  nombres,  nous 
croyons  ne  pouvoir  mieux  faire  ici  que  de  renvoyer  les 
jeunes  lecteurs  à  la  première  leçon  de  l'excellente  Algèbre  de 
M.  G.  de  Longchamps. 

Nota.  —   L'identité  d'Euler  dont  parle  ici  M.  Realis   est 
la  suivante  : 
(qX  —  nbY)'  4-  n  (aY  +  bX.y  ^  (aX  +  nbJy  +  n  («Y  —  6X)^ 

Comme  le  faisait  observer  M.  Realis,  dans  une  lettre  qu'il 
m'adressait  et  qui  concernait  la  légère  addition  qu'on  va 
lire,  en  posant 

aY  —  6X  =  A, 
A  étant  un  entier  donné  ;  a,  b  désignant  des  valeurs  entières 
arbitraires,  premières  entre  elles;  on  peut,  par  la  méthode 
connue,  assigner  une  infinité  de  valeurs  entières  à  X  et  à  Y, 
vérifiant  l'équation  précédente.  De  cette  remarque  et  de 
l'identité  d'Euler  on  déduit  une  infinité  de  solutions  entières 
de  l'équation  (a).  On  peut  suivre  une  marche  analogue  pour 
l'équation  (^), 

Voici  d'ailleurs  comment  on  peut  résoudre  complètement 
l'équation  (a),  en  ramenant  la  détermination  de  toutes  les 
solutions  de  cette  équation  à  celle  d'une  équation  indéter- 
minée linéaire. 

Soit  (X;  y,  3)  une  solution  quelconque  de  l'équation  pro- 
posée; on  a 

X  —  y  2(A  —  y)  t 

A  +  y  ~     iL-  +  z     ~  F 
i  et  6  désignant  des  entiers. 

Cette  égalité  donne 

X  —  3  —  iy  =^  A^, 
tx-}-  tz  -\-  2(iy  =  2AÔ. 

On  en  tire 

(A  +  v)     . 
/0.x  =  f  —-^-^  +  9'(A  —  y) 
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La  première  prouve  que  /  divise  6^(A.  —  y),  et  comme  il 
est  premier  avec  6*  il  divise  A  —  y;  la  seconde  prouve  aussi 
que  6  divise  A  -^  y.  Il  faut  encore  observer  que  A  et  y  sont 
de  même  parité.  En  effet,  l'égalité 

œ'-  —  z^  =  2iX-  —  y-) 
prouve  que  si  A  et  y  ne  sont  pas  de  même  parité,  A  —  y  et 
X  -^  y  étant  impairs,  {x  —  z)  (x  -j-  z)  serait  divisible  par  2 
et  non  par  4  ;  ce  qui  implique  contradiction. 

Posons  donc 

A   —   ^    =    2tU, 

X  -\-  y  =  2bv, 
u  et  v  désignant  une  solution  entière  de  Téquation 

K  =  iu+  bv.  (1) 

On  obtient  alors 

y  =  X  —  2[U  =:  2hv  —  A, 
X  =  ti  -{-  2bu. 

z  =  2b  y.  —  tv. 

Dans  ces  formules.  A  est  la  constante  donnée;  /  et  6  dé- 
signent deux  entiers  premiers  entre  eux  et  arbitrairement 
cboisis;  enfin,  u  et  v  représentent  une  solution  quelconque 
de  réquation  proposée. 

On  pourra  suivre  une  marche  analogue  pour  la  résolution 
de  l'équation  (S),  et  cette  méthode  peut  servir  à  résoudre  un 
grand  nombre  d'équations  indéterminées.  On  voit  qu'elle 
peut  se  résumer  en  disant  que  l'on  cherche  d'abord  toutes 
les  solutions  commensurables  d'une  équation  donnée  poui-  dis- 
tinguer ensuite,  parmi  celles-ci.  les  solutions  entières.  Cette 
idée  est  d'ailleurs  empruntée  à  la  repiésentation  des  coor- 
données d'un  point  mobile  sur  une  courbe  ou  sur  une 
surface  unicursale,  au  moyen  d'un  ou  de  deux  paramètres 
arbitraires. 

G.  L. 
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VARIÉTÉS 


ESSAI  SUR  LA.  GEOMETRIE  DE  LA  REGLE 

ET    DE    l'ÉQUERRE 
Par  M.  G.  de  Longchanips. 

[Suite,  voir  p.  8.) 


87.  Centre  de  courbure  de  l'hyperbole  équilatères 

—  La  solution  que  nous  avons  donnée  plus  haut  pour  déter- 
miner le  centre  de  courbure  d'une  ellipse  déterminée  par  ses 
foyers  et  les  extrémités  du  grand  axe  s'applique,  avec  les  modi- 
fications convenables,  à  l'hyperbole;  cette  courbe  étant  déter- 
minée par  ses  foyers  et  par  les  extrémités  de  l'axe  trans verse. 

Mais  nous 
examinerons, 
à  cause  de  son 
importance,  le 
cas  011  l'hyper- 
bole considérée 
est  équilatère. 
Nous  suppose- 
rons d'ailleurs 
qu'elle  est  dé- 
terminée par 
ses  asymptotes  ; 
A,  A'  et  par  un 
point  M;  c'est 
en  ce  point  M 
que  nous  nous  ^^d-  60. 

proposons  de  construire  le  rayon  de  courbure. 

Pour  démontrer  la  propriété  qui  sert  de  base  à  la  construc- 
tion que  nous  allons  indiquer,  il  parait  commode  de  consi- 
dérer l'hyperbole  H  comme  une  unicursale  et  de  fixer  la  posi- 
tion du  centre  de  courbure,  c'est-à-dire  les  coordonnées  do 
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ce  point,  au  moyen  d'un  paramètre  /  qui  varie,  quand  M  se 
déplace  sur  H. 

Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  asymptotes  A,  A'  ; 
dans  ce  système,  H  est  représentée  par  l'équation 

xy  =  m'^. 

Soient  x',  y'  les  coordonnées  de  M  ;  posons 

œ         m 

—  =  -  =  /.  A 

m         y 

La  droite  AB  qui  passe  par  M,  tangenliellement  à  H,   a 

pour  équation 

xy'  -p  yx  =  2171^  ; 

par  suite  la  normale  M(o'  est  représentée  par  l'égalité 

xx'  —  y  y'  =:  x"^  —  y"^. 

Les   relations   (A.)  permettent    d'écrire  cette    égalité   sous 

la  forme 

xl^  —  ty  ==  mV  —  'in.  {l) 

Prenons  la  dérivée  par  rapport  à  t,  nous  avons 

3l''x—y  =2  ^mt\  (2) 

Les  équations  (1)  et  (2)  donnent,  pour  déterminer  les  coor- 
données du  centre  de  courbure  to,  les  formules 
X  _  I  -\-  31''  y  _  3-\-t' 

m  2/-^  m  2t 

Abaissons  du  point  w  des  perpendiculaires  wP,  mQ  sur  les 
asymptotes;  ea  observant  que  nous  avons 

OA  =  2x,  OB  =  ay\ 
nous  obtenons  les  relations 

f"  —  I  t'* I 

AP  =  m ,  BQ  =im 

D'autre  part,  élevons  au  point  M  la  droite  RS  perpendicu- 
laire sur  OM,  nous  trouvons 

AR==  2ÂP,     et     BS=  2BQ. 

De  cette  remarque,  nous  pouvons  déduire  une  construction 
très  simple  au  moyen  de  la  règle  et  de  l'équerre  du  centre 
de  courbure  en  un. point  M  pris  sur  une  hyperbole  équila- 
tère  dont  les  asymptotes  A,  A'  sont  données  de  position. 

Par  Iti  point  donné  M  on  trace  une  droite  AB  partagée  par  ce 
point  et  par  les  asymptotes  en  deux  parties  égales:  soit  Mw  la 
perpendiculaire  à  AB.  On  élève  ensuite  une  droite  RS  perpendi- 
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culaire  à  OM  ;  les  parallèles  aux  asymptotes  menées  par  les 
milieux  des  segments  AR  et  BS  se  coupent  sur  Mo),  aie  centre 
de  courbure  cherché. 

On  observera  que  la  droite  Moj  pourrait,  pour  cette  déter- 
mination du  centre  de  courbure,  n'être  pas  tracée;  mais  la 
présence  de  cette  droite  dans  l'épure  donne  à  la  construction 
indi([uée  une  vérification  précieuse. 

88.  Détermination  du  centre  de  courbure,  les 
éléments  donnés  étant  quelconques.  —  Lorsque  la 
conique  proposée  F  est  déterminée  par  des  éléments  diffé- 
rents de  ceux  que  nous  avons  admis  dans  les  paragraphes 
précédents,  le  procédé  le  plus  général  que  nous  puissions 
indiquer,  pour  la  détermination  du  centre  de  courbure, 
consiste  à  déduire  des  données  de  la  conique  les  éléments 
mêmes  que  nous  avons  supposés  connus. 

Un  exemple  suffira  pour  faire  comprendre  ce  que  nous 
entendons  par  là. 

Je  prendrai  le  cas  très  simple  d'une  parabole  P,  déterminée 
j)ar  deux  tangentes  AT, 
AT'  et  par  les  points  de 
contact  M,  M';  cet  exem- 
ple me  donnera  l'occa- 
sion de  faire  connaître 
une  construction  très 
élégante  de  lajjarabole, 
par  points  et  par  tan- 
gentes, construction  qui 
a  été  indiquée  par  M. 
d'Ocagne  ('•'). 

Soit  AB  la  médiane 
du  triangle  MAM'  ;  tra- 
çons le  parallélogramme 
MBCD  ;  par  les  points  G 
et  I)  menons  deux  pa- 
rallèles quelconques  G(T 


Fig.  61. 


Dlï:  puis,  par  G'  et   D'  des  droites  G'G',  D'D",  parallèles  à 


l*j  Mudiiiis,  188.');  t.  \',  p.  -lii. 
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AB.  La  droite  G"D"  est  taugeute  à  la  parabole  P,  et  si  nous 
prenons  G"l  =  KD",  le  point  de  contact  est  précisément  le 
point  I. 

Cette  proposition  que  nous  nous  bornons  à  énoncer  se 
démontre  très  simplement  par  le  calcul;  elle  s'établit 
aussi  immédiatement  par  des  considérations  géométriques 
diverses  et  notamment  en  montrant  que  la  transversale 
réciproque  de  Q"l)"  par  rapport  au  triangle  MAM'  se  meut  en 
restant  parallèle  à  une  direction  fixe. 

Si  l'on  veut  maintenant  déterminer  le  centre  de  courbure 
de  P  (*),  au  point  I,  on  peut  opérer  de  la  manière  suivante, 
De  l'ortlioccntre  du  triangle  AC"D",  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire A  sur  AD.  La  normale  en  I  rencontre  A  en  un 
point  J;  on  prend  Iw  =  2JI;  oj  est  le  centre  de  courbure. 

89.  Remarque  relative  au  problème  de  l'inter- 
section d'une  droite  et  d'une  conique.  —  On  a  sans 
doute  observé  que  nous  n'avions,  à  aucun  moment,  abordé 
certains  problèmes  qu'on  a  quelquefois  considérés  comme 
appartenant  à  la  géométrie  de  la  règle,  mais  qui  ressortent 
vraiment  d'une  géométrie  supérieure;  nous  entendons  ici,  par 
cette  expression,  la  géométrie  du  compas.  Tels  sont  les  pro- 
blèmes dans  lesquels  on  se  propose  de  déterminer  les  points 
communs  à  une  droite  tracée  A  et  à  une  conique  bien  déter- 
minée, par  certaines  conditions  données;  ou  encore  ceux 
où  l'on  se  propose  le  tracé,  point  par  point,  de  coniques 
ayant  avec  une  conique  donnée  un  contact  d'un  certain  ordre 
et   vérifiant  en  outfc  quelques  autres  conditions  (**),  etc. 

Tous  ces  problèmes  exigent  qu'une  conique  donnée  soit 
tracée   dans    réj)ure    que   l'on    fait,    ou   que,    à    un    certain 

(*)  M.  d'Ocagae,  d'après  une  indication  qu'il  nous  a  fournie,  détermine 
différemment  le  centre  do  courbure;  la  construction  qu'il  donne  et  qui  est 
aussi  simple  que  ce. le  que  nous  indiquons  ici,  doit  paraître  prochainement, 
croyons-nous,  dans  les  Nouvelles  Annales,  dans  une  note  qui  fait  ^>uite  au 
mémoire  sur  l'enveloppe  de,  certaines  droites  nwbiles,  dont  la  première  partie 
a  clé  publié^i  {toc.  cit.,  1883). 

(**)  Géométrie  de  la  Règle;  théorèmes  et  problèmes  sur  les  contacts  des 
sections  coniques,  i)nr  M.  Pliicker,  docteur  de  l'Université  de  Bonn  [Annales 
de  Gergonne,  t.  XVII;  1823  et  1827;  p.  37). 
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moment  on  fasse  usage  du  compas  ;  ce  sont  donc  des  problèmos 
du  second  degré,  insolubles  avec  la  règle  seule.  Mais  le 
problème  retombe  au  premier  degré  et  ressort  alors  de  la 
géométrie  de  \a  règle,  dans  le  sens  rigoureux  que  nous 
donnons  à  ce  terme  dans  cet  ouvrage,  lorsque  l'un  des  points 
communs  à  la  conique  et  à  la  droite  considérées  est  connu 
d'avance. 

Nous  donnerons,  en  terminant  les  problèmes  relatifs  aux 
coniques,  un  exemple  remarqucible  de  ce  dernier  genre  de 
problèmes. 

90.  Problème.  —  Connaissant  le  pied  d'une  normale  A  à 
la  parabole  P,  trouver  le  second  point  commun  à  ^  et  à  V, 

Soit  k!  (x\  y')  le  point  symétrique  de  A  par  rapport  à  Ox; 
ayant  fait  la  construc- 
tion qu'indique  la  fi- 
gure (construction 
dans  laquelle  AA.'B, 
ABC,  AGI  sont  des 
angles  droits)  on  ob- 
tient sur  la  normale 
A  un  point  I;  il  est 
facile  de  reconnaître 
que  I  est  le  second 
point  d'intersection  de 
A  avec  P. 

En    désignant    par  ^^'  ^'' 

œ",  y"  les  coordonnées  de  C,  on  a  en  effet 
CH  =  —  y"  ^  AH  +  A'C  =  y'  +  A'B  tg  a  =  y'  +  2p  tg  a, 
ou 


GH  =  —  y"  = 
D'autre  part  on  a 


2p{x'  +  p) 


y 


P 


x"=0}î  +  Gl  =  x'  +  {y'+GR)i^^.=x'+^, 
ou  encore 

2p{x'  -{-pY 


y'  + 


(1) 
2p{x'  +py 


y 


X 
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Les  formules  (1)  et  (2)  prouvent  bien  que 

y"^  ==  2px". 

Ainsi,  I  est  le  point  cherché  ;  il  s'obtient,  en  faisant  seule- 
ment usage  de  la  règle  et  de  l'cquerre.  par  la  c  )nstruction 
qu'indique  la  figure.  Dans  cette  construction,  on  ne  suppose 
nullement  que  la  parabole  soit  tracée;  cette  courbe  est  déter- 
minée par  son  axe,  la  tangente  au  sommet  et  un  point  A. 

Mais,  sans  vouloir  multiplier  autrement  ces  considérations 
diverses^  nous  quittons  avec  cet  exercice  l'étude  des  sections 
coniques  pour  nous  occuper  des  applications  de  la  géométrie 
de  la  règle  au  tracé,  par  points  et  par  tangentes,  de  certaines 
courbes  d'un  ordre  supérieur.  Nous  abordons  ici  un  sujet 
plus  intéressant  et  qui  ne  semble  pas  avoir  encore  été 
exploité,  du  moins  avec  la  suite  et  la  méthode  que  nous 
allons  y  mettre.  Les  chapitres  (*)  que  nous  consacrons  à 
cette  étude  compléteront  la  première  partie  de  cet  ouvrage  ; 
nous  développerons  ensuite,  dans  la  seconde  partie,  les 
applications  pratiques  de  la  géométrie  de  la  règle  et  de 
réquerre  aux  questions  diverses  qui  intéressent  les  opérations 
eflecluées  sur  le  terrain  et  quelques  problèmes  que  sou- 
lève l'art  de  la  guerre.  Nous  rentrerons  alors,  pour  ne  plus 
l'abandonner,  dans  le  champ  des  mathématiques  élémen- 
taires proprement  dites. 


CLAUDE  MYDORGE  (1585-1647) 

NOTICE    SUR   UN    DE    SES   MANUSCRITS 

CONSTRUCTIONS  DE  GÉOMÉTRIE  PRATIQUE  DUES  A  CE  MATHÉMATICIEN 

Par  M.  Edmond  Bortlage,  professeur  au  Collège  de  Nantua. 

(Suite  et  fin.  voir  p.  12. j 


Cette  construction  est  en  germe  chez  Baudhâyana  qui 
dit  :  «  Pour  j'aire  la  somme  de  deux  carrés  quelconques,  avec  le 
côté  ae  du  plus  petit  (fig.  4)  on  fait  au  plus  grand  un  accroisse- 

'■*]  Ces  chapitres  traitant  de  matières  tout  à  fait  étrangères  aux  mathéma- 
tiques élémentaires  seront,  pour  ce  motif,  développés  dnns  le  Journal  des 
Mathématiques  spéciales.  Aussitôt  qu'ils  seront  publiés,  nous  l'eprendrons  ici, 
avec  la  seconde  partie,  l'exposition  élémentaire  à  laquelle  nous  faisons  allu- 
sion dans  les  lignes  qui  terminent  cet  article. 


r-ô  X 
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mentf  un  crément  aebk;  la  corde  fendue  en  travers  de  ce  crëment, 
soit  ak,  est  le  côté  de  la  somme.  » 

Pour  retrancher  un  carré  d'un  autre,  Baudhâyana  dit 
ensuite  :  «  Avec  le  côté  de  celui  qu'on  veut  retrancher,  on 
dessine  au  plus  grand  un  crément  aebk  (fig.  5)  ;  un  des  flancs 
ek  de  ce  crément  est  reporté  en  biais  sur  l'autre  flanc  en  ei.  Là 
où  il  tombe f  on  détache  ce  qui  dépasse  et  le  fragment  restant 
ai  est  le  côté  de  la  différence.  » 

Il  avait  dit  précédemment  :  «  Daiis  un  carré  parfait,  la 
corde  tendue  en  biais  (la  diagonale)  jjroduit  une  surface  de 
contenance  double.  » 

Puis  :  «  Si  Von  prend  le  côté  du  carré,  si  l'on  élève  en  l'une 
des  extrémités  une  perpendiculaire  égale  à  la  ligne  productrice 
du  double  (la  diagonale)  ;  si  Von  joint  les  extrémités  de  ces  deux 
lignes  perpendiculaires,  la  ligne  en  biais  ainsi  obtenue  sera  le 
côté  d'un  carré  triple  du  cai^ré  primitif,   o 

Aboul-Wéfa  a  aussi  traité  la  question  des  trois  carrés. 

Dans  ses  écrits,  l'énoncé  est  ainsi  formulé  :  «  Former  un 
carré  avec  trois  briques  carrées  et  égales.  »  Sa  solution  très 
élégante,  étant  considérées  les  données  matérielles  de  la 
question,  est  celle-ci  :  Il  coupe  deux  des  briques  suivant  la 
diagonale  et  applique  ces  demi-carrés  par  la  diagonale 
autour  de  la  troisième  brique  restée  intacte  abcd  (fig.  6). 
Il  tend  successivement  un  cordeau  ou  pose  une  règle  Gur 
les  nouveaux  sommets  f,  h,  j,  l.  —  Les  petits  morceaux 
triangulaires  tels  que  fog  qui  dépassent  les  quatre  côtés  hf, 
fl,  Ij  et  jh  sont  retournés  et  appliqués  de  façon  à  remplir 
les  quatre  petits  vides  tels  que  hoa. 

On  vérifie  facilement  l'exactitude  de  ce  procédé. 

Si,  en  effet,  on  supposait  menées  les  .lignes  fm,  bl,  Ik,  dj, 
ij,  hc,  afeigh  ;  les  quatre  quadrilatères  fmbl,  IkdJ,  cjihetfagh 
seraient  des  parallélogrammes;  car  les  côtés  ml  et  fb,  dl  et 
jk,  cj  et  hi,  ah  et  fg  seraient  égaux,  comme  côtés  de  l'angle 
droit  de  triangles  isoscèles  égaux.  Ces  côtés  seraient  aussi 
parallèles  deux  à  deux.  En  effet,  considérons  un  de  ces 
quadrilatères  /m6/ par  exemple.  L'angle  bînl  :=:  45°;  l'angle 
fbm  complément  d'un  angle  gbf  égal  à  45°,  vaut  lui  aussi 
45^.  Les  angles  6m/,  fbri  étant  égaux,   on  conclut    de   là    Je 
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parallélisme  des  côtés  fh  et  ml.  Le  quadrilatère  fbml  est  donc 
bien  un  parallélogramme,  puisque  deux  de  ses  côtés  opposés 
sont  égaux  et  parallèles.  —  La  démonstration  serait  identi- 
quement la  même  pour  les  trois  autres  parallélogrammes.  — 
Les  quatre  parallélogrammes  considérés  seraient  de  plus 
égaux,  car  leurs  autres  côtés  tels  que  fm,  Ik,  ij,  gh  seraient 
égaux  comme  appartenant  à  des  triangles  fbm,  Idk,  icj,  rjoh 
dont  on  prouverait  aisément  l'égalité.  De  l'égalité  des  quatre 
parallélogrammes  on  déduit  l'égalité  do  leurs  diagonales; 
c'est-à-dire  que 

/7=  lj=hj  =  fh. 

La  figure  hflj  est  donc  un  losange.  Prouvons  maintenant 
que  les  angles  sont  droits.  Considérons  l'un  de  ces  angles  A/7, 
par  exemple.  On  voit  qu'on  peut  obtenir  cet  angle  en  retran- 
chant de  l'angle  droit  gfh  la  partie  gf'o  et  en  ajoutant  au 
reste  ofb  la  partie  bfi  qui  est,  nous  le  savons,  égale  à  gf'o 
(d'après  Végalité  des  parallélogrammes) .  L'angle  hfl  est  donc 
aussi  droit.  On  prouve  de  la  sorte  que  le  losange  hflj  est 
un  carré,  puisque  ses  angles  sont  droits.  Il  est  évident  aussi 
que  les  petits  triangles  désignés  sur  la  figure  6  par  les  chiffres 
1,  2,  3,  4,  o,  6,  7,  8  (les  chiffres  pairs  désignant  les  triangles 
intérieurs  au  carré  hflj  et  les  chiffres  impairs  les  triangles 
extérieurs)  sont  égaux  comme  appartenant  à  des  parallélo- 
grammes égaux.  On  pourra  donc  remplir  les  vides  triangu- 
laires 1,  3,  5,  7  par  les  petits  triangles  de  brique  2,  4,  6,  8. 
Ce  qui  prouve  bien  que  les  trois  briques  données  disposées 
comme  il  a  été  dit  forment  exactement  le  carré  hflj. 

Mydorge  donne,  dans  son  manuscrit,  trois  constructions 
pour  faire  un  carré  égal  à  un  cercle  donné.  Voici  ces  trois 
constructions  : 

1^  «  Il  faut  diviser  le  semi-diamètre  en  deux  parties  égales  par 
une  perpendiculaire  menée  d'une  part  et  d'autre  jusqu'à  la  cir- 
conférence. Le  carré  décrit  de  cette  ligne  sera  égal  au  cercle 
donné.  »  Il  dit  aussi:  «  Le  cercle  abcd  (fig.  8),  le  semi-diamètre 
me  estant  donnés^  je  divise  me  également  au  point  f,  auquel  je 
descris  la  perpendiculaire  ef g  ;  de  laquelle  je  descris  le  qtiarré  h]kl 
égal  au  cercle  abcd.  )> 

(Il    faut  observer  ([ue    le    carré /jj/t/ doit  être  construit  de 
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façon  que  les  points  a,  b,  c,  d  soient  les  milieux  des  côtés  de 
ce  carré.) 

2°  «  Après  avoir  descrit  le  quarré  à  Ventour  de  la  circonférence 
(le  carré  circonscrit),  il  faut  diviser  le  quart  du  cercle  en  trois 
parties  égalles  et  du  centre  par  la  section  inférieure  méfier  une 
ligne  droite  tant  queUe  rencontre  le  coslé  du  quarré  estant  con- 
tinué, et  la  partie  d'entre  le  diamètre  et  la  section  donnera  le 
costé  du  quarré. 

^>  Le  cercle  abcd  (fig.  8)  estant  donné  et  le  quart  ad  divisé 
en  trois  parties  égalles,  k  estant  le  point  de  division  inférieur, 
je  descris  la  ligne  em  ;  et  am  donnera  le  costé  du  quarré  qui  est 
fgjh,  lequel  est  égal  au  cercle  donné  abcd. 

^^  »  Il  faut  diviser  le  cercle  en  quatre  parties  égalles  par  deux 
diamètres  et  diviser  chaque  quart  de  la  circonférence  en  trois 
parties  égalles  et  de  deux  sections  en  deux  sections  mener  une 
ligne  droicte,  lesquelles  quatre  droictes  menées  dune  part  et  d'autre 
feront  un  quarré  égal  au  cercle  donné. 

»  Le  cercle  abcd  (fig.  9)  étant  divisé  en  quatre  parties  égalles 
par  deux  diamètres  ac  et  bd  et  la  quarte  partie  de  chaque  circon- 
férence en  trois  parties  égalles,  ce  qui  donne  les  points  j,  k,  1,  m, 
n,  0,  p,  e,  de  section  en  section,  je  mène  les  lignes  droictes  e'f, 
fg,  gh  et  he'  qui  font  le  quarré  e'fgh  égal  au  cercle  abcd.  » 

Baudhâyana  avait  lui  aussi  traité  la  question  de  la  quadra- 
ture du  cercle  et  la  question  qui  consiste  à  transformer  un 
carré  en  un  cercle  équivalent.  Voici  quelles  étaient  les  con- 
structions qu'il  employait  : 

1°  «  Pour  faire  d'un  carré  un  cercle,  on  rabattra  (fig.  10), 
à  partir  du  centre  la  moitié  de  la  diagonale  sur  la  ligne  eo. 

Avec  celle-ci  et  le  tiers  de  ce  qui  dépasse  (  oe  -|-  -  ea' ),  on  tra- 
cera le  cercle  qui  sera  équivalent  au  carré  donné  abcd. 

2**  y)  Pour  faille  d'un  cercle  un  carré,  on  fait  8  parts  du  diamètre: 
une  de  ces  parts  sera  divisée  en  2q portions  dont  on  retirera  28 

(et  il   restera -)  ainsi  que-r  d'une  portion  diminuée  de  son 

\  -98/  ^6 

propre  huitième.  » 
Ou  en  chiffres 
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8.29       \29.8    6       8    29.8.6 
ou  encore 

F)   //     ,    _J L_  4_  '         \ 

•\8  ^  8.29       8.29.6  ~^  8.29.6.8A 
«  Ceci  étant   le  côté  du   carré   équivalent,    le  coefficient  en 

série   est-y'"^»    » 
2 

Il  ajoute  encore  :   «  Où  bien  on  fera   i5  paris  du  diamètre, 

desquelles    on    retranchera  i  :    telle  est    la    racine  imparfaite 

i3 
du  carré  équivalent  au  cercle.  »  Mais  comme  —  ost  la  valeur 

i5 

connue  de  -  V  ^  employée   par  Héron    pour    la   surface   du 

triangle  équilatéral,  nous  retombons  dans  la  construction  de 
Claude  Mydorge.  Du  reste,  Baudhâyana  lui- môme  la  déclare 
('  imparfaite  »  (à-nityâ).  C'est  le  terme  qu'il  emploie. 

Nous  venons  de  citer  quelques-unes  des  questions  con- 
tenues dans  le  manuscrit  de  Claude  Mydorge,  retrouvé  par 
M.  Charles  Henry.  A  côté  de  ces  questions,  ou  trouve  de 
remarquables  constructions  de  polygones  inscrits  et  à  côtés 
donnés,  d'éiégants  procédés  de  trisection  de  l'angle  et  de 
transformation  de  surface,  etc.  —  Ces  questions  sont  pleines 
d'intérêt,  et  elles  nous  paraissent  dignes  d'être  introduites 
dans  l'enseignement  secondaire  et,  surtout,  dans  l'enseigne- 
ment pi  ofessionnel. 

CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Picquet,  répétiteur 
à  VÈcole  Polytechnique. 

Monsieur  le  rédacteur, 

Vous  avez  bien  voulu  me  faire  part  des  doutes  émis  par 

un  de  nos  collègues  relativement  à  l'existence  d'une  solution 

élémentaire  pour  l'une  des  questions  proposées  à  l'examen 

écrit  de  l'École  forestière  en  1885.  Je  m'empresse  de  vous 
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communiquer  celle  que  j'aurais  désiré  rencontrer  dans  les 
copies  des  candidats;  et,  si  vous  vous  placez  à  ce  point  de  vue 
qu'une  question  de  concours  doit  se  décomposer  en  plusieurs 
parties  de  difficulté  successivement  croissante,  de  façon 
à  permettre  le  classement  des  candidats,  je  pense  que  vous 
apprécierez  avec  moi  que  la  question  dont  il  s'agit  n'était 
pas  de  nature  à  mériter  les  reproches  de  notre  collègue. 
L'énoncé  était  le  suivant  : 

Effectuer  la  division ?  trouver  la  loi  du  quotient,  et 

chercher,  par  les  règles  de  ta  division,  à  quelle  condition  le  quo- 
tient, prolongé  indéfiniment,  représente  la  fraction  proposée. 

Solution.  —  Première  partie.  Effectuer  la  division,  et  in- 
duire par  l'observation  la  loi  du  quotient 

,    nin  +  i)        ,    , 
I  +  3aî  +  bx^  +  . .  .  +    ^    ^       x^'-'  +  . . . 

Cette  première  partie,  très  simple,  a  été  traitée  par  la 
plus  grande  partie  des  candidats. 

Deuxième  partie.  —  Démontrer  la  loi  induite,  en  observant 
également  la  loi  des  restes,  admettant  l'une  et  l'autre  jusqu'au 
reste  qui  suit  l'inscription  au  quotient  du  terme  en  cc"-\.  et 
prouvant  qu'elles  subsistent  pour  le  terme  suivant  du  quotient, 
et  pour  le  reste  suivant. 

Je  ne  crois  pas  utile  d'insister  sur  ce  côté  de  la  question 
qui,  quoique  moins  simple  que  le  précédent  et  n'ayant  été 
traité  que  par  un  nombre  beaucoup  plus  restreint  de  can- 
didats, n'offre  aucune  difficulté. 

Troisième  partie.  —  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le 
reste  obtenu   après  que  l'on   a  écrit  au  quotient    le  terme 

-  n(n  H-  I  )  x"~*  est 

2 

-  (n  +  i)(n  +  2)x^  —  n(n  +  2)œ"+i  +  ^  n(n  +  i)x"+'-. 

On  a  donc,  d'après  l'identité  de  la  division,  en  désignant 
ce  reste  par  R, 
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OU 


i^  I  -f-  -^^  +  6^2  +...-) — n(n  -f-  0^ 


n  —  1 


(  I Xy  2 

+  -— ^ — 777^  [{n  +  i)(n  +  2)  —  2?i(?i+  2)x  +  n{n  +  Ox'^]. 

Si  a;  >   I.  il   est   clair  que   le   terme  complémentaire  du 
secoud  membre  augmente  indéfiniment  avec  n. 
Si  l'on  a,  au  contraire,  x*<<^  i,  j'écris  ce  terme 
n{n  +  i)(n  4"  2)ir"  F  i  2x  ^^    1 . 

2(  I  —  x)'"^  in       n  ~\-  i        n  -\-  2}  ' 

le  second  facteur  tend  évidemment  vers  zéro  à  mesure  que 
n  augmente.  Quant  au  premier,  si  l'on  passe  d'une  valeur 

(le  n  a  la  suivanie,  on  le  muiiipiie  par  ce,  expression 

plus  petite  que  l'unité  dès  que  l'on  a 

3x 
n  >  'j 

I  —  x 

et  qui  va  toujours  en  diminuant.  Les  valeurs  successives  du 
premier  facteur  sont  donc  constamment  inférieures,  à  partir 
d'une  certaine  valeur  de  n,  à  celles  des  termes  d'une  pro- 
gression géométrique  dont  la  raison  serait  l'une  quelconque 

71  4-  3 

des  valeurs,  inférieures  à  l'unité,  de  la   quantité  x; 

n 

par  suite  il  tend  vers  zéro,  et  le  quotient,  prolongé  indéfi- 
niment, représente  la  fraction  proposée. 

Je  ne  pense  pas,  Monsieur  le  Rédacteur,  être  sorti  dans 
cette  démonstration  des  limites  du  programme  de  l'École 
forestière,  puisque  je  n'ai  invoqué  que  l'identité  de  la  division 
et  la  théorie  des  progressions  géométriques,  et  je  suppose  que 
vous  trouverez  avec  moi  que  cette  troisième  partie  delà  ques- 
tion, sans  être  au-dessus  de  la  force  des  meilleurs  candidats, 
était  propre  à  les  révéler.  Que  si  notre  estimable  collègue 
tirait  quelque  objection  de  ce  fait  qu'il  y  est  fait  usage  d'autre 
chose  que  des  règles  de  la  division,  sa  dialectique  pourrait 
paraître  subtile  en  ce  sens  que,  si  1  énoncé  vise  évidemment 
l'identité  de  la  division,  il  ne  s'oppose  en  quoi  que  ce  soit  à 
l'emploi  ultérieur  d'autres  propriétés. 

Enfin,  j'ajouterai  que  la  démonstration  suivante,  relative  au 
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cas  oîi  .X  <  I,  très  élémentaire,  eût  encore  été  considérée 
comme  très  suffisante  et  parfaitement  accueillie,  une  fois  la 
question  entamée  comme  plus  haut  avec  l'identité  de  ia 
division. 

On  a,  pour  x  <C  i 


1  +  X  +  x'2  4-  .  .  .  +  o;'^  -f- 

X'  +  x'"  +  . .  .  +  x-^  + 

x^  +  . . .  +  X"  + 


[ 


1  —  x 

X 
1    .X' 

x^ 


X 


d'oli,  en  ajoutant 

I  +  2X  +  3x^  -j-  .  .  .  -i-  [n  +  1  )x'^  -f-  .  .     =r 

'        (i+x+x'-+  ...) 


I  — X  (i  —  ^)^ 

De  même,  en  multipliant  successivement  par  x,  x^  .    . 

X 

x+2x'-{-  ...  +  nx'^  +  . .    =  ,  ^  ^  ^^  ,  ^ 
x^  +  .  .  .  +  (n  —  i)x-  +...==  — i^ 

d'où  en  ajoutant 

I  +  3x  +  6x2  +  . . .   1  (n  -f-  i)(/i  -f  2)x"  -f  . . .  =z 

[l    +  X  +  X2  -!-...]  = C.  Q.  F.  D. 


{1   —  X)2  (  I   —  X)^ 

Nota.  —  Je  puis  dire  que  je  partage  complètement  l'opi- 
nion de  M.  Picquet  et  je  trouve,  avec  lui,  que  la  question 
proposée  aux  examens  écrits  de  l'Ecole  forestière  admettait 
une  solution  qui  ne  dépassait  nullement  la  force  des  meil- 
leurs candidats  à  cette  école;  la  rédaction  qu'on  vient  de 
lire  en  est  bien  la  preuve.  Mais  je  dois  ajouter  qu'en  lui 
transmettant  les  doutes  auxquels  il  a  été  fait  allusion,  au 
début  de  cette  note,  le  collègue  qui  me  les  communiquait 
ne  les  a  pas  accompagnés  d'une  critique  quelconque.  Il  avait, 
me   disait-il,    quelque    peine    à    voir    comment    on    pouvait 
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résoudre  la  (iiicstiou  posée,  sans  dépasser  les  liiiiitcs  des 
iiial,héniali([ues  clémcntaircs.  J'ai  prié  M.  Piequet  de  vou- 
loir bien  lever  les  doutes  qui  m'avaienl  été  transmis;  lelle 
est  l'orii^ine  d(^  la  i)résente  lettre.  Je  pense  qu'elle  donnera 
})leine  satisl'hction  à  notre  collègue;  les  candidats  à  l'Ecole 
l'oresticre  la  consulteront  aussi  avec  intérêt,  et  il  ne  me  reste 
plus  qu'à  remercier  M.  Picquet  de  l'obligeance  avec  laquelle 
il  a  répondu  au  désir  que  je  lui  témoignais. 

G.  L. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Aug.  Poulain,  à  Angers. 

...  La  démonstration  donnée  page  7,  pour  établir  le  théorème 
relatif  au  carré  du  côté  d'un  triangle,  peut  être  abrégée 
comme  il  suit  et  avec  cette  particularité  avantageuse  qu'elle 
s'adresse  également  bien  au  cas  où  le  point  B  est  intérieur 
ou  extérieur  au  cercle  considéré  dans  la  démonstration  de 
M.  Mosnat. 

En  considérant  la  transversale  qui  passe  par  le  centre  du 
cercle,  on  voit  que  la  puissance  du  point  B  par  rapport  au 
cercle  CC  est  égale  à  +  (AB^  —  AC^) .  Le  signe  -f-  doit 
être  pris  dans  le  cas  du  point  extérieur,  le  signe  —  dans 
l'hypothèse  contraire. 

Plaeons-nous  dans  le  premier  cas,  lequel  correspond  à  la 
figure  (*). 

Nous  avons 

Âb'  —  AC'  =  BC   .  BC  =  BC(BG  —  2CD), 
ou  ÂB^  :==  ÂÛ-  +  BC-  —  ;2BC   .  CD. 

G.  Q.    F.    1). 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  se  reporter  à  la  ligure  de  la  page  7,  mnis  les 
lignes  AE.  BE  de  cette  figure  sont  inutiles  dans  la  présente  démonstration. 

Comme  nous  le  l'ait  observer  avec  raison  M.  Poulain,  dans  une  autre  lettre, 
on  peut  ainsi  établir  le  théorème  de  Pylhjgore,  et  d'une  façon  bien  simple, 
en  décrivant  un  cercle  ayant  pour  centre  lune  des  extrémités  B  de  l'hypo- 
ténuse BC,  et  pour  rayon  le  côté  BA  qui  y  aboutit.  La  puissance  du  point  C 
par  rapport  à  ce  cercle  est  représentée  par  CA"  ou  encore  par  (CB  —  BA) 
(CB  -}-  BA).  D'où  résulte  la  relation  de  Pylhagore. 

Mais  nous  croyons  que  cette  remarque  a  été  faite  depuis  longtemps  et  il 
est  probable  que  la  démonstration  précédente  fait  partie  de  la  collection 
des  70  (?)  démonstrations  connues  du  théorème  en  question.  C.  L. 
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QUESTION  101 

fialution  par  M.  Lucien  Lévy. 


Sur  la  bissectrice  de  l'angle  droit  d'un  triangle  ABC,  rec- 
tangle en  A,  on  prend  un  point  M.  Soit  D  le  point  oii  la  bissec- 
trice rencontre  l'hypoténuse^  P  la  projection  de  M  sur  AG. 
Déterminons  ce  point  M  de  façon  que  la  somme  des  aires  des 
triangles  BMD  et  MPC  soit  égale  à  une  surface  donnée. 

s  sj  1 
Soit  AM  rn:  ce,  AD  =  d,  la  surface  donnée.  Abaissons 

4 

C  y  1 

de  B  la  perpendiculaire  BH  = sur  la  bissectrice.  Si  l'on 

remarque  que  AP  =  PM  =  ^,  on  obtient  immédiatement 

l'équation  du  problème 

c  \/ 1     ,     I   /,         X  v/2\  X  \/ 1         s  \J  1 


-id  —  x)  — 'r  ~\b  — 

2  2  2   \ 

OU  {d  —  x)  c  ■\-  [b -^ j  X  ^=  s,  (1) 


ou  x"^  -\-  {c  —  b)x^  2  -\-  {s  —  cd)  y/ 2  1=  o.  ('2) 

La  discussion  de  cette  équation  n'offre  aucune  difficulté  : 

on  la  simplifiera  en  distinguant  le  cas  où  c  est  plus   grand 

que  6.  Il  est  alors  nécessaire  que  l'on  ait 

s  <C  cd,  (3) 

et  une  seule  racine  est  positive.  Pour  qu'elle  convienne,  il 

faut  qu'elle  soit  inférieure  h  d;<ze  qui  donne,  en  substituant  d 

dans  le  premier  membre  de  Téquation  (i2), 

d^  —  hd  sJ 2  -\-  s  \/i  >>o, 

ou  s\/2>{b\/2—  d)d, 

/-        ^^'^  //\ 

ou  encore  sy2  >  — ;- •  (4) 

Lesconditions(3)  et  (4),  compatibles  à  cause  dec>  6,  suffisent. 
Si  c  est  inférieur  à  b,  la  condition  de  réalité  des    racines 
de  l'équation  (2)  fournit  l'inégalité       __ 

(b    -  c)2  -\-   2Cd\/2 
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Pour  achever  la  discussion,  il  restera  à  exprimer  que  x 
est  positif  et  inférieur  à   d,  c'est-à-dire   à   comparer  6'   aux 

quantités  cd  et  —  dont  chacune  peut  être  plus  grande  que 

l'autre.  Celte  discussion  n'offre  aucune  difficulté  ;  j'exami- 
nerai seulement  un  cas.  _ 

Soit  —  <.cd  < '—j= ^—  . 

Si  s  est  inférieur  à  — ,  les  racines  sont  de  signes  contraires 
et  d  est  entre  ces  racines;  donc  aucune  ne  convient.  Si  s  est 
entre  —  et  cd^  les  racines  sont  de  signes  contraires,  d  est 
plus  grand  que  les  deux,  la  positive  convient  donc.  Si  enfin 
s  est  entre  cd  et — -= ,  les  deux  racines  sont  posi- 

2v/2 

tives  et  conviennent,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer. 

Les  autres  cas  s'examineraient  de  même;  mais  il  est  pré- 
férable de  généraliser  l'énoncé  de  manière  à  n'avoir  aucune 
restriction  de  grandeur  pour  la  variable  x.  En  donnant  au 
point  M  diverses  positions  sur  les  prolongements  de  la 
bissectrice  dans  les  deux  sens,  on  vérifiera  aisément  que 
l'énoncé  pourra  être  conservé,  à  condition  de  compter  comme 
négative  l'aire  du  triangle  BMD  dès  que  le  point  M  a  dépassé 
le  point  D  dans  le  sens  AD,  et  comme  négative  l'aire  du 
triangle  MPC  dès  que  le  point  M,  se  déplaçant  dans  le  même 
sens,  a  dépassé  le  symétrique  de  A  par  rapport  au  point  D. 
Lorsque  le  point  M  est  sur  le  prolongement  de  AD,  du  côté 
de  A,  il  faut  considérer  la  distance  A.M  comme  négative  et 
l'aire  du  triangle  MPC  aussi  comme  négative.  Ces  conven- 
tions se  présentent  d'elles-mêmes  :  le  changement  de  signe 
de  l'aire  d'un  triangle  provient  toujours  du  changement  de 
sens  d'une  base  ou  d'une  hauteur. 
Nota.  —  Autre  solution  par  M.  Bordage. 
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QUESTION  1G7 

Solution  par  M.   Éiicnno  Thévenet,  de  Thiers. 


On    donne    un   cercle  0    de   diamètre   AB,   deux   tangentes 

parallèles   AP^    BQ,    une 
troisième  tangente  mobile 
PQ  et  un  point  fixe  C  sur 
le   diamètre.    On    abaisse 
OD ,     OE    respectivement 
perpendiculaires  sur  PC, 
QC.  La  droite  DE   coupe 
AB  en  F.  Enfin,  on  élève 
CG  perpendiculaire  à  AB, 
cette  droite  coupe  la  cir- 
conférence en  G. 
Démontrer  que  : 
^^  le  point  F  est  fixe, 
90  La  droite  GF  est  fa 
médiane  antiparallèle  du 
r  ion  g  le  GOC. 


1«  Le  quadrilatère  inscriptible  CEOD  douue 

CF  _  CD  X  CE 

Ô¥  ~  OE  X  OD* 
Les  deux  triangles  semblables  COD,  APC  donnent 


CD 
ÔD 


R  —  OC 
ÂP      ' 


(i) 


(2) 


De  même  les  deux  triangles  semblables  COD,  APC  donnent 

CE   _  R  +  OC 

M  ~       BQ      *  ^  ^ 

Multipliant  membre  à  membre  (2)  et  (3),  on  a 
CE  X  CD  _  R-^  —ÔC- 
OD  X  OE  ""  APx  BQ* 
Comnarant  la  dernière  égalité  k  la  première,  on  a 
FC  __  R^  —  oc' 
ÔF  ~"  AP  X  BQ  ' 


01* 


cl  ou 
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CF 
ÔF 


R^ 


0(J-^ 


R^ 


Donc  le  point  F  est  tixe. 

2**  GF  est  la  médiane  antiparallèle  du  triangle  GOG,  puisque 


dans  ce  trianerle  nous  avons 


CF 
OF 


IV  —  ou- 


ÔG' 


Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  Cliapron,  à  Bar-sur-Aube;  G.  Nesly, 
à  la  Guadeloupe;  L.  Prince,  élève  au  lycée  de  Grenoble. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


204.  —  On  considère  un  cercle  et  un  diamètre  AB,   uu 
point  P  sur  AB  et  les  tan- 
gentes aux  points  A  et  B. 

Par  P  on  mène  une  semi-. 
droite  mobile  qui  rencontre 
le  cercle  en  Q  et,  par  le  point 
Q,  on  trace  une  droite  per- 
pendiculaire à  PQ  qui  ren- 
contre les  tangentes  fixes 
aux  points  M,  N. 

On  détermine  ainsi  deux  quadrilatères  dans  lesquels  on 
mène  les  diagonales;  trouver  le  lieu  décrit  par  le  point  de 
concours  de  ces  diagonales:  1«  dans  le  quadrilatère  APQM; 
2"  dans  le  quadrilatère  PQBN. 

Ce  lieu  est  l'ensemble  de  deux  ellipses  dont  les  axes  sont 
proportionnels,  le  grand  axe  de  la  première  étant  égal  au 
petit  axe  de  la  seconde.  (Q,  i,) 

Nota.  — Pour  faciliter  la  recherche  de  lasolution  demandée 
on  peut  observer  :  !«  que  MPN  est  un  angle  droit  ;  2«  qu'en 
posant  PA  =  /?,  BP  =  h',  on  a 

tg  MAQ  .  tg  AQP  .r=  ^  ; 
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3**  Que  les  ellipses  indiquées  dans  l'énoncé  se  déduisent  des 
cercles  décrits  sur  AP  et  sur  BP  comme  diamètres  en  défor- 
mant les  ordonnées  de  ces  cercles  dans  un  rapport  constant. 

On  peut  aussi  noter,  parmi  les  propriétés  de  la  figure,  que 
le  produit  AM  .  BN  est  constant  et  que  la  droite  qui  joint  les 
deux  points  dont  nous  avons  demandé  le  lieu  géométrique, 
est  parallèle  à  AB. 

205.  —  Résoudre  l'équation 

a{a  +  x)  {a  -f-  2x)  {a  +  ^x) 
=  b{b  +  a?)  (6  +  2x)  (6  +  3x).  (G.  L.) 


Errata.    1.  —  [Journal  1885,  p.  117).  Il  faut  substituer  le  point  Op+i  au 
point  0^-1  et  par  suite,  écrire  : 

L^gnell:      ^ =  ^«"+7^  "  «  +  (p  +  l)6j 

Xp—\   —  Xp 

au  lieu  de        ; =  ict- 


Ligne  15 


b 
OpOp+i  ah 


BD  [a  +  /)6)[a  +  [p  +lj/>] 


au  lieu  de 


OpOp-i 

au  lieu  de  — r-rr —  =  IQ. 

rJD 

O2O3  I 

Ligne  18  :  -^K  =  - 

^  BD         10 

0,0,  _2. 
BD   ~io 
(Communiqué par  M.  Monsalluî,  professeur  au  collège  de  S^-Jean-d'Angély). 

2.  —  [Journal,  p.  11,  1886) 

Dernière  ligne,  au  lieu  de  HD,  lisez  DD' 

(Id.  p.  12),  au  lieu  de  l'épreuve  du  tracé,  lisez  l'épure  du  tracé. 

3.  —  (Id.p.  15),lignel9/ùezDL^==LG^  -f  DG^  e«  no/i  DL''  —  LG^ +DG^; 
et,  même  page  ligne  10  (en  remontant)  lisez  DS^ef  non  DS"^. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE    DES   CHKIWINS   DE    FER.  —   DIPRIMERIK    CH  UX. 
BLE  BERGÈRE,   20,  PARIS.    —   2:V22  6-     ■ 
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PROBLEME  DE  MÉCANIQUE 

Par  M.  Kd,  Guillctj  professeur  au  Lycée  d'Avignon. 


Une  sphère,  dont  Vélasticité  est  parfaite,  tombe  d'une  hauteur 
h  sur  un  plan  incliné  d'un  angle  a  sur  l'horizon.  Elle  rebondit, 
suivant  la  loi  connue  de  l'égalité  d'angles  d'incidence  et  de 
réflexion,  pour  venir  rencontrer  le  plan  incliné,  une  seconde  fois, 
puis  une  troisième,  et  ainsi  de  suite.  —  On  demande  de  calculer 
l'amplitude  de  chaque  bond,  ainsi  que  l'angle  sous  lequel  la  bille 
vient  rencontrer  le  plan  à  chaque  nouvelle  incidence. 

Soient  A  le  point  de  départ  de  la  sphère  et  B  le  point  où 
elle  rencontre  le  plan  incliné  pour  la  première  fois.  Nous 
prendrons  pour  plan  de  la  figure  le  plan  vertical  dans  lequel 
reste  constamment  la  sphère,  c'est-à-dire  celui  qui  est  déterminé 
par  la  verticale  AB  et  la  ligne  de  plus  grande  pente  BX  du 
plan  incliné. 

La  vitesse  acquise  Vo  pendant  la  chute  AB  de  hauteur 
h  est 

Vo  =  \/2gh,  (1) 

et  l'angle  ABN  formé  par  la  verticale  AB  avec  la  normale  BN 
au  plan  incliné  en  B  est  égal  à  a. 

Au  point  B  la  sphère  rebondit  avec  la  vitesse  Vo  et  dans 
une  direction  BG  faisant  avec  BN  l'angle  a. 

Nous  sommes  donc,  pour  le  premier  bond,  ramenés  à  étudier 
le  mouvement  d'un  corps  pesant  lancé  avec  la  vitesse  initiale 
Vo  dans  la  direction  BG. 

On  sait  que  la  trajectoire  est  une  parabole  ;  de  sorte  qu'il 
suffira  de  déterminer  le  point  d'intersection  B'  de  cette  parabole 
avec  la  droite  BX,  en  même  temps  que  la  tangente  à  la 
courbe  en  B'. 

Désignons  par  a  la  base  OX  du  plan  incliné,  par  Vj^  et  Vy  les 
projections  horizontale  et  verticale  de  la  vitesse  à  un  instant 
quelconque  t  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  les  vitesses  des 
projections  horizontale  et  verticale  du  mouvement  de  l'espace  : 
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enfin  Bar  x  et  y  les  coordonnées  du  point  de  la   trajectoire 
occupé  par  la  sphère  à  l'époque  t. 
Nous  avons  : 

î;^  =  i;o  sin  27.,  (2) 

Vy  =  Vo  cos  27.  —  gt,  (3) 

X  =  1^0^  sin  2a  ,  (4) 


I 


y  nr  To^  COS  2a Çt^  -{-  G  tg  7;  (o) 

en  prenant  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  droites  rec- 
tangulaires OX  et  OA  et  en  remarquant   que  l'angle  de  BC 

avec  l'horizontale  est  ( 2aV 

Eliminant  t  entre  les  équations  (4)  et  (5),  nous  aurons  la 
relation  qui  lie  à  chaque  instant  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  la  trajectoire  : 

y  =  a  ti;-  a  +  X  COtg  27  —  ■      _    '.    , (^î) 

En  appelant  (x^,  y^)  les  coordonnées  du  point  B',  on  aura 
donc  aussi,  puisque  ce  point  appartient  à  la  trajectoire  : 

gx^i  /-N 

î/j  —  a  tg  a  +  Xi  cotg  2a ^^r-^ (  i) 

^  2Vo  Sm^   2  7 

Mais  le  point  B'  appartenant  encore  à  la  droite  BX.  les  deux 

triangles  semblables  OBX  et  O'B'X  donnent 

PB   _  OX 

OK  "~  O'X' 

c'est-à-dire 

a  tef  a  a  ,ox 

— ^—  = .  (8) 

y^  a  —  .Ti 

Les  deux  équations  (7)  et  (8)  déterminent  les  deux  incon- 
nues Xi  et  y^. 

De  la  dernière,  on  tire 

î/i  =  a  tg  a  —  x^  tg  a, 
et,  en  portant  dans  l'équation  (7),  on  a 

x^[gxi  —  2vl  sin^  27(cotg  2a  +  tg  a)]  =  o.         (9) 
On  a  une  première  solution:  x^  =  o,  qu'il  était  facile   de 
prévoir  et  qui  correspond  au  point  B;  ce  n'est  pas   celle-là 
que  nous  cherchons. 
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La  deuxième  solution 

2vl  sin'^  2a(colg  2a  -)-  tg  a) 

correspond  au  point  B'. 

On  a  d'ailleurs 

,  cos  2a  cos  a  +  sin  2a  sin  a 

cotsr  2a  4-  tff  a  = : , 

^  sin  2a  cos  a 

et 

cos  2a  cos  a  -f~  sin  2a  sin  a  =:  cos  a. 

Donc,  en  résumé 

2V^ 

X.  =  — -'  sin  2a.  (iO) 

9 

Remplaçant  vl  par  2gh  pour  que  œ  soit  connu  uniquement 

en  fonction  des  données,  on  aura 

a\  =  4/1  sin  2a.  (11) 

En  portant  cette  valeur  de  x^^  dans  la  relation  (8),  on  aura 

y^  =z  {a  —  4/i  sin  2a)  tg  a.  (12) 

Durée  du  premier  bond.  —  Si  l'on  veut  obtenir  le  temps  t^  au 
bout  duquel  le  mobile  atteint  le  point  B',  il  suffit  de  remplacer 
a?i  par  la  valeur  qui  vient  d'être  trouvée  dans  la  formule 

cci  =  Voti  sin  2a, 
d'où  l'on  déduit 


X 


et,  par  suite 


c'est-à-dire 


ti  = 


Vo  sm  2a 

4/1  sin  2a 

Vo  sin  2a 


/,  =  ^,    OU    /,  =.  |/  —  .  (13) 


<J  '    9 

Calcul  de  Vamplilude  BB'.  —   Observons  que,   dans  le  tra- 
pèze rectangle  OBO'B',  on  a 

BB'  =.   00' 


cos  a 

OU  BB'  = 


X, 


cos  a 
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On  a  donc,  en  désignant  par  A  l'amplitude  du  premier  bond, 

4.h  sin  2a 
k  =  ^ ; 

COS  a 

et,  si  l'on  remplace  sin  2a  par  2  sin  a  cos  a,  il  vient 

k=zSh  sin  T..  (14) 

Angle  d'incidence  au  point  B'.  —  En  désignant  par  v^^  et  Vy^ 
les  composantes  horizontale  et  verticale  de  la  vitesse  de  la 
sphère  en  B'  et  par  9  l'angle  de  la  direction  de  cette  vitesse 
avec  l'horizon,  on  aura 


^m 


%  ^  =  r- 


% 


Or 


ou 


D'ailleurs 
donc 


v^-^  =  Vo  sin  2a,  (15) 

Vy  ==  Vo  cos  2a  —  gl[, 

2Vo 

i\.   =  Vo  COS  2a  —  q  — . 

h  g 

COS    2a  =::    I    —  2  siu^  a  ! 


t'yj  —  —  Vo{i  +  2  sin-  a).  (16) 

Cette  valeur  négative  de  la  composante  verticale  Vy  de  la 
vitesse  montre  qu'en  B'  la  sphère  descendrait   si  elle  n'était 
arrêtée  par  le  plan  incliné. 
On  a  maintenant 

I  -\-  2  sin^  a 

to'  9  = : 

sin  2a 

On  voit  que  l'angle  cp  est  négatif,  c'est-à-dire  que  la  vitesse 
en  B'  est  dirigée  au-dessous  de  Ihorizontale  de  ce  point. 

Si  l'on  considère  l'angle  TB'H,  opposé  par  le   sommet   à 

l'angle  cp,  on  aura 

I  A-  2  sin'^  y 
tg  TB'H  z.=      ^  . 

sin  2a 

Or  l'angle  N'B'T  de  la  vitesse  en  B'  avec  la  normale  B'N' 


au  plan  incliné  est  égal  à 


--(o-a) 


en  appelant  a'  cet 
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angle  N'B'T,  ou  aura  donc 

tg  a'  =  cotg  (cp  —  a), 
OU 

1  +  tg-  'f  tg  a 

tg  9  —  tg  a 
En  remplaçant  tg  cp  par  la    valeur  absolue  précédemment 

trouvée,  il  vient 

I  -I-  2  sin^  a        sin  a 

I  -^ —. X 

,  '  sm  2a  COS  a 

t2f    a    =    : : , 

I   -]-  2  sin^  a        sm  a 

sin  2a  COS  a 

ou 

,  sin  2a  COS  a  -[-  sin  a  -f-  2  sin^  a 

t"'     7. : • 

^  COS  a  -)-  2  sin'^  a  COS  a  —  sin  a  sin  2a 

Remplaçons  sin  2a  par  2  sin  a  cos  a,  et  nous  avons 

sin  a  [  I  4-2  sin^  a  4-  2  cos'-^  al 

tg  a    =  ^— i- ■ =! . 

COS  a 

D'ailleurs 

I  -f-  2  sin^  a  -f-  -  cos^  a  ==  3. 
On  obtient  ainsi  ce  résultat  simple 

tg  a'  =  3  tg  a.  (1-) 

Vitesse  v,  du  mobile  en  B'.  —  Si  l'on  veut  avoir  la  vitesse 
absolue  i\  de  la  sphère  en  B',  il  suftît  d'appliquer  la  formule 

^?  =  ^^1   +    ^'yj  • 

On  a  donc 

v\  —  vl  [sin2  2a  +  (i  +2  sin^  a)^]. 


Or 


Ainsi 


sin^  2a  =  4  sm^  a  cos^  a 

{i  -\-  2  sin^  a)2  =  I  +4  sin*  a  -f-  4  sin^  a 

4  sin*  a  cos*  a  =  4  sin*  a  —  4  sin^  a. 

i,^  :=rHi  +  8  sin*.].  (18) 


Détermination  du  point  S  le  plus  élevé  dans  le  premier  bond. 
—  La  direction  de  la  vitesse  au  point  S  étant  horizontale, 
la  composante  verticale  de  cette  vitesse  sera  nulle  en  ce 
point,  et  si  nous  appelons  t'  le  temps  nécessaire  à  la  sphère 
pour  atteindre  ce  point  S,  nous  aurons 
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Vo  cos  2a  —  gt'  =  o, 
(l'oîi  l'on  déduit 

_  Vq  cos  27. 

""        ^        ' 
Les  coordonnées  x  et  y  du  point  S   seront  déterminées  en 

remplaçant  t  par  la  valeur  de  t'  dans  les  relations  : 

X  =  Vot  sin  2a, 


y  =  Vot  COS  2a gt^  -|-  a  ti>  a, 


ce  qui  donne 


vl  sin  2a  cos  2a 


X 


9 
vl  COS^    2a  T       f^  cos^   2a    , 

y  —- g z h  «  tg  a. 

Et,  en  remplaçant—  par  h  et  simplifiant,  on  a  : 
2g 

X  =  h  sin  4a,  (19) 

y  =1  a  ig  a.  -{-  h  cos^  2a.  (20) 

Si  l'ou'se  rappelle  que  OB  ==  a  tg  a,  on  voit  que  la  hauteur 
ES  du  sommet  S  au-dessus  de  l'horizontale  BM  qui  passe 
en  B  est 

SE  =r=  /i  cos'2  2^,  (21) 

Remarque.  —  On  aurait  encore  pu  ohtenir  l'abscisse  x  du 

point  S  en  cherchant  le  maximum  de  la  fonction  (6),  ce  qui 

revient  à  exprimer  que  l'équation 

c/x^ 

—. X  cotff  2a  —  a  t2f  a  -)-  V  =  o 

2Vl  sin2  2a  ^  t>       \    u 

a  ses  deux  racines  égales. 
On  a  ainsi 

vl  sin^  2  a  cotg  2  a 

X  =  . ; 

9 

ou 

X  =  h  sin  4a,  (19) 

et 

?y  =  a  tg  a  -f-  /i  cos^  2a. 

(A  suivre.) 
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SUR  UN  PROBLEME  GRAPHIQUE 

Par  M.  Maurice  d'Ocag-ne. 


Le  problème  que  nous  avons  en  vue  est  classique  s'il  en 
fut.  C'est  le  suivant  : 

Mener  par  un  point  donné  une  droite  qui  passe  par  le  point  de 
rencontre  inaccessible  de  deux  droites  données. 

Ce  problème  se  présente  très  fréquemment  dans  les  épures. 
Il  est  bon  de  pouvoir  le  résoudre  sans  hésitation,  chaque 
fois  qu'il  se  présente.  Or,  les  dispositions  particulières  de 
chaque  épure  rendent  plus  commode  l'emploi  de  telle  ou  telle 
solution.  Les  lignes  déjà  tracées  sur  V épure,  ou  dont  on  aura 
besoin  dans  la  suite,  peuvent,  en  effet,  se  prêter  plus  aisément, 
à  la  construction  requise  par  telle  solution  qu'à  celle  exigée 
par  telle  autre. 

Il  est  donc  avantageux  de  se  trouver  eu  possession  de 
plusieurs  procédés,  afin  d'appliquer  l'un  ou  l'autre  suivant 
le  cas.  Cette  observation  justifiera  peut-être  la  publication 
de  cette  note,  extrêmement  élémentaire.  Il  est  bien  évident 
que  la  plupart  des  procédés  ici  indiqués  auront  déjà  été 
remarqués.  Le  sixième,  pourtant,  est  peut-être  nouveau,  et 
son  emploi  semble  devoir  être  presque  toujours  le  plus 
commode;  c'est  un  peu  là  ce  qui  nous  a  engagé  à  publier 
ces  très  simples  remarques. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  nous  appelons  M  le  point  donné, 
D  et  D'  les  droites  données,  A  la  droite  cherchée. 

Première  solution.  —  Par  le  point  M,  mener  des  perpendi- 
culaires aux  droites  D  et  D'  (fig.  i).  La  perpendiculaire  à 
D  coupe  D'  en  A';  la  perpendiculaire  à  D'  coupe  D  en  A; 
la  droite  A  est  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  AA.'.  Cela 
résulte  immédiatement  du  théorème  des  trois  hauteurs  d'un 
triangle. 

Cette  solution,  remarquablement  simple  en  théorie,  présente 


l 
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rinconvénient  d'exiger  en  pratique  l'cniploi  de  Féquerre  (*), 
puisqu'elle  comporte  le  tracé  de  trois  perpendiculaires.  Nous 
préférons  les  solutions  ou  seule  la  règle  intervient.  On  aura 
pourtant  l'occasion  d'appliquer  cette  solution  dans  le  cas 
assez  fréquent  où  les  perpendiculaires  menées  de  M  à  D  et 
à  D'  joueront  un  autre  rôle  dans  l'épure  et,  par  conséquent, 
devront  être  tracées. 

Deuxième  solution.  —  Mener  par  M  des  parallèles  à  D  et 
à  D'  (fig.  2);  la  parallèle  à  D'  coupe  D  en  A;  la  parallèle 
à  D  coupe  D'  en  A'.  La  droite  A  est  la  ligne  qui  joint  le 
point  M  au  milieu  de  AA',  d'après  la  propriété  des  diagonales 
du  parallélogramme. 

Ici  encore  Féquerre  interviendra.  Mais,  comme  précédem- 
ment, on  peut  avoir  besoin  des  droites  MA  et  MA'  pour  l'épure 
elle-même. 

Troisième  solution.  —  Par  M, 'tirer  une  droite  quelconque 
qui  coupe  D  en  A,  D'  en  A'  (fig.  3).  Mener  une  parallèle 
quelconque  BB'  à  AA',  et  joindre  A  à  B';  mener  enfin  MP, 
parallèle  à  D',  jusqu'à  la  droite  AB',  puis  PN,  parallèle  à  D', 
jusqu'à  la  droite  BB'.  La  droite  A  passe  par  le  point  N. 

On  a,  en  effet, 

BN  _  AP  _  AM 

NB^~PK'~MÂ^' 
ce  qui  prouve  que  MN  passe  par  le  point  de  rencontre  de  AB 
et  A'B'. 

Même  observation  que  ci-dessus. 

Dans  les  solutions  suivantes,  Féquerre  n'intervient  plus; 
l'emploi  de  la  règle  suflit:  c'est  un  avantage  incontestable. 

Quatrième  solution.  —  Par  le  point  M  mener  deux  droites 
quelconques  AB'  et  BA'  (telles  pourtant  que  le  point  de 
rencontre  de  AA'  et  BB'  soit  en  dedans  des  limites  de  l'épure) 

(*)  Nous  négligeons  ici,  comme  dans  tout  ce  qui  suit,  l'emploi  du  compas 
qui  serait  plus  précis.  11  est  bien  rare,  en  pratique,  lorsqu'un  a  une  équerre 
sous  la  main,  que  l'on  se  serve  d'un  compas  jjour  mener  des  perpendiculaires 
ou  des  parallèles. 
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(/?>/.  4).  Par  le  point  do  rencontre  P  des  droites  AÂ.'  et  BIV, 
tirer  une  autre  droite  quolcou({ue  CC.  Les  droites  BC  et  B'C 
d'une  part,  AC  et  A'G  de  l'autre,  se  coupent  en  N  et  en  0 
sur  la  droite  A.  Ces  deux  points  de  rencontre  N  et  0  appar- 
tiennent, en  effet,  comme  le  point  M,  à  la  polaire  du  point 
P  par  rapport  aux  droites  D  et  D'.  polaire  qui,  passant  par  le 
point  commun  à  D  et  à  D',  n'est  autre  que  la  droite  A. 

Cinquième  solution.  —  Par  un  point  P,  pris  arbitrairement, 
mener  trois  droites  quelconques  (fig.  5)  (*)  qui  coupent  res- 
pectivement D  en  A,  B,  C  et  D'  en  A',  B',  G'.  Tirer  MA  et 
MA'  qui  coupent  CC  en  H  et  en  H'.  Tirer  HB  et  H'B'  qui 
se  coupent  en  N.  Le  point  N  appartient  à  la  droite  A;  en  effet, 
les  triangles  MAA'  (^t  NBB'  sont  homologiques,  CC  étant 
l'axe  d'homologie.  Donc,  la  droite  qui  joint  les  sommets 
correspondants  M  et  N  passe  par  le  point  commun  aux  droites 
AB  et  A'B'. 

Sixième  solution.  —  Voici  enfin  la  solution  que  nous  con- 
sidérons comme  la  plus  simple  et  la  plus  commode;  elle 
n'exige  que  l'emploi  de  la  règle;  on  n'a  besoin,  pour  l'appli- 
quer, que  de  tracer  quatre  droites.  On  peut,  en  effet,  supposer 
qu'il  existe  toujours  sur  l'épure  deux  droites  quelconques  A  A' 
et  BB'  (fig.  6)  coupant  D  et  D'.  D'ailleurs,  le  tracé  de  ces 
deux  droites  quelconques  ne  peut  être  considéré  comme  une 
complication.  Gela  posé,  on  tire  MA  et  MB'  qui  coupent 
respectivement  BB'  et  AA'  en  ^  et  en  a.  Les  droites  Ba  et 
A'p  se  coupent  en  N  sur  la  droite  A  chercbée. 

La  démonstration  est  immédiate  ;  l'hexagone  BA[iA'B'aB 
est  inscrit  dans  la  conique  constituée  par  l'ensemble  des 
droites  A  A'  et  BB' ;  donc  en  vertu  du  théorème  de  Pascal, 
et  numérotant  respectivement  1,  2,  3,  4,  5,  6  les  côtés  BA, 
A6,  pA',  A'B',  B'a,  aB,  on  voit  que  le  point  M  commun  aux 
côtés  2  et  5,  le  point  N  commun  aux  côtés  3  et  6,  et  le  point 
commun  aux  côtés  1  et  4  (droites  D  et  D')  sont  en  ligne 
droite. 


(*)  Il  arrivera  souvent  que  l'épure   contiendra   déjà  trois  droites  concou- 
rantes coupant  D  et  D'. 
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Nous  ferons  observer,  en  terminant,  que  les  solutions  1 
et  2  ne  peuvent  donner  qu'un  point  de  la  droite  A,  tandis  que 
les  quatre  autres  solutions  en  feraient  connaître  autant  qu'on 
voudrait. 


DIVERS  THEOREMES 

SUR  LES  PROPRIÉTÉS    DE  LA    SOMME    d'uN    NOMBRE 
ET   DE    CE    NOMBRE  RENVERSÉ 

Par  M.  Emile  licmoine,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


Soient,  dans  le  système  de  numération  dont  la  base  est 
X,  A,  B,  G,  etc.,  divers  nombres  (dont  le  premier  chiffre  à 
gauche  n'est  pas  zéro,  et  nous  ferons  cette  hypothèse  dans 
tout  notre  travail).  Soient  a,  6,  c,  etc.,  les  nombres  respective- 
ment formés  par  les  chifTres  de  A,  de  B,  de  C,  etc.,  lus  de 
droite  à  gauche;  nous  appellerons  a,  6,  c,  etc.,  nombres 
renversés  de  A,  B,  G,  etc.  (les  premiers  chiffres  à  gauche  de 
a,  6,  c,  etc.;  peuvent  évidemment  être  nuls);  soient  N^,  N^, 
Ne,  etc.  les  nombres  formés  par  les  sommes  A  -f  a,  B  -|-  6, 
G  -f-  c,  etc. 

Théorème  I.  —  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  Na  =  Nb,  A.  et  B  ayant  le  même  nombre  de  chiffres,  est  que 
la  somme  de  deux  chiffres  à  égale  distance  des  extrêmes  dans 
k  soit  égale  à  la  somme  des  chiffres  correspondants  dans  B;  si 
AetB  ont  un  nombre  impair  de  chiffres,  il  faut  déplus  que  le 
chiffre  du  milieu  soit  le  même  dans  A  et  dans  B. 

P  Le  nombre  des  chiffres  est  pair  :  2m. 
En  appelant  «o»  «1,  «2»  «te,  les  chiffres  des  unités,  des  x"'. 
des  carrés  des  a-^,  etc.,  dans  A  on  a  : 

A  =  «0  +  ^.  a,  +  .  • .  x^-K  a,n-i  +  cc'^  a,„  +  ./;"'  +  '  a,n+i 

-j-    .  .  .  .   X~'^~    a2m— 1) 


a  =  02m-    +  X,  a2m-2  +   •  •  •  •  •  •   ^^"""^ 


a 


0> 
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et  par  siiilr,  : 

N,  ^-  (r/„  +  r/2,„_i)  (  I  +.x^— ')  -f  {a,  +  r/^n^-s)  ^  (  i  +  x'^'^--') 
+  ...  {a,n-^  +  am)  x"^-'  (i  +x) 
ou 

N,  zzzi  SpJ"-*  (a^  +  «2,n-;,-i)  œ^  ( I  +  x^'"-^^--')  ; 
de  môme 

N„  =  ^^-'   {h,  +  62m-p-l)  X^{i+  cc'm-2p-i)^ 

Il  est  évident  que  si  pour  toutes  les  valeurs  de  p  de 
0  à  })i  —  i 

on  aura 

la  condition  est  donc  suffisante. 

Pour  démontrer  qu'elle  est  nécessaire,  c'est-à-dire  que 
(A  et  B  étant  deux  nombres  de  2m  chiffres),  si  N^  =  N,„  on 
a,  pour  toute  valeur  de  p  comprise  de  o  à  m  —  i  : 

dp  -j-  a2m—p—i  =^  bp  -\-  62m— p—l  • 

Nous  poserons 

(ip  -{-  (l2m—p-i    ~    bp  62m— iJ— 1  =  i^p'j 

on  aura  alors 

N«  -  N,  ==  A:„  (i  +  x''^— »)  +  k,  x(i  +  a;2— ') 
+  . . .  k,,^2X^-^i  +  X')  +  A-^_,  X—'  (i  +  X), 
ou,  en  désignant  par  kj  le  premier  des  nombres  kp  qui  n'est 
pas  nul  : 

N,  —  Nb  =  x^kj  (i  +  cc2'"-2i-i)  4-  ici+i/c.  +  i  (i  +  x2'«-2i-3) 
+  ....o)— iA-.,_i(i  +a^).  (1) 

Si  Na  =  N/,,  le  second  nombre  est  nul  :  donc  kj  est  un 
multiple  de  x;  mais  comme  les  nombres  r/y,  «2m-i-i,  bj,  bom-j-i 
qui  entrent  dans  kj  sont  des  chiffres,  c'est-à-dire  sont  plus 
plus  petits  que  x,  kj  ne  peut,  comme  multiple  de  x,  être  que 
'-\-  X  ou  —  X. 

Supposons  d'abord  kj  =1  -\-  x; 
divisons  par  x-'  le  2""^  nombre  de  l'identité  (1),  elle  devient 
o  =  A;;  (i  +  x'"'-'^J-')  4-  xkj+,  (i  -f  ic2'"-2i-3) 

+    ...    X-^-^-'km-i  (l    +X)', 

puisque    kj  =  x  on  a,  en  désignant  par  R  l'ensemble  des 
termes  qui  suivent  le  premier  : 

x{i  4-  £c2'»-2i-i)  4_  R  =  o.  (2) 
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Or  aucune  des  quantités  Iq+ji,  kj+2,  etc.,  ne  peut  être  plus 
petite  que  —  2(x  —  i)  :  on  a  donc,  en  valeur  absolue. 

R  <  .T .  2(02  —  i  )   (  I  +  cc2'"-2i-l)  +  X\  2(£C  —   1^(1    +  X^'^-^J-''^) 
+    .  .  ,   X'^-J-^  .   2(X—   l)  {l    -\-  X), 

OU,  toutes  réductions  faites, 

R<  2XU2'"-^./-2  —   l). 

Cette  quantité  est  évidemment  inférieure  k  x{i  +  x'^"'~^'~'^) : 
donc  l'identité  (2)  est  impossible  et  kj  ne  peut  être|  égal  à  -|-  ^  : 
un  mêine  raisonnement  montre  que  kj  ne  peut  non  plus  être 
égal  à  —  X. 

Aucune  des  quantités  /^o,  k^  , . .  km-i  ne  peut  donc  être  la 
première  qui  ne  soit  pas  nulle  ;  elles  sont  donc  toutes  nulles 
et  le  théorème  est  démontré,  c'est-à-dire  que  la  condition  est 
nécessaire. 

2°  Le  nombre  de  chiffres  est  impair:  2m  ~{-  i.  Avec  des 
notations  analogues  aux  précédentes,  en  posant 

dp  — |—  Cl2m—p  f^p  ^2m—p  -—    '^p 

pour  toutes  les  valeurs  de  p  comprises  entre  o  Qi  m  —  i  et 

"-m  t<m  "~~"   0,rt» 

on  aura 

N„  —  N„  =:.  k,(l   +  X''-)  4-  kx{l   +  .t'^— 2) 

-f  . . .  kn-iX^^'-Hj  +  X'')  -f-  k„x"ii  +  a;"). 

Il  est  évident  que  si  les  valeurs  de  k^,  /h,  k^  . .  .  km-[  sont 
nulles,  on  aura  N^  —  N,„  ce  qui  montre  que  la  condition  est 
suffisante. 

Pour  démontrer  qu'elle  est  nécessaire,  remarquons  que  km 
sera  compris  entre  —  (x —  i)  et  +  {^+  0  ^t  que  k^,  A-^  ... 
km-^  seront  compris  entre  —  2{x  —  i)  et  +  2{x  —  i),  et  appe- 
lons kj  la  première  des  quantités  k  qui  ne  soit  pas  nulle. 

Si  Na  =  N5,  on  aura  comme  précédemment 

O  =  kj{  I    -f-  X'^'^-Si)  4-  kj^iX{  T   +  .Zj2m-2i-2) 

-f  . . .  /c„^_la3'"->-l  4-  ^kmX'^'-J; 
kj  doit  donc  encore  être  soit  +  x,  soit  —  x. 

Par  conséquent  si  nous  démontrons  que,  en  valeur  absolue, 
on  a  toujours 

X{ï    -|-  x2'»-2i)  >  2(.X  -     l)x{l    +  x2"'-2./-2) 
-\-   ..,    2{X—   l)x'^-J-\l   -f-  X^)  4-  2{X  —   l)x"'-J, 
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il  sera  établi  que  l'identité  N„  ^=  N;,  n(3  peut  avoir  lieu  que 
lorsque  k^  =  o,  /ii  =  o,  /tj  =  o,  etc. 

Or,  toutes  réductions  faites,  le  second  membre  de  l'inégalité 
précédente  devient  2x(x^"^~^^~^  —  i),  ce  qui  est  évidemment 
toujours  inférieur  à  cc(i  +  x^""-^'). 

La  condition  est  donc  nécessaire.  (A  suivre.) 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  d'Ocagne. 

...  J'ai,  dans  mon  Mémoire  sur  les  transformations  centrales 
des  courbes  planes  (Mathesis,  1884,  pp.  73  et  97),  donné  une 
construction  du  centre  de  courbure  dans  l'hyperbole  équi- 
latère  que  je  vais  indiquer  ici,  en  me  reportant  à  la  fig.  60 
(p.  29  du  numéro  de  février)  de  votre  Mémoire  :  Si  la  perpen- 
diculaire élevée  en  0  au  rayon  vecteur  OM  coupe  la  normale  Mw 
au  point  N,  on  a  Mio  — .  NM. 

Ce  qui  fournit  une  construction  bien  simple  du  centre  de 
courbure  co. 

Rattacher  l'une  à  l'autre  nos  deux  constructions  serait 
peut-être  pour  vos  jeunes  lecteurs  le  sujet  d'un  exercice 
assez  intéressant... 


QUESTIONS  DIVERSES  D'EXAMENS 

[Suite,    voir  p.  16.) 


3.  —  Déterminer  a,  b,  c  de  façon  que  le  polynôme 

x'  +  5x^  -|-  ax^  4"  I^x  +  c, 
soit  divisible  par 

(x^  —  i)  (x+  3). 
Le  diviseur  proposé  étant  du  troisième  degré^  le  quotient 
est  un  diviseur  du  premier  degré  de  la  forme  x  -{•  l.  Écri- 
vons donc 
X'  -\-  5  X'  +  ax'  +bx  +  c^(x'—  i)(x  +  3)  (x  +  A). 
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En  égalant,  de  part  et  d'autre,   le  terme  en  x^  on   trouve 
d'abord  A  =:  2  et  l'on  a 
x''  -\-  5  x^  -f-ax^  -f-  bx  -^  c  ::^  (x"^  —  i)  (x  -\-  3)  (x  -\-  2). 

On  peut  alors,  pour  déterminer  les  inconnues  a,  b,  c,  effec- 
tuer le  calcul  indiqué;  ou  bien,  si  l'on  préfère,  donner  à  x 
des  valeurs    particulières  très  simples  :  o,  -f-    i  >  —    i ,  on 
trouve  sans  effort,  par  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  voies, 
a  =  5,     b  =z  —  5,     c  =  —  6. 

4.  —  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  de  leurs  distances  à 
un  point  fixe  0  et  à  une  droite  fixe  A  soit  constante  et  égale  à  h. 

Le  lieu  est  une  parabole  ayant  pour  foyer  0  et  pour  direc- 
trice une  droite  A',  parallèle  à  A,  située  à  une  distance  h 
de  A  et  dans  la  région  à  laquelle  appartient  le  point  0.  On 
peut,  à  propos  de  cette  question,  chercher  le  lieu  des  points 
tels  que  la  somme  de  leurs  distances  à  un  point  et  à  une 
circonférence  fixes  soit  constante;  ce  lieu  est  évidemment 
une  ellipse. 

5.  —  Quelle  est  la  progression  arithmétique  dans  laquelle  les 
sommes  des  n  premiers  termes  est  toujours  égale  à  /{.n^  ? 

C'est  la  progression 

4,  12,  20,  28,  .  .  . 
On  la  trouve  en  raisonnant   ainsi.  Soit   S^  la    somme  des 
n  premiers  termes 

de  la  progression  inconnue. 

On  a 

S„  =  4n\ 
et.  par  conséquent 

Sn-i  =  4{n  —   i)2; 
d'oîi      - 

Sn      S„_i    =  Un      =^  4(2/1  l). 

On  observera  que  cette  méthode  s'applique  à  l'énoncé  plus 

général  dans    lequel   on   propose    de   déterminer    une   suite 

sachant  que  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  est  exprimée 

par 

cLn^  +  pn, 

a,  p  étant  des  constantes  données . 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÈMENTAlUtS  6^ 

6.  —  E71  désignant  par  p  et  q  deux  entiers  positifs,  trouver 
pour  X  =  I ,  la  valeur  de  l' expression 

pxP  +  'I  —  (p  +  g)  x't  +  q 

(X-  lY 

Le  numérateur  s'annule  pour  ce  =  i  ;  s'il  n'est  pas  divisible 
par  {x  —  1)2,  la  valeur  demandée  est  infinie.  Mais,  en 
effectuant  la  division,  on  trouve  que  le  quotient  est 

Pour  X  =  I ,  la  valeur  demandée  est 

p(i  +  2  +  . .  .  +  9)  +  ç(i  +  2  +  .  .  ,  -I-  p—  ij, 
ou 


7.  —  Étant  données  les  sommes  S^  et  83  o?e5  termes  des  deux 

progressions  géométriques  indéfiniment  décroissantes 

S^  =  I  +  Q,  +  Q?  +  . . . 

S,  =  I  +  Q,  +  Qi  +  . . . 

trouver  la  somme  S^  ,  des  termes  de  la  progression  géométrique 

Si..=  i +QiQ,  +  QTQi+... 

Les  formules  connues 
c    _        I  Q___L_  Q       ____L__ 

donnent  immédiatement 


Plus  généralement,  si  l'on  considère  h  progressions  géomé- 
triques indéfiniment  décroissantes 

b^,         O2,  .   .   .     O/i,, 

ou  a 

■-si;.=('-i)('-t)  ••■(■-i)- 

(A  suivre.) 
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ECOLE  SPECIALE  MILITAIBE  (188.^ 

EXAMENS  ÉCRITS  (*). 


E 


H 


"M' 


/\         / 

\j 

A 

B 


T) 


Géométrie  descriptive. 

On  donne  dans  le  premier  dièdre  :  un  point  A  dont  la  cote  aa'  est  de 
19""",  réloignement  aa  =  22™™;  un  point  G  dont  la  côte  'Uj  =■  53""",  l'éloigne- 
ment  yg  =  48™™,  et  dont  la  distance  au  plan  de  profil 
de  A  vers  la  droite  est  de  52™™.  La  droite  AG  est  une 
diagonale  du  parallélipipède  rectangle  dont  une  face 
est  horizontale;  une  autre,  parallèle  au  plan  veriical; 
trouver  :  1°  les  projections  du  parallélipipède;  2"  celles 
de  la  sphère  qui  lui  est  circonscrite.  —  Par  les  milieux 
M,  N,  P  des  trois  arêtes  DH,  BC,  EF  on  fait  passer  un 
plan  ;  trouver  les  intersections  de  ce  plan  avec  le 
parallélipipède,  avec  la  sphère  et  les  vraies  grandeurs 
de  ces  sections.  —  Pour  la  mise  à  l'encre,  on  supprimera  la  portion  de  la 
sphère  située  au-dessus  du  plan  sécant;  et  la  portion  du  parallélipipède 
située  au-dessous.  (12  juin  —  1  h.  1/2  à  4  h.) 

Lavis. 

Laver  soit  à  teintes  plates  superposées,  soit  à  teintes  fondues,  la  projection 
horizontale  d'un  tronc  de  cône  de  révolution  plein  reposant  par  une  base  sur 
le  plan  horizontal. 

Les  dimensions  sont  :  rayon  de  la  base  inférieure  8<^™,  rayon  de  la  base 
supérieure  3"="'.  Les  rayons  lumineux  sont  parallèles  à  une  droite  dont  les 
projections  font  des  angles  de  45°  avec  la  partie  gauche  de  la  Ugne  de  terre. 

(13  juin  —  1  h.  1/2  à  4  h.  1/2.) 


CONCOURS  GÉNÉRAUX  (^*) 


CLASSE  DE  PHILOSOPHIE  (PARIS) 

Mathématiques . 

On  donne  un  cercle  0  et  un  point  G  intérieur  à  ce  cercle.  1°  Démontrer 
qu'il  existe  une  infinité  de  triangles  ABC  inscrits  dans  ce  cercle  et  tels  que 
les  médianes  de  chacun  deux  se  coupent  en  G.  2°  Trouver  le  lieu  géomé- 
trique des  milieux  des  côtés  des  triangles  ABC.  3°  Examiner  si,  pour  toutes  les 
positions  de  G,  on  peut  prendre  un  point  quelconque   de   la  circonférence  0 


(*)  Voyez  pour  les  autres  questions  Journal  1885,  p.  184. 
(**)  Ces  énoncés  nous  ont  été  communiques  par  M.  Bordage,  professeur  au 
collège  de  Nantua. 


JOURNAL    DE  MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES  67 

comme  sommet  d'un  des  triangles  ABC.  Qui\nd  il  en  est  autrement,  déter- 
miner l'arc  du  cercle  0  sur  lequel  sont  alors  situés  les  sommets  des  triangles 
ABC.  4°  Démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  côtés  des  triangles  ABC  a 
une  valeur  constante. 


TROISIEME  (PARIS) 

I.  —  On  donne  sur  une  circonférence  deux  points  fixes  A  et  B  que  l'on 
joint  à  un  point  quelconque  M  de  la  circonférence  et  du  centre  on  mène 
sur  MB  la  perpendiculaire  OK,  qui,  par  sa  rencontre  avec  MA,  forme  le 
triangle  MRP.  On  propose  de  déterminer  les  lieux  géométricjues  que  décrivent: 
1"  le  point  de  rencontre  des  médianes;  2»  le  })oint  de  rencontre  des  bissec- 
trices ;  3°  le  point  de  concours  des  hauteurs;  4"  le  centre  du  cercle  circonscrit 
du  triangle  MRP,  lorsque  31  se  déplace  sur  la  circonférence  0. 

II.  —  On  trace  deux  cercles  ayant  pour  rayon  2  décimètres  et  dont  les 
centres  0  et  0'  sont  distants  de  2  décimètres,  et  on  demande  de  calculer  la 
surface  do  la  partie  OAO  B  commune  à  ces  deux  cercles. 


ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  DES  JEUNES  FILLES 


CERTIFICAT  D' APTITUDE 
Mathématiques. 

Une  sphère  de  rayon  R  et  un  cône  droit  dont  le  rayon  de  base  =  R  et  la 
hauteur  2R,  sont  posés  sur  un  plan  P,  le  cône  reposant  sur  sa  base  ;  on  coupe 
les  deux  solides  par  un  plan  Q  parallèle  au  plan  P,  situé  à  une  distance  x 
du  plan  P.  —  1*  Déterminer  x  de  façon  que  les  sections  fuites  par  le  plan  Q 
dans  les  deux  solides  aient  la  même  surface.  2»  Déterminer  x  de  façon  que 
le  volume  du  tronc  de  cône  compris  entre  les  plans  P  et  Q  soit  égal  à  n  lois 
le  volume  du  segment  sphérique  compris  entre  ces  mêmes  plans.  —  Pour 
quelles  valeurs  de  n  le  problème  est-il  possible? 


AGRÉGATION 

1"  Mesure  du  parallélipipède. 

2°  D'un  point  P  i)ris  sur  le  prolongement  du  diamètre  AB  d'une  demi- 
circonférence  de  rayon  R,  on  lui  mène  une  tangente  PC  et  l'on  fait  tourner  la 
figure  autour  de  la  droite  ABP.  La  droite  PC  engendre  l'aire  latérale  d'un  cône 
et  l'arc  BC  engendre  une  zone.  On  demande  à  quelle  distance  de  0  il  faut 
prendre  le  point  P  pour  que  le  rapport  de  l'aire  latérale  du  cône  à  l'aire  de  la 
zone  soit  égal  à  un  nombre  donné  m.  Le  problème  est-il  toujours  possible, 
quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  m? 
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BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


ACADÉMIE  DE  MONTPELLIER 

Juillet  1885. 

;lo  —  Établir  la  relation  sin-  x  +  cos-  a?  :=  i. 

2"  —  Calculer,  en  fonction  de  sin  2X  les  expressions 

I  I  ï        , 

Sin  .T  +  COS  X,     — 1 ,      -r~:, h 


sin  X       COS  X      sin-  a;       cos-  x 
3»  _  Trouver  les  maxima  ou  les  minima  de  ces  expressions  quand  x  reste 

compris  entre  zéro  et  — . 

Novembre  1885, 

Résoudre  un   triangle,  connaissant  deux  côtés  ainsi   que  la  somme,  ou  la 
différence,  des  cosinus  des  angles  opposés  à  ces  côtés. 


ACADÉMIE  D'ALGER 

6  juillet  1885. 

Un  triangle  équilatéral  ABC,  de  5'"82564  de  côté,  tourne  autour  d'une 
droite  AX,  située  dans  son  plan,  passant  par  son  sommet  A  et  faisant  avec 
AC  un  angle  de  3o".  Calculer  la  surface  engendrée  par  son  périmètre  et  le 
volume  engendré  par  son  aire. 

—  On  donne  une  circonférence  et  un  angle  au  centre  et  on  demande  de 
mener  entre  les  côtés  de  cet  angle  une  tangente  de  longueur  minimum.  Déter- 
miner le  point  de  contact. 

—  Abaisser  une  perpendiculaire  d'un  point  donné  sur  une  droite  donnée. 
Construction  et  théorie. 


ACADÉMIE  DE  BESANÇON 

20  juillet  1885. 

On  donne  un  rectangle  ABCD  dont  les  dimensions  sont  AB  =  a,  BC  =  6. 
On  prend  sur  DC  et  sur  le  prolongement  de  BC  deux  longueurs  égales  DÉ, 
CF  que  Ion  désigne  par  x.  Déterminer  x  de  façon  que  le  volume  engendré 
p.ir  le  quadrilatère  AEFB  tournant  autour  de  AB  soit  égal  au  volume  engen- 
dré par  le  rectangle  ABCD  tournant  aussi  autour  de  AB.  Conditior\s  de  possi 
bilité  du  problème.  Peut-on  interpréter  les  solutions  négatives? 

21  juillet  1885. 

On  donne  une  droite  AB  et  deux  points  A  et  B  sur  cette  droite.  En  ces 
points  on  élève  à  la  droite  les  perpendiculaires  AA'  et  BB'.  On  prend  un 
troisième  point  0,  sur  AB  entre  A  et  B.  Ce  point  0  est  le  sommet  d'un  angle 
droit  qui  tourne  autour  de  ce  point  comme  pivot.  Les  côtés  de  cet  angle  coupent 
AA'  et  BB'  en   M  et   P.  On  demande   d'étudier  la  variation   de  la  somme 
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AM  -f-  RI*;  <le  trouver  son  minimum  et  de  calculer  par  les  tables  de  loga- 
rithmes l'angle  y  que  forment  les  droites  OP  et  AB  dans  la  position  (pii 
rrpond  au  minimum.  On  prendra  pour  le  calcid  OA  -=  1295"',  OR  =  845'", 

22  juillet  1885. 
I,  —  Transformer  l'expression 


yX'   -\-  X   +    l    —  \l2X^    +    X'    -f-    2X 

en  une  autre  qui  ne  contienne  que  deux  radicaux  simple*?. 

II.  —  Soit  un  rectangle  ABCl).  Sur  DC  comme  diamètre  on  décrit  le  demi- 
cercle  DEC  à  l'extérieur  du  rectangle.  On  considère  la  figure  limitée  par  le 
demi-cercle  et  les  trois  côtés  1)A,  AB,  BC  du  rectangle.  Déterminer  AB  =  x, 
hC  =  y  de  façon  que  le  périmètre  de  la  figure  considérée  soit  égal  à  p  et 
sa  surface  égale  à  k-.  Conditions  de  possibilité.  Distinction  des  cas  où  il  y 
a  une  ou  deux  solutions.  Quelle  relation  faut-il  établir  entre  p  et  k  pour  que 
le  rectangle  se  réduise  à  un  carré  ? 

23  juillet  1885. 

On  donne  une  droite  D  et  deux  points  P  et  Q;  par  la  droite  et  ce.^  deux 
points  on  fait  passer  deux  plans  qui  forment  un  dièdre  dont  on  demande  les 
plans  bissecteurs.  Données  :  les  points  P  et  Q  sont  sur  la  ligne  de  terre, 
Prt'  =  I,  a'b  =  5.  bQ  =:  I,  aa'  =  4,  hb'  =  4. 

24  juillet  1885. 

Sur  une  droite  AB  de  longueur  a  on  prend  un  point  M  à  la  distance  AM  =  rr. 
On  construit  avec  AM  le  triang:e  équiiatéral  AMN,  puis  on  élève  en  N  la  per- 
pendiculaire NP  sur  MN  et  en  B  la  perpendiculaire  BP  sur  AB.  Calculer  la 
surface  du  quadrilatère  ANPB.  Celte  surface  passe-t-elle  par  un  maximum 
ou  par  un  minimum  quand  M  se  déplace  entre  A  et  B? 

25  juillet  1885. 

Couper  une  sphère  de  rayon  a  par  deux  plans  parallèles  de  façon  que  l'aire 
de  la  zone  correspondante  ait  une  valeur  donnée,  représentée  par  mab  et 
que  le  volume  du  segment  sphérique  compris  entre  ces  deux  plans  parallèles 
soit  maximum. 


QUESTION  101  (^) 


l§olutioii  géométrique  par  M.  A.  Fitz-Patrick,  élève  de  mathématiques 
élémentaires  au  Lycée  de  Poitiers. 


Sur  la  bissectrice  de  l'angle  droit  d'un  triangle  ABC  rectangle 
en  A,  on  prend  un  point  M;  soient  D  le  point  où  la  hissectrice 
rencontre  Vhxjpoténuse,  P  la  projection  de  M  sur  le  côté  AG. 
Déterminer  le  point  M  de  façon  que  les  aires  des  triangles  BMD 
et  MPC  aient  une  somme  donnée. 

(*)  Voyez  une  solution  algébrique  [Journal,  p.   4^). 
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On  doit  avoir 

MBl)  +  MPC  =z  S, 
ou  ou  observaul   que 

MBD  r=  ABD  —  ABM, 
ABD  —  ABM  +  MPC  =  S; 

ce  qui  peut  s'écrire 
ABM  —  MPC  =  ABD 
—  S  =  m"^. 
puisque   le   triangle  ABD 
est  connu. 
Or 

ABM  =  -  AB  X  MQ 

2 

=  -  AB  X  AP, 

2 


donc 


ou 


Mais 


MPC  r=  -  PC  X  MP 

2 


-PCX  AP: 


AB  X  AP  —  PC  X  AP  =  ?m' 
APfAB  —  PC)  =  2m\ 


PCr=  AC  —  AP; 

d'où,  en  substituant  dans  l'égalité  précédente, 
AP  (AB  —  AC  +  AP)  =  2m\ 

On  est  donc  ramené  à  construire  deux  lignes  connaissant 
la  somme  et  le  produit"  de  leur-  mesures. 

La  longueur  OP  une  fois  déterminée,  on  aura  facilement 
le  point  P  et  enfin  le  point  M  cherché. 


QUESTION    141 

!!>i»olution  par  M.  Lucien  Lévy. 


Construire  un  triangle  sachant  que  la  bissectrice  coupe  deux 
circonférences  données  sous  des  angles  donnés  et  que  les  sommets 
opposés  sont  (*)  les  centres  des  deux  circonférences. 

(*)  L'énoncé  renfermait  une  erreur  qui  se  trouve  ici  rectidée  et  que  M.  Filz- 
Patrick  nous  a  signalée. 
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Menons  une  corde  UD  faisant  avec  la  première  circonfé- 
rence 0  le  premier  angle  donné  a,  c'est-  à-dire  faisant  avec 
la  tangente,  à  son  extrémité  G,  l'angle  a.  Puis  décrivons  une 
circonférence  concentrique  à  la  première  et  touchant  la  corde 
CD.  La  bissectrice  du  triangle  à  construire  sera  évidemment 
tangente  à  cette  circonférence.  Elle  sera,  de  même,  tangente 
à  une  seconde  circonférence  de  centrer  0'  et  construite  d'une 
manière  analogue:  elle  sera  donc  une  tangente  commune  à 
deux  circonférences  connues.  Le  sommet  du  triangle  se  trou- 
vera à  l'intersection  de  cette  tangente  avec  la  droite  qui 
joint  le  centre  0  d'une  circonférence  au  symétrique  du 
centre  0'  de  l'autre  circonférence  par  rapport  à  cette  tangente. 

Discussion.  —  La  bissectrice  pouvant  être  extérieure  ou 
intérieure,  la  discussion  est  ramenée  à  celle  des  tangentes 
communes  à  deux  circonférences.  La  seule  circonstance 
spéciale  au  problème  actuel  est  que,  dans  le  cas  des  circon- 
férences égales  aux  deux  tangentes  communes  intérieures, 
ne  correspond  aucune  solution. 

Nota.  —  Autres  solutions  par  MM.  Bordage,  professeur  au  collège  de 
Nantua;  Vigarié,  élève  externe  à  l'École  des  mines;  Huré  (Jules),  du  collège 
de  Montargis,  Fitz-Patrick,  élève  au  lycée  de  Poitiers. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


206.  —  Démontrer  que  si  les  côtés  6,  c  d'un  triangle  et 
l'angle  compris  A,  vérifient  la  relation 

6  i=r  4c  cos  (  3o«  -|-   —  j  cos  f  3o°  —   —  j  : 

l^  l'angle  A  est  le  double  de  C;  2°  les    côtés  (/,,  h,  c   vérifient 
l'égalité 

«2  =  c(b  -f-  c)  ; 
on  pourra  déduire  (par  des  considérations  géométriques)  cette 
seconde  propriété  de  la  précédente. 

(G.  L.) 
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207.  —  Résoudre  les  équations 

a(xy  +  î/s  +  zx)  =  xyz, 
y^x^  -j-  z'^y^  --  x'^z'^  z=z  ixyz  (a?  +  1/  +  s), 

«(^  +  2/  +  ^f  =  4ocyz. 
On  vérifiera  qu'elles  admettent  szx  solutions  et  que  ces  so- 
lutions sont  réelles.  (G.  L.) 

208.  —  Soient  deux  cercles  A,  A'  tangents  au  point  M; 
l^ar  M,  on  mène  une  transversale  mobile  qui  coupe  A  en  A 
et  A'  en  B.  La  perpendiculaire  élevée  à  AB  au  point  B  et  la 
tangente  à  A  en  A  se  coupent  en  G  ;  si  du  point  C  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  la  ligne  des  centres,  on  obtient  une 
droite  qui  rencontre  AB  en  I. 

Le  lieu  du  point  I  est  une  circonférence.  (G.  L.) 

209.  —  On  considère  deux  droites  parallèles  A,  A'  et  un 
point  fixe  0.  Par  0,  on  trace  une  droite  qui  rencontre  A  en  A, 
A''  en  A'.  On  élève  alors  au  point  A'  une  perpendiculaire  à  AA' 
et  Ton  prend  sur  cette  perpendiculaire  A'I  =  OA. 

Démontrer  que  le  lieu  du  point  I  est  un  système  de  deux 
droites,  quand  on  fait  tourner  OAA'  autour  du  point  0. 

On  suppose,  bien  entendu,  que  la  longueur  OA  est  portée 
sur  la  perpendiculaire  dont  il  est  question  ci-dessus,  dans  les 
deux  sens.  (G.  L.) 


Nota. — La  question  167  dont  nous  avons  publié  une  solution  (p.  46),  a  été 
également  résolue  par  MM.  Bourdier,  du  Lycée  de  Grenoble,  et  Henri  Martin, 
du  Lycée  Condorcet. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DES  CHEMINS  DE   FER.  —  IMPRIMERIE   CHAIX. 
RUE  BERGERE,   20,  PARIS.   —   3900  Ô. 
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PROP>LÈME  DE  MÉCANIQUE 

Par  M.  Kd.  (•■uillcl,  iJi-olessciir  au  L^iice  (l'Avi{,'non. 
[Suite,  voir  p.  49.) 


Etude  du  deuxième  bond.  —  En  appelant,  comme 
nous  l'avons  fait,  v^  la  vitesse  (m  B' et  -/'  l'angh;  de,  la  normale 
B'N'  avec  la  direcliou  de  la  vitesse  v^  après  le  ch(jc  (m  13', 
les  calculs  et  les  raisonnements  seront  identiques  à  ceux  que 
nous  avons  faits  pour  étudier  la  trajectoire  paral)oli(iue 
BSB'. 

Prenons  pour  nouveaux  axes  de  coordonnées  O'X  et  O'B'; 
nous  aurons 

r,  =  V,  sin  (a  +  r/)  ) 

r,j  =  i\  cos  (a  -|-  7/)  —  (jt  )  ^"  ^ 

X  =  Vit  sin  (a  -(~  0^  )  ] 

y  r=  i\t  cos  (7.  +  a') f/l^  +  (a  —  Xi)  ll^'  7.  (  ^      ^ 

En  désiguant  par  /i'  la  hauteur  tle  chute  capable  de  donner 
à  la  sphère  la   vitesse  i\,  on  a 

ou 

A'r^-^  (i  +  8  sin^a). 
2g 

c'est-a-dire 

II'  =  /i  (1+8  sin^  a).  (2i) 

Eliminant  /  entre  les  équations  (23)    on  aura   la    relation 

qui  lie  les  coordonnées  d'un  point  ([uelconque  de  la  deuxième 

courbe  B'S'B"  : 

y=^  X  cot-  (7.  4-  7/) .,    .   f  ",^     , — ~+  (^—  -x-i)  tg  a.  (m 

2^  sm^  (a  -|-  a  j  ^   ^       ^     ' 

Si  nous  appelons  x^  et  y^  les  coordonnées  du  point  B" 
ou     la  deuxième    trajectoire   rencontre   la    droite    BX,    nous 
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avons 

,,,  =  a,  co.K  (.  +  ./)  _.__i^£L— ,^  +  (a  -  x,)  .g  a.  ,-'0 , 

D'autre    i)arl,    les   Iriaiii^'les   sembla})les   OBX     et     0"B''X 
donnent 

lin  Ci        '  <X'2  '■*    1 

a  tg  a  a 

d'oîi 

Vz  —  (a  —  Xi  —  a-J  tg  a.  (27) 

Portant  cette  valeur  de  y^  dans  l'équation  (26),  on  a 

—  a\,  tff  a  —  X^   COtg  (a   -f    a) — .     '      " — ■ 7-; 

ou,  en  simplifiant  et  en  faisant  disparaître  la  solution  x^  =  O; 
(jui  correspond  au  point  de  départ  B': 

r,  :^  —  sin^    (7.  +a')   [cot-  (a  +  y!)  +   t-    a], 
f/ 
Or 

cos  a 
cotir  (a  +  ^')  +  ^s   *^-  =="  ~ 1 \ ' ' 

de  sorte  qu'il  \ient 

2ij\  sin  (a  -f-  v!)  cos  7/ 

a;.,  = X  

^  (j  cos   a 

et  enfin 

"^  ^  cos  y. 

1/ailleurs 
^[^i  (o^  _4_   ry.'j   cos  7/  =  sin  a  cos'^  a'  -p  cos  a  sin  y.'  cos  a  ; 

Et  de  la  relation 

tg  y.'  —  3  ig  7. 

on  déduit  : 

3   sin  a 
sin   7/  r= 


V  I  -f-  8  sin^  a 
cos    a 


cos  a    :== 


\   j    4-  v^  sin''  a 
On  j)eut   doue  éc  ire 


16//'  sin  7.  cos  a 


I   +  8  sin^  a 
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cl.   si    l'on  li<Mi(  compte  de  la  l'clalion   (24),   on   n 

,r^  =    i()//  sin  7.  ('OS  y.  (iî)) 

ou 

X.,  ^=  8//  sin  2a  (30) 

Remarque.  —  La  coiii[)araisoii  des  fonmilcs  (30)  et  (11) 
montre  que 

.T,  =  2Xi.  (31) 

Durée  du  deuxième  bond.  —  Si  nous  appelons  /.^  la  durée  du 
deuxième  bond,  le  chemin  horizontal  parcouru  étant  a\,,  on 
calculera  t.^  à  l'aide;  de  la  formule 

X'  -=  v^l  sin  (a  -|-  a'), 
dans    laquelle    on    remplacera  /  par  t^  et  x  par  x^.    On   en 
déduit 

/.    =   : . 

^         i\  sin  (a  -f"  a') 
Or 

sin  (a  -J-  -j!)  =  sin  a  cos   ■/  -\-  sin  a'  cos  a, 
c'est-à-dire 

,      ,       ,,  4  sin  a  cos  a 

sm  ('/  -j-  X  )  =  -— -J 


v/i   4-  8  sin^  a 
On  aura  donc,   en  remplaçant  x^a^  v^,    et    sin  (-/ -|-  a)  par 
leurs  valeurs,  en  fonction  des  données  : 


et  puisque 


il  vient 


A.h 


2g 


2t'o 

t,=^—^*  (3^2) 

9 

Remarque.  —  Si  nous  comparons  les  formules  (32)  et  (13', 
nous  voyons  que 

c'est-à-dire  que  le  deuxième  bond  est  eUèctué  dans  le  même 
temps  que  le  premier. 

Amplitude  DU  deuxième  uoiN^.  —  Le  trapèze  rectangle  O'B'B'O' 
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doune 

B'B" 


COS   7. 

On  a  donc,  en  désii'nani  par  A'  Tamplitudo  du  dciixibnie 

bond, 

1  6/i  sin  7.  ('OS  a 

A  = 

COS  a 

ou 

A'  =  i6//.  sin  a.  (3;]j 

Remarque.  —  La   comparaison    d(3s    formules   (33)   et   {\^) 
montre  que 

A'  =  2  A,  (3i) 

c'est-à-dire  que    la     deuxième    amplitude    est  double  de  la 
première,  comme  le  prouvait  d'ailleurs  l'égalité 

puis(j[u'on  a 


'^^1    «^2   

—  —  —  _  LOS  a. 


(A  suivre.) 


DIVERS  THEOREMES 

SUR  LES  PROPRIÉTÉS    DE   LA    SOMME    d'uN    NOMBRE 
ET    DE    GE    NOMBRE   RENVERSÉ 

INii'  yi.  Kmile  Ijcinoiiie,  ancien  élève  de  l'Ecole  l*ul\  technique. 

[S file  et  fin,  voir  p.  ()0.) 


Problème  I.  —  A  étant  un  nombre  de  n  chiffres  écrit  dans 
le  système  dont  la  base  est  x,  trouver  combien  la  somme  A  +  a 
=  N'a  peut  avoir  d^  valeurs  différentes  lorsque  A  varie  de  x"-' 
à  X"  —  I . 

N,  =  K  +  ««-i)  (i   +.r"-') 
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Si  a  est  pair  =^  2m,  il  \  aiii'a  (''vidcmiiHMil  m  (cniK's  dans 
le  s(>comI  inembrc 

Si  n  est  impair  =  2ni  -)-'•''  ."^  •'•'   aura  ///  -f-  i  à  cause  du 

I.MlllO    2a"'.L'"'. 

Pour  avoir  (ouh  s  les  valeurs  possibles  do  N„  il  suffira  do 
doimer  dans  (3)  aux  coellicienls  toutes  les  valeurs  dont  ils 
sont  suscei)libles  cl  de  les  ('()nil)iner  de  toutes  ](^s  manières 
possibb^s  :  car  cbacjue  C()ml)inais()n  diUcrente  donnera  un(,' 
valeur  diilerente  pour  N„  d'après  le  tliéorème  précédemment 
établi  ;  or 

Oo  +  o,i_ip<Mit  prendre  les  2 (.T —  lU'abMirs  i,  2,...  2{x —  i). 

Oj  4"  ^/t-2.  ^2  +  <^n-'i^  etc.,  peuveni  ])r(Mi(lreles  2(x  —  i)  -[-  i 
valeurs  o,  I,  2. ...  2(0? —  i). 

Si  n  =  2,n  +  i,  le  cliillre  a,„  ne  pourra  avoir  que  les  x  valeurs 
o.  I,  2  .  .  .  {x  —  i);  le  problème  a  donc  sa  solution  dans  le 
Ibéorème  suivant. 

Théorème  II.  —  Le  nombre  total  des  valeurs  diflérenles 
que  peut  prendre  Xa,  A.  ayant  n  chiffres,  est 

2(\  —  i)  (2X  —  i)"""'  si  u  =  2m 
ou  2x(x  —  I  (2x  —   i)'"~'  si  n  =  2m  -|-   I. 

Remarque  I.  —  Si  n  est  pair,  N„  est  toujours  divisible 
par  X  -{-  i. 

Remarque  IL  —  Le  théorème  II  a  lieu  ([uelle  que  soit  la  base 
X,  môme  pour  .x  =  2. 

Parmi  les  nombres  écrits  dans  une  même  base  il  en  est 
pour  lesquels  A  =  a;  il  faut  et  il  suffit  pour  cela  que  les  chiffres 
à  égale  distance  des  extrêmes  dans  A  soient  égaux  deux  à 
deux  ;  appelons  de  tels  nombres,  nombres  symétriques. 

Problème  II.  —  Combien  y  a~t-il  de  nombres  symétriques 
parmi  les  nombres  de  n  chiffres  ? 

\^  n  =  2m. 

Les  chiffres  de  A  sont  : 

a,j,  a^   ...   tt„i-i,  W//I— 1   .  • .   Oj,  On. 
a„  ne  peut  avoir  que  les  x  —  i  valeurs  i,  2,  3   ...  (x  —  i  ), 
tous  les  autres  peuvent  avoir  lésa;  valeurs  o.T,  2.  3  ...  {x—i). 
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Il  y  aura  doue  autant  de  valeurs  différentes  pour  A  qu'il  y 

aura  de  nombres  de  m  chiffres  (tous  les  chiffres  pouvant  être 

nuls  sauf  h*  premi(n'),  c'est-à-dire 

x"'-H'C—  i) 
2*^  71  =  2)n  -\~  I . 

Les  chiffres  de  A  sont  : 

Qo  ne  peut  avoir  que  les  x —  i  valeurs  i,  2,  3,  .  .  .  (.r   -  1), 
TOUS  les  autres  peuvent  avoir  les  X  valeurs  o,  i,  2,3,  . . .  (ac  —  i). 

Comme  a,„  peut   avoir   x    valeurs,  le  nombre  de  nombres 
symétriques  de  2m  -\-   i   chiffre  est  donc  x   fois  le  nombre 
de  nombres  de  m  chiffres  (tous  les  chiffres  pouvant  être  nuls 
sauf  le  premier),  c'est-à-dire  d'après  ce  qui  précède 
X  .  x"'~^  {X  —  I  )     ou     {x  —  I  )  X"'  . 

Ainsi,    dans  le  cas  de  n  pair  il  y  a 

n—'l 

(x —  i)x  -    nombres  symétriques  de  n  rhiffies. 

Dans  le  cas  de  n  impair  il  y  a 
n— 1 
{x —  i)x  '   nombres  symétriques  de  n  chiffres. 

Problème  III.  —  Trouver  combien  il  y  a  de  nombres  symé- 
triques entre  1  et  x". 

En  cherchant  combien  il  y  a  de  nombres  symétriques  de 
un  chiffre,  de  deux  chiffres,  etc.,  de  n  chiffres  et  faisant  la 
somme  des  résultats  trouvés,  l'application  des  formules  pré- 
cédentes donne  pour  ce  nombre 

2(cc'" —   i).     si  n  =  2m 
et 

X*'"  -f-  x'"~'  —  2,     si  n  =  2m  —  I . 

Remarque  III.  —  Si  au  lieu  de  considérer  la  somme  A  -j-  rt 
nous  considérons  la  différence  A  —  a,  nous  pouvons  faire 
une  étude  tout  à  fait  analog'ue  qui  se  déduira  du  théorème 
suivant. 

Théorème  III.  —  Si  k  et  B  ont  le  même  nombre  de 
chiffres  et  que  la  différence  de  deux  chiffres  à  égale  distance 
des  extrêmes  dans  A  50^7  égale  à  la  différence  des  chiffres  cor- 
respondants dans  B,    on  attira    A  —  a  =  B  —  b,  et  réciproque- 
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ment:  si  A  rf  1'  oui  un  nombre  impair  de  chiffres,  il  faut  de  plus 
que  le  chijjre  du  milieu  soit  le  môme  dans  A.  et  dans  B. 

Re.mauquI':s    dans  lo    svslonic  de  iniiiKM'alion    donl    la    l)as(î 
(»sl  dix. 

T.   La  plus  |)o(il('  soliilion  do  l"(M|ua(Jon   iiidélcnniiKMi 

A  ~|-  a  ==  H"'^  est  A  =  29. 
II.  —  La   plus  petite  solution   de  l'équation    indétenninéc 

A  —  ar=-  H^  est  A  —  10. 
m.  —  L'on  é(al)lit  assez  vite  par  une  vérification  raisom\^M' 
(|ue  pour  aucun  nonil)r(^  A  de  deux  clutrres  Ton  a 

A^  +  a^  -—  H2 
cl  ([ue  65  est  le  s(;ul  noni])re  de  deux  chillVes  tel  (juc 

A_^  —  a^  =  n\ 

On  a  en  elfid, 

Les  problèmes  généraux   d'oîi  provicnniMit   ces  rcmar([ues 
ne  paraissent  pas  d'une  solution  facile. 


L'OMNIFORMULE  DE  GUBATURE 

Par  M.  Casimir  Rey. 


1.  —  L'évaluation  des  formules  usuelles  est  si  nécessaire, 
que  les  géomètres  ont  multiplié  avec  raison  les  procédés 
fournissant  le  plus  rapidement  les  cubatures  fondamentales. 
Mais  on  est  surpris  de  trouver  encore  dans  les  ouvrages  clas- 
siques (*)  tous  ces  procédés  isolés  les  uns  des  autres,  sans 
lien  apparent,  quand  ils  se  condensent  en  deux  formules 
bien  simples  qui  sont  : 

\^  JJomniformule  de  cubature  (voir  nott-  V,  §  32); 

2"  La  formule  dite  de  Guldin. 

Il  nous  semble  que  cette  condensation  généraliserait  les 
idées,  régulariserait  et  diminuerait  les  efforts  de  mémoire. 

■  [*]  Dans  une  thèse  présentée  à  la  FacuUé  de  Paris  (  Des  Quadratures, 
juillet  1868),  M.  Pujet,  après  avoir  établi  le  théorème  suivant  :  Le  volume  du 
solide  compris  entre  deu.i-  plans  parallèles  e  l  une  surface  réglée  (juelcowjue  est 
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2.  —  Définition  de  l'omniforniule  (voir  note  V,  J^  32). 
—  Uu  volume  (quelconque  Y  peut  être  considéré  comme 
limité  par  deux  plans  parallèles  y  déterminant  des  bases  B,  b 
différentes  de  zéro  ou  nulles  et  par  une  surface  latérale  pas- 
sant par  le  périmètre  des  bases. 

Soit  h  la  distance  des  bases,  B'  la  section  faite  dans  le 
volume  par  un  plan  équidistant  de  ces  bases;  dans  les  cas  les 
plus  usuels,  la  mesure  du  volume  est  donnée  par  la  formule 

que  nous  proposons  de  nommer  Y omni formule,    à  cause   du 
grand  nombre  de  ses  applications. 

3.  —  Nous  supposons  démontrées  les  formules  classiques 
servant  à  évaluer  le  volume  du  prisme  et  celui  de  \si  pyramide . 

4.  Lemme.  —  Soit  :  la  pyramide  quadrangulaire  S  AC  A'C 
à  base  trapézoïdale  AG  C'A'  ;  A"G"  la  parallèle  équidistante 
de  AG  et  A'C';  G'D  la  distance  de  G'  à  la  section  triangulaire 
SA"G". 

Le  triangle  A"G"C'  est  le  quart  du  trapèze  AGG'A';  donc 
la  pyramide  SA"G"G'  est  le  quart  de  la  pyramide  SAGG'A'. 
Or  la  pyramide  SA"G"G'  a  pour  mesure 

G'D 


S  A"G"  X 


3 


égal  à  la  somme  des  volumes  des  troi'i  cônes  ayant  pour  Itaulenr  commune  la 
demi-distance  des  bases  parallèles,  et  pour  bases  respectives:  l'un,  la  base  infé- 
rieure: l'autre,  la  base  supérieure;  et  le  troisième,  quatre  fois  la  section  moyenne, 
théorème  qui  est  la  traduction  de  ce  que  M.  Rey  appelle,  dans  la  présente 
note,  Vomni formule,  dit  (p.  55)  : 

<f  Cette  démonstration  tout  élémentaire  d'un  théorème  très  général  pourrait 
être  introduite  dans  l'enseignement,  et  l'on  en  déduirait  très  aisément  les  expres- 
sions connues  du  volume  du  tronc  de  pyramide  et  du  volume  du  tronc  de 
])risme,  ainsi  que  le  cubage  des  mètres  de  pierre,  fossés  ou  tombereaux.  On 
pourrait  également  l'appliquer  au  cubage  des  troncs  d'arbres  et  des  tonneaux.  « 

Enfin  M.  Pujet,  dans  la  thèse  citée,  l'applique  au  volume  du  segment  sphé- 
rique. 

Le  vœu  qu'exprime  ici  M.  Rey  a  donc  été  formulé  déjà  très  explicitement, 

y  a  une  vingtaine  d'années  ;  l'omniformule  est  aujourd'hui  très  connue 
(voyez  :  Rouché  et  deComberousse.  Traité  de  Géométrie,  U"  édition,  §  656  ;  Vac- 
quant.  Cours  de  Géométrie  élémentaire,  §  650.  Voyez  aussi  les  traités  de  tachy- 
métrie  où  la  formule  en  question  se  nomme  rè^/e  des  trois  niveaux:  expres- 
sion plus  imagée  et  qui  nous  parait  préférable)  et  on  l'enseigne  dans  la  plupart 
des  cours.  Il  lui  reste,  il  est  vrai,  à  pénétrer  dans  les  programmes.      (i.  L. 


I 
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doue  la  pyramide  SAGG'A.'  a  pour  mesure 

CD 
4SA"C"x-:r-- 

Rkmârquës.  —  Si  A'  coïncide  avec  C,  le  lemme  continue  à 
être  vrai. 
—  Les  distances  de  A,  G,  A'  à  SA"G"  sont  éi^ales  à  CD. 

5.  Théorème  fondamental.  —  IJomni  for  mule  est  vraie 
pour  tout  volume  V  à  bases  parallèles  et  à  face^  trapézoïdales 
ou  triangulaires. 

Soit  V  le  volume  AGDFA'G'E'F';  A"G"D"E"F'  la  section  B' 
équidistante  des  bases  B,  6;  00'  la  hauteur /i  divisée  en  deux 
parties  égales  par  le  point  S  de  la  section  B'. 

Les  triangles  (non  tracés  pour  ne  pas  surcharger  la  figure) 
SAG,  SGD,  SDF,  SFA  et  SA'G',  SC'E',  SE'F',  SF'A'  décom- 
posent le  volume  en  : 

r  Une  pyramide  SICDF  de  base  B,  de  hauteur  SO  =i  --, 

2 

qui  a  pour  mesure 

h 
-XB; 

2°  Une  pyramide  SA'G'E'F'  de  base  6,  de  hauteur  SO'  =  -  , 

2 

qui  a  pour  mesure 

3«  Des  pyramides  SAGG'A',  SGDG\  SGDE',  SE'DFF',  SFF'AA', 
dont,  eu  vertu  du  lemme  précédent,  la  somme  a  pour  mesure 

.  4  ^  (SA"G"  +  SG"D"  i-  SD"E"  +  SE"F"  +  SF"A"  =  B', 

car  les  distances  des  points  G',  D,  F  à  la    section   B'  sont 

essaies  a  -• 
^  2 

On  en  conclut 

V=J^(B  +  6  +  4B0. 

Remarque.—  >i  6  était  nulle,  le  théorème  ne  cesserait  pas 
d'être  vrai. 
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6.  Corollaires.  —  Du  théorème  précédent  il  résulte  que 
l'omniformulc  est  vraie  pour 

1^  Le  prisme; 

2^  La  pyramide; 

'è^  Le  tronc  de  prisme  triangulaire  considéré  comme  couché 
sur  une  de  ses  faces  trapézoïdales  lui  servant  de  base  B; 

4''  Le  tronc  du  parallélépipède  considéré  comme  couché 
sur  une  de  ses  faces  trapézoïdales  lui  servant  de  base  B. 

5^  Le  tronc  de  pyramide  à  bases  parallèles; 

G^  Les  volumes  à  bases  rectangulaires  et  à  faces  latérales 
trapézoïdales  dontle  tas  de  cailloux,  les  charrettes,  les  brouettes, 
les  obélisques,  etc.,  présentent  des  applications. 

7^  Les  volumes  des  terrasses  ou  plates-formes  avec  leurs 
talus  descendants,  des  fossés  avec  leurs  talus  montants,   etc. 

A  l'évaluation  des  volumes  des  deux  dernières  catégories 
exactement  donnée  par  l'omniformule,  on  applique  souvent 
la  formule  du  tronc  de  pyramide,  bien  à  tort,  puisque  les 
arêtes  latérales  ne  concourent  pas. 

7.  Formules  classiques.  —  Les  formules  classiques 
relatives  à  l'évaluation  du  tronc  de  prisme  triangulaire,  du 
tronc  de  parallélépipède,  du  tronc  de  pyramide  à  bases  paral- 
lèles se  déduisent  aisément  de  l'omniformule. 

Afin  de  ne  pas  allonger  notre  article  outre  mesure,  nous 
laissons  au  lecteur  le  soin  d'en  faire  la  vérification.  Ces 
formules  classiques  sont  évidemment  préférables  à  l'omnifor- 
mule :  car,  dans  les  applications,  elles  présentent  moins  de 
dounées  à  mesurer  directement. 

8.  Cylindres,  cônes,  troncs  de  cône  à  bases 
parallèles    dont   les    bases   sont    quelconques.   — 

L'omniformule  leur  est  applicable,  car  ils  sont  les  limites  de 
prismes,  depyramides,  de  troncs  de  pyramide  à  bases  parallèles. 

9.  Volume  compris  entre  deux  plans  parallèles 
et  des  surfaces  latérales  planes,  cylindriques, 
coniques  se  raccordant  suivant  des  lignes  droites. 

Un  pareil  volume  est  la  somme  algébrique  de  volumes 

spécifiés    dans   les   paragraphes    précédents,    tous    compris 
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entre  les  mêmes  deux  plans  parallèles;   donc  l'omniformule 
lui  est  applicable. 

10.  Anneau  engendré  par  un  segment  circulaire 
tOL.rnant  autour  d'un  axe  passant  par  le  centre 
de  l'arc  du  segment  et  situé  dans  son  plan.  —  Soit 
V  le  volume  engendré  par  le  segment  circulaire  ADCH 
exécutant  une  révolution  autour  de  XX'.  Si  on  le  considère 
comme  compris  entre  les  plans  passant  par  A,  G  perpendicu- 
laires à  XX',  ses  bases  B,  b  sont  nulles,  sa  section  B'  équi- 
distante  des  bases  est  la  couronne  engendrée  par  HD,  H 
étant  le  milieu  de  la  corde  AG. 

Soit  h  la  hauteur  EF,  on  a 

V  =1  /î7i(0A2  —  0H2)  =  l  hn  X  AH^  =  I  ttDH X  HD' 
à  6  5 

:^  \  /îTr(DG^~  GH^)  =  I  AB'  z=  ;^(B  +  6  +  4B'), 

puisque  B  et  6  sont  nulles. 

Remarque.  —  Si  le  segment  générateur  devient  un  demi- 
cercle,  l'omniformule  donne  naturellement 


V=ta, 


^3 


11.  Segment   sphérique   à   bases   parallèles.   — 

Son  volume  étant  la  somme  des  volumes   engendrés  par  le 
segment  circulaire  ADGR  et  par  le  trapèze   ACFE,  Tomui- 
formule  lui  est  applicable. 
Elle  donne 

y  :::^  ^  ^(AE"^  +  GF^  +  4DG2  —  4HG2) . 

et  si  on  remplace  dans  cette  expression  4DG^  —  4HG^  par 
la  quantité  égale  AG%  on  retombe  sur  la  formule  classique. 

12.  —  L'omniformule  s'applique  évidemment  aux  onglets 
des  volumes  spécifiés  §§  10  et  11. 

(A  siiivre.) 
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VARIÉTÉS 


DU  MOUVEMENT  SCIENTIFIQUE  EN  ITALIE 

UN  NOUVFAU  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  A  HOME  —  ANNONCE 
Par  M.   Aristide  Jlarre. 


L'Italie  fait  des  efforts  constants  et  obtient  des  succès 
remarquables  dans  toutes  les  branches  de  la  science  contem- 
poraine. L'élan  scientifique  y  est  donné  de  toutes  parts  et 
à  tous  les  degrés  de  l'enseignement.  L'Académie  royale  des 
sciences  deTurin,  l'Académie  royale  des  Lmcei  de  Rome  et  l'Aca- 
démie ponlilicaledes  Nuovi  Lincci,  l'Institut  royal  lombard  de 
^lilan,  l'Académie  des  sciencesdeNaples.  l'Institut  royal  véni- 
tien, l'Académie  des  sciences  deBologne,  celles  dePadoue,  Pise, 
Modène,  Palerme,  Messine,  etc.,  se  livrent  à  l'envi  à  l'étude 
des  sciences  exactes  et  de  leurs  merveilleuses  applications. 
Les  Universités,  les  instituts  techniques,  les  gymnases, 
toutes  les  écoles,  grandes  et  petites,  marchent  vers  un  même 
but  :  la  conquête  de  la  science.  C'est  la  science,  en  effet, 
qui  désormais,  dans  la  paix  comme  dans  la  guerre,  sera  le 
facteur  principal  de  la  force,  de  la  grandeur  et  de  l'indé- 
pendance des  nations.  On  le  comprend  en  Italie;  c'est  pourquoi 
nous  assistons  en  ce  moment  à  ce  remarquable  spectacle  : 
pendant  qu'un  illustre  général,  ambassadeur  d'Italie  en 
France,  lit  à  l'Académie  des  sciences  de  Paris  un  mémoire 
«  sur  la  densité  et  la  figure  de  la  Terre  »,  un  étudiant  romain 
publie  dans  une  revue  belge,  la  Mathesis,  une  «  note  sur 
l'hélice  osculatrice  »,  et  dans  les  écoles  du  peuple  on  étudie 
le  petit  livre  du  professeur  Artimini,  sur  le  téléphone  et  les 
autres  instruments  électriques.  Aussi  les  statistiques  télé- 
phoniques récemment  publiées  mettent-elles  en  évidence  ce 
fait  spécial  qui  a  bien  sa  signification  et  sa  portée,  à  savoir 
que  l'Italie,  moins  riche   et  moins   peuplée  que  la  France. 
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compte  pourtant  un  bien  plus  grand  nombre  d'abonnés  au 
téléphone. 

Chez  nos  voisins,  les  mathématiciens,  physiciens  et  astro- 
nomes forment  une  véritable  légion.  Qu'il  nous  si-it  permis 
de  citer  ici  les  noms  de  MM.  Armuzzi,  Aschieri,  Ascoli, 
Azzarclli,  Bardidli,  Bartoli,  Battaglini,  Basse,  D.  Besso, 
Belframi,  Betti,  Bombicci,  prince  Balthasar  Boncompagui, 
Borgatti,  Cagnassi,  Ganestrini,  Gantoni,  Gapelli,Gapitô,  Cappa. 
Gardani,  Casorati,  Cattaneo,  Gavalli,  Coloria,  Gerruti,  Gésaro^ 
Colombo,  Cordenons,  Gremona,  Denza,  Emo,  Fabri,  Faifofer, 
Fambri,  Farini,  Favaro,  Felici,  Ferrari,  Ferrini,  Fraltini, 
Formenti,  Gastaldi,  Genocchi,  Giunti,  Govi,  Grassi,  Guccia, 
Grattarola,  Jadanza,  Lazzeri,  Luvini,  Maisano,  Maraugoni, 
Martinetti,  Martini,  Masoni,  général  de  Menabrea,  Mugna, 
Nonnis-Marzano,  d'Ovidio,  Paci,  Padova,  Pagliani,  Palmicri, 
Pavesi,  Peunacchiotti,  Pincherle,  Pisati,  Poncini,  Porta, 
Provenzali,  Pacci,  Puppati,  Realis  (*),  Riccardo  de  Paolis, 
Riccô,  Righi,  Roiti,  Romanese,  Rossi,  Rovelli,  Ruffmi, 
Saccheri,  Santini,  Scacchi,  Schiaparelli,  Serpieri,  Stefanelli. 
Tacchini,  Trevellini,  Velloni,  Vicentini ,  Vimercati,  Volta, 
Zanotti,  etc. 

Les  journaux  scientifiques  ne  manquent  point  aux  étudiants 
en  Italie;  ils  tiennent  leurs  lecteurs  au  courant  des  décou- 
vertes des  inventions  et  des  travaux  publiés  dans  le  royaume 
et  dans  les  pays  étrangers.  Parmi  les  principaux,  il  suffira 
de  mentionner  le  Giornale  di  Malematiche  de  Battaglini,  la 
Rivista  di  matematica  eleimntare  du  professeur  Gastaldi,  le 
Periodico  lecnico  de  Saccheri,  la  Rivista  sel  en  lifico- indus  triale 
de  Guido  Vimercati,  le  BuUetlino  di  bibliograpa  e  di  storia 
délie  scienze  matematiche  e  fisiche  du  prince  Balthasar  Bon- 
compagui, et  pour  la  physique  et  la  chimie,  il  Niiovo  Cimento. 
A  ces  diverses  revues,  il  conviendra  d'ajouter  le  Journal  de 
mathématiques  qui  vient  d'être  fondé,  dans  l'intérêt  de 
l'enseignement  secondaire,  par  David  Besso,  professeur  de 
mathématiques  à  l'Institut  royal  technique  de  Rcme,  l'auteur 


(*)    Enlevé  à  la  science  et  à  l'affection  de  ses  nombreux  amisîe  9  férrier 
dernier.  *  G.  L. 
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de  savants  tiavaux  sur  l'Analyse  supérieure,  et  notamment 
sur  les  écpiations  (liircrentiell(3S  linéaires.  Ce  nouvc^au  journal 
est  intitulé  :  Perindico  di  MdlemcUf.ca  per  l'in^cgnatnento  si'coa- 
dario:  il  paraîtra  tous  les  deux  mois  et  donnera  six  livraisons 
])ar  an.  Le  premier  cahier  ou  fascicule,  numéro  de  janvicM- 
i'évrier  188().  vient  de  paraître.  Il  contient  un  mémoin;  sur 
le  tétraèdre  à  faces  éi>ales,  par  D.  Besso;  la  démonstration 
d'une  proposition  fondamentale  de  la  théorie  de  l'équivalence 
par  A.  Faifofer;  des  exercices  pour  l'école  par  D.  Besso, 
c'est-a-dire  trente  cinq  questions  d'arithmétique  et  trente 
questions  de  trigonométrie,  et  enfin  une  revue  bibliographique 
par  G.  Frattini.  Cette  quatrième  et  dernière  partie  du  pre- 
mier fascicule  donne  le  compte  rendu  analytique  des  éléments 
de  géométrie  de  Riccardo  de  Paolis,  professeur  de  géométrie 
supérieure  à  l'Université  royale  de  Pise. 

Le  prix  de  l'abonnement  au  Periodico  di  Matematica  du 
professeur  Besso,  est  de  six  francs  par  an  pour  l'Italie,  et 
de  sept  francs  pour  les  autres  Etats  de  l'Union  postale.  Cette 
petite  somme  devra  être  adressée  directement  à  M.  David 
Besso,  via  Nazionale.  n°!230,  Rome.  Les  abonnés  qui  voudront 
collaborer  au  Journal,  recevront  gratuitement  2o  exemplaires 
tirés  à  part  de  chacun  de  leurs  travaux. 


NOTICE  NECROLOGIQUE  SUR  S.  REALIS 

Ce  n'est  pas,  à  proprement  parler,  une  notice  nécrologique 
que  je  me  propose  de  consacrer  à  la  mémoire  du  savant 
émineut  dont  j'ai  annoncé  la  mort  dans  le  précédent  numéro 
du  Journal  de  Mathémaiique^  spéciales.  Je  n'ai  pas  assez,  per- 
sonnellement, connu  Realis  pour  retracer,  comme  il  faud-ait 
le  faire,  cette  vie  tout  entière  vouée  à  la  science  et  je  connais 
seulement  quelques-  uns  des  nombreux  et  importants  travaux 
qu'il  a  publiés  en  France  et  en  Italie  (*).  Je  veux  seulement 

(*)  Une  leUre  de  M.  Joseph  Realis,  que  j'ai  rciue  quand  celte  notice  était 
composée,  me  d)iHie  la  liste  à  peu  prèi  exacte  des  notes  et  mémoires  publiés 
par  son  n^ère.  Celle  monographie  cjmpread  les  titres  de  ces  articles  dont 
le  nombre  est  supérieur  à  cent! 
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adresser  quelques  mots  d'adieu  bien  sympathiques  à  celui  qui, 
comme  je  l'ai  dit  dans  les  quelques  lignes  auxquelles  je  viens  de 
faire  allusion,  a  collaboré  à  cette  publication  et  lui  a  témoigné 
tant  de  bienveillants  encouragements.  Cette  collaboration  a 
été  l'objet,  entre  Realis  et  moi,  d'un  échange  de  lettres  nom- 
breuses; elles  m'ont  permis  d'apprécier  toute  l'érudition  et 
toute  l'amabilité  de  ce  profond  et  charmant  esprit. 

Savino  Realis  était  né  à  Turin,  le  18  octobre  1818,  d'une 
ancienne    et  très    distinguée  famille  de  Piémont.  Son  père 
était   avocat    et    passait   pour   l'un   des   meilleurs  juriscon- 
sultes  du  barreau    de   Turin.    D'après    des   renseignements 
que  je  dois  à  l'obligeance  de  sonvieiletfidèle  ami,  M.  Genocchi, 
Realis  montra  de  bonne  heure  un  goût  très  vif  pour  l'étude 
des  sciences  exactes.  Il  fit  ses  études  à  l'Université  de  Turin, 
oîi  il   fut   un   des   brillants   élèves    des   professeurs    Plana, 
Bidone,  Giulio,  ety  obtint  le  diplôme  d'ingénieur  (1839).  C'est 
en  1840  que  son  père  le  conduisit  à  Paris.  Il  put  y  poursuivre 
et  y  compléter  ses  études,  et  il  garda  de  ce  séjour  à  Paris 
un  souvenir  tel  qu'il   laissait  rarement  s'écouler  une  année 
sans  venir  y  passer  quelques  semaines.  Comme  le  rappelait, 
avec  raison,  un  article  paiju  le  15  février  dans  la  Gazette  de 
Turin,  il  aimait  bien  la  France  et  il  aimait  bien  Paris.  Il  prit 
part,  très  jeune,  à  la  direction  du  premier  chemin  de  fer  qui  fut 
construit  danslePiémont,  et  depuis  cette  époque  (1843  environ) 
sa  vie  fut  partagée  entre  l'exercice  pratique  de  l'art  de  l'ingé- 
nieur et  les  recherches  si  profondes  et  si  judicieuses  qu'il  a 
consacrées  à  la  théorie  des  nombres  ou  à  l'analyse  indéter- 
minée. Ces  notes  ou  mémoires  ont  été  publiées  dans  diverses 
revues,  notamment  :  dans  le  Bullettino  du  prince  Balthasar  Bon- 
compagni,  en  Italie,  et  dans  les  Nouvelles  Annales,  en  France. 
Ici  même,  ont  paru  diverses  notes  et  questions  qui  ont  dû 
donner  à  nos  Lcteurs  une  idée,  par  l'intérêt  et   la  difficulté 
qu'elles  présentent,   du  savoir  si  étendu  du  géomètre  qui  les 
produisait.  En  m'adressant  (le  30  décembre  dernier)  quelques 
pages  qui  ont  été  insérées  dans  le  numéro  de  février  suivant, 
Realis  s'excusant  du  retard  qu'il  avait  mis  à  me  les  envoyer, 
me  disait  :  «  Le  dépérissement  de  ma  santé  est  la  principale 
justification  que  je   puis  alléguer  pour  mes  négligences  et 
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mon  iiiaclion.  Pour  ('(^lt<'  raison,  jo  m;  un;  suis  jiliis  i;uèro 
occupe  à  (les  Iravaux  suivis,  cl  c(;  n'est  qu'occusionncllcnicnt 
([u'il  nrarrivc  de  ni'applicjner  à  r(klii>(n'  qu(;lqu(3s  notes, 
tirées,  connue  la  [Xîtile  couiuiunication  ci-jointc,  de  mes  vieux 
brouillons.  » 

Je  suppose,  et  la  lettre  ([u'on  lira  ])lns  loin  me  i)araît 
justifier  cette  hypothèse,  qu'on  trouvera  clans  les  vieux 
brouillons  dont  parle  ici  Realis  nne  ample  moisson  de 
pensées  judicieuses  et  de  formules  pleines  d'intérêt;  à  ce 
})ropos.  on  me  permettra  d'émettre  le  vœu  que,  pour  le  i)lus 
i;rand  i)rofit  de  la  science,  elles  ne  soient  pas  perdues  ! 

On  ne  comprendrait  peut-être  qu'assez  imparfaitement  la 
teneur  de  la  lettre  à  laquelle  je  viens  défaire  allusion  si  je  n'ex- 
pliquais ici,  en  deux  mots,  son  origine.  J'avais  communiqué, 
à  cette  époque,  à  M.  Catalan,  avec  l'expression  de  l'insuccès 
de  mes  recherches  personnelles,  le  désir  de  voir  se  produire 
une  démonstration  rapide  et  simple  de  cette  belle  et  fonda- 
mentale propriété  des  nombres  :  tout  nombre  entier  est  la  somme 
de  quatre  carrés  entiers.  C'est  à  ce  propos  que  M.  Catalan 
me  renvoya  à  Realis,  qui  me  répondit  la  lettre  suivante  et 
(abstraction  faite  d'une  partie  plus  personnelle,  concernant  le 
Congrès  de  Grenoble)  je  crois  devoir  la  publier  in  extenso  à 
cause  de  l'intérêt  scientifique  incontestable  qu'elle  possède. 
On  comprendra  certainement,  après  l'avoir  lue,  comment 
on  s'attachait,  même  de  loin,  à  l'homme  dont  l'érudition 
aimable  et  sûre  vous  était  si  libéralement,  ouverte,  et  quelle 
sympathie  cordiale  faisait  naître  en  vous  le  commerce  ma- 
thématique entretenu  avec  cet  esprit  supérieur,  aussi  mo- 
deste que  savant. 

G.  L. 

«  Turin,  19  septembre  1885. 
('  Cher  Professeur, 

«  Notre  illustre  ami  et  maître  aime  quelquefois  à  plaisanter, 
et  à  railler  agréablement  son  monde  ;  voilà  pourquoi  il  m'a 
mis  en  cause  à  propos  de  votre  question  sur  la  décomposition 
des  nombres  en  quatre  carrés.  Démontrer  le  théorème  de  Fer- 
mat  (et  en  général  les  théorèmes  arithmologiques)  au  moyen 
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(le  simples  identités,  sans  s'iippiiycr  sur  des  considérations 
spéciales  aux  nombres  entiers,  cela  lu^  sb  peut;  les  identités 
expriment  des  relations  communes  à  toutes  sortes  de  quan- 
tités et  ne  donnent  que  ce  qu'on  leur  a  déjà  confié  implici- 
tement ;  elles  ne  créeront  donc  i)as  plus  un  théorème  pure- 
mtînt  aritlimoloi>i([ue  qu'elh^s  ne  [)roduin)nt  une  proposition 
de  mécanique  ou  de  physique. 

((Les  identités  sont  cependantd'adniii-ahlcs  iusti'uuients])onr 
simplifier  le  travail  intellectuel,  et  pour  faire  ressortir  1rs 
conséquences,  quelquefois  très  cachées,  des  données  que  Ton 
possède.  M.  Catalan  le  sait  mieux  que  personne,  et  votre 
excellente  Algèbre  est  là  pour  montrer  l'efiîcacité  et  la  portée 
de  ce  moyen  de  recherche,  quand  il  est  bien  employé.  Puisque 
nous  sommes  sur  le  sujet,  et  que  vous  m'en  fournissez  l'oppor- 
(  unité,  permettez-moi  de  rapporter  ici  les  formules  suivantes, 
que  j'avais  (Construites,  il  y  a  loni;temps,  à  roccasiom  de  quel- 
([ues  tentatives  infructueuses  touchant  la  démonstration  (jue 
vous  avez  (hnnandée  à  notn^  illustre  maître. 

((I.  —  Hypothèse  : 
X{4X  -4-  /.•)  =  (X  +  y.Y  +  {X  +  ;^)^  -f  (x  +  v)-^  -I-  (,T  +  o)^ 

((  Conséquence  : 

/.:  —  2(a  +  p  +  7  +  o)  ' 

■'         4  /.•—  2(a  +  ,^+Y-f  0) 

((  IL  —  Hypothèse  : 

(4.T  =F  I  )(x  +  /.■)  =  {x  +  y.y  +  (.r  -f  (^y  +  {x  +  oy  +  (x  +  v)^ 

«  Conséquence  : 

--  ^_  t    (4^±i^'  +  (4[^±i)'+  (4ï±  ^y+{4^±^y' 
4  4/c  +  I  —  2(a  +  [i  -j-  V  -h  0) 

^,  ,      (Vf  -  g)^  4-  (k  -  .6)^  -(-  (/.•  -  yy  +  (/.•  -  0)^ 

X  -1-  h  — ; , 

4//+  I  —  2{y.+  (^  -fv  +  oj 

011  les  signes  se  correspondent. 

i<   ill.  —  Hypothèse  : 

pq  =  vr-  4-  [52  _|  ,,2  _[_  ,^2. 
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«   ConscMjiiciH'c  : 

^  ^    (iip  -  v-)'^  +  {i>p  —  :>)'^  +  O'p  - t)'^  +  (^/>  —  '^Y . , 

^^         H  -h  (<^'  +  ^'  +  ^'  +  ^')P  —  2(«a  +  b'^  +  ^Y  +  (/V)  ' 
^   ^      ((/r/  -  'A'  +  (/>r/  -  S;'  +  (C7  -  ï)'  +  (dq  -  o)^ 
'^        /^  +  [a'  +  6"^  +  c^  +  d'')q  —  2(«7.  4-  //:)  +  cy  +  r/o)  ' 
où  l'on  |)(Mil,  disposer  de  a,  b,  c.  d  ù  volonlé,  ces  quanlilés 
olaut  indépendantes  do  p  et  g', 

«  Ce  que  vous  avez  demandé  à  l'éniinent  professeur,  si 
j'ai  bien  ('onii)ris,  c'est  nne  simplification  à  la  démonstration 
donnée  par  biUler  (en  substitution  delà  démonstration  dilïi 
(Mie  de  Lai»ran2;e),  (3t  introduite,  avec  modifications,  par 
Seri-et  dans  la  premiërcv  édition  de  son  yl/f/e^re  .9M/)é?'/ettrc  (el 
aussi,  d'uni^  manière  incomplète,  par  liC  Besgne  dans  ses 
Exercices  tlanahjse  tiumérique).  Si  les  formnles  ci-dessus  vous 
paraissent  susceptibles  d'une  application  utile  pour  l'objet 
que  vous  avez  e!i  vue,  elles  sont  fort  à  votre  service.  Quant 
à  on  déduire,  sans  autre  secours,  la  démonstration  complète 
du  théorème,  c'est  vain  espoir;  je  crois  pouvoir  en  dire  au- 
tant des  autres  relations  de  ce  genre  que  l'on  pourrait 
produire.  Aussi,  je  ne  me  suis  plus  occupé  du  théorème  en 
questiou  que  pour  en  développer,  à  l'occasion,  quelques  con- 
séquences ou  quelques  propositions  complémentaires  (V.,  pai' 
exemple,  le^i Nouvelles  Annales,  année  5878,  p.  212;année  I87(S, 
p.  381;  année  1879,  p.  500). 

«  Veuilh^z  agréer,  cher  professeur,  l'expression  empressée 
de  mes  sentiments  très  sympathiques  et  de  haute  considé- 
ration. «  S.  Realis.   » 


QUESTIONS  DIVERSES  D'EXAMENS 

(Suite,    voir  p.  63.) 


8.  —  Oïl  donne  les  deux  équations 

X  =  ax  -)-  by  +  c. 
y'  —  ax  +  Cy  +  y, 
qui  permettent  de  calculer  x',  y'  connaissant  x  et  y. 

Trouver  les  conditions  que  doivent  vérifier  les  coefficients  a. 


9'2  JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

h,  c  ;  a,  €,  Y  pour  que  :  calculant  x"  y"  au  moyen  de  \'  y'  comme 
on  a  déduit  x'  y'  de  la  connaissa?ice  d'x  et  d'y,  on  ait  x''  ==  x, 
y"  =  y:  et  cda,  quels  que  soient  x  et  y. 

Les  relations 

x'  =  ax  -{-  hy  +  e, 

X  =  ax'  -\-  by'  -\-  c, 

y  =  CLX  +  py'  -f  Y  ; 
donnent 

x(a^  +  6a  —   i)  +  yb{a  +  p)  +  ac  +  by  -[-0=0, 

et 

a-a(a  +  p)  -f  ^(6a  +  (5^^  _    i)  +  ca  +  ,^y  +  Y  =  o 

Ces  deux  dernières  égalités  doivent  être  vérifiées,  quels  que 

soient  x  et  y.  On  a  donc 

«2  -j-  6a  —  1=0,  b(a  -\-  p)  =  o,         ac  -{-  by  -\-  c  =z  o, 

a(a  +  f^)  =  0»  6a  4"  f*^  —  I  =  o,  ca  -)-  (^Y  +  ï  =  O- 

Ces  six  conditions  se  réduisent  aux  suivantes 

i  —  a^  c(i  ~\-  a) 

L'interprétation  géométrique  de  cette  question,  posée,  nous 
a-t-on  dit,  aux  examens  du  baccalauréat,  à  Rennes,  est  bien 
connue  ;  et  l'on  sait  comment  cet  exercice  se  présente  natu- 
rellement quand  on  veut  déterminer  les  formules  générales 
de  la  transformation  homographique  en  involution.  On  peut 
vérifier  d'ailleurs  que  les  formules  que  nous  venons  de 
trouver 

\  x'  =:^  ax  -{-  by  -{-  c, 

(H)   (      ,        i  —  a'  (i  +  a)c 

'    \   y  =i ; X  —  ay ; . 

)   -^  6  ^  b 

donnent  bien,  pour  x"  et   y\  les  valeurs   x  ai   y   qui    ont 

servi   de  point  de  départ.  Il  suffit  de  résoudre  les  équations 

précédentes  par  rapport  à  x  et  à  y. 

Parmi  les  formules  que  l'on  peut  déduire  des  précédentes 

nous  signalerons  les  suivantes  : 

Py'  =  ('^  -\-  2S).x  —  (a  +  p)y. 

(A  suivre.) 
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QUESTION   \\:\ 

Suliiti<»ii  \)i\v  .M.  l'aul  BorR(;AiUîL,  à  Aiilihe.s. 


On  considère  un  cercle  A  cl  deux  diamètres  rectamjulaircH  AB 
et  CI);  d'un  point  M,  mobile  sur  A,  on  abaisse  une  perpendicu- 
laire UV  sur  AB.  Par  le  point  P,  on  mène  des  parallèles  aux 
droites  Ck  et  C^  et 
l'on  joint  ml: .  Cette 
droiteMC  rencontre 
les  parallèles  en 
questionaux  points 
R  e^  Q.  Trouver  le 
lieu  décrit  par  le 
milieu  de  RQ.  Ce 
lieu  est  un  cercle. 

Les  deux  angles 
APQ  et  AMQ  sont  ^ 
tous  deux  6""aux  à 
45°;  donc  le  qua- 
drilalëreAPMQest 
inscrijjtible  et  par 
suite  AQ  est  per- 
pendiculaire sur 
CM. 

Ou  voit  de  même  (jue  BR  est  perpendiculaire  sur  CM.  Si 
du  point  0  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  RQ.  elle. passe 
tout  à  la  lois  :  1»  par  le  milieu  de  RQ  parce  que  0  est  le 
milieu  de  AB,  2«  par  le  milieu  de  CM  parce  que  0  est  le 
centre  du  cercle  (jui  passe  par  les  points  C  et  M.  Ainsi  le 
lieu  cherché  est  le  cercle  décrit  sur  OC  comme  diamètre. 

Nota.  —  Autres  solutions  par  MM.  Chapron  ;  J.-D.  l*errin,  maître  répéti- 
teur au  l,\cé-j  de  Clermont-Ferrand  ;  Vij,'arié  ;  Mazeman,  élève  au  lycée  do 
Lille  (classe  de  M.  Lefebvre);  A.  Fitz -Patrick,  é'ève  au  lycée  de  Poititrs. 


lii 
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BACCALAURÉAT  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRl-: 

SPÉCIAL  (*) 

(SESSION  J)E  JUIIJ.ET  18H5) 


MONTPELLIER 

]"  On  donne  un  tri-ingle  ABC  dont  les  côtés  sont  : 

AB  =  3a    BC  =  Ga    CA  —  5«. 
Ti-ouvpr  :  1"  l.i  médiane  AD;  2"  la  dist'ince  de  cotte  médiane  à   lune  des 

extrémités    du    côté    BC;    3°    cosinus    BAC; 
4"  sinus  BDA. 

2°  On  donne  deux  circonférences  concentri- 
ques (leurs  rayons  sont  R  et  r]  et  une  droite 
OD  qui  passe  par  le  centre  conuiiun  0.  On 
propose  do  mener  une  sécante  perpendiculaire 
à  ABB'A'OI),  de  telle  sorteque  l'aire  du  triangle 
AOA  soit  dans  un  rapport  donné  m  avec  l'.iire  du  quadrilatère  OBDB  .  On 
prendra  pour  inconnue  la  distance  Oî'. 

BORDEAUX 

1°  Calculer  le  volume  d'un  [tarallélépipèdo  uclangle,  sachant  que  les  trois 
arêtes  issues  d'un  même  sommet  sont  <^n  progression  arithmétique,  que  la 
surface  totale  est  208™, g,  et  que  la  somme  des  trois  arêtes  est  18  mètres. 

2"  On  donne  deux  cercles  qui  se  coupent,  ainsi  que  leurs  rayons  R  et  r  et 
la  distance  des  centres  d.  On  demande  de  calculer  l'angle  sous  lequel  on  voit 
du  centre  du  plus  petit  cercle  la  corde  commune. 

Application  numérique:  R  -^^  3256,  r  ■=.  2460,  à  =r  4245. 

3"  Une  droite  rencontre  la  ligne  de  terre;  trouver  Tangle  qu'elle  fait  avec 
cette  ligne. 

LYON 

Première  SÉRIE. —  l"Sur  les  côtés  d'un  angle  droit  AOB,on  prend  06=  i, 
OA  =.  2.  Mener  par  le  point  B  dans  le  plan  de  cet  angle  un  axe  xy  qui  ne 
rencontre  pas  OA,  de  telle  sorte  que  la  figure  tournant  autour  de  .rj/,  la 
somme  des  surfaces  engendrées  par  les  droites  OA  et  OB  soit  égale  à  une 
quiintité  donnée  S.  Conditions  de  possibilité  pour  qu'il  y  ait  deux  solutions 
ou  une  seule. 

3 

Application  numérique  :  S  =:^  — . 

2"  Les  deux  traces  d'un  plan  sont,  dans  l'épure,  dans  le  prolongemenl 
l'une  de  l'autre,  et  fout  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de  60°.  Trouver 
l'angle  que  le  plan  fait  avec  la  ligne  de  terre. 


(*)  Énoncés  communiqués  par  M.  Monsallut,  professeur  au  collège  de  Sainl- 
Jean-d'Angély. 
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Dkuxikmk  sÉiUE.  —  1"  Mesure  de  l'aiiv  de  l.i  sphère. 

2"  Un  ballon  de  forme  sphéri(|ue  a  été  gonllé  avec  5oo""  de  gaz;  calculer  sa 
surlace.  —  Une  conclio  uniforme  de  \erglas,  de  i"""  d'épaisseur  tombe  sur  l'iié- 
misphère  supérieur;  (|uelle  qu.nililé  de  lest  devra-t-on  jeter  pour  conserver 
la  même  force  ascensionnelle?  (On  prendra  0.9  pour  la  densité  d'j  verglas.) 

TiioisiÈMR  SKiuK.  —  I"  Alesurt^  du  volume  engendré  par  un  Iriangle  tour- 
nant autour  d'un  axe  situé  dans  son     })lan     et    passant  par  un  scid  sommet. 

2"  Appliipicr  au  cas  d'un  Iriangle  équil  itérai  dont  h;  côlé  e-^t  de  i  métré, 
tournant  autour  d'un  axe  incliné  à  45°  sur  l'un  des  côtés. 

GRENOBLE 

1°  Etant  donné  un  cube  dont  le  côté  est  a,  on  demande  la  forme,  le  volume 
et  la  surl'aco  du  polyèdre  dont  les  sommets  seraient  les  centres  des  six  laces 
du  cube. 

2»  Entre   quelles   limites  doit   être    compris   l'arc    x   (sui)posé   plus   petit 

que  180°)  pour  satisfaire  à  l'inégalité 

2  sin-  a;  +  sin  j;  —  i 

: ^   0. 

sin  .1-  —  I 

AIX 

1°  On  donne  les  trois  côtés  d'un  triangle.  Calculer  l'angle  A  et  rendre  la 
formule  calculable  par  logarithmes. 

2°  On  donne  un  plan  par  ses  traces  et  un  second  plan  défini  par  la  ligne 
de  terre  et  un  point.  Trouver  leur  intersection. 

3°  Décrire  le  phénomène  de  la  précession  des  équinoxes.  Exposer  le  dépla- 
cement de  l'axe  du  monde,  qui  est  la  cause  de  ce  pliénomènc. 

BESANgON 

1°  Calculer  les  angles  d'un  triangle  dont  on  donne  les  trois  côtés  : 

a  =  33"',45,     b  =  4'-i"",89'    c  =  43"',  17; 
2"  Etablir  comment  on  détermine  l'intersection  d'une  droite  et  d'une  sphère 
données  par  leurs  projections. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


210.  —  A,  B,  C  étant  les  angles  d'un  triangle  rectiligne  . 
l*^  Démontrer  que  l'expression 

conserve  la  même  valeur  quand  on  ellectue  sur   les  lettres 
A,  B^  C  une  permulation  circulaire. 

2°  Mettre  sous  une  forme  symétrique  la  valeur  commune 
aux  trois  quantités  que  l'on  peut  ainsi  former. 

(Catalan.) 
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211.  —  Etant  données  deux  circonférences  0,  0',  ou  mène 
les  rayons  OA,  O'B  qui  se  coupent  en  C  sous  un  ani^le 
constant;  on  demande  I(^  lieu  géométrique  décrit  par  le 
milieu  de  AB.  (A.  Filz-Patrick.) 

212.  —  Démontrer  ([u'un  triangle  ABC  a  ses  angles  aigus 
ou  qu'il  possède  un  angle  obtus  suivant  que  la  somme  des 
carrés  de  ses  trois  côtés  est  plus  petite  ou  plus  grande  que 
le  double  du  carré  du  diamètre  du  cercle  circonscrit;  et 
réciproquement.  ((jI.  L.) 


ERRATA  (*) 


l'âge    ligne  '  Ati  lieu  de  : 

7  11  segment  C, 

(lern.  li;|ne  prolongeons  Al), 

1  triangle  BCD, 

3  lîr, 

20  3,3  =  o""i,()i,  ■ 

26  arête  AH, 

27  avec  Alî. 
Si  arête  AC, 

Il  en  rt'iiioiil.  fig.  8. 

(i  déterminons, 

1  en  reinuiil.  v2  en  dénominateur, 

S  Pli  remuiit.  symétrique  de  A  par  rapport 
au  point  1), 

3,6,7,9,  c  en  dénominateur, 

(i  eu  reraoïil.  COD,  APC, 
3 

25  somme, 


14 
15 
15 
22 


37 

44 

» 

45 


46. 

65 

70 


(*]  Ces  divers  errata  nous  ont  été    signalés 
Beauvais, 


Lisez  : 
segment  CL). 
prolongeons  CL). 
triangle  BCA. 
BD. 

TCa-  =  o"''i,oi . 
arête  AS. 
avec  AB  et  AC. 
arête  AS. 
lig.  7. 
déterminer. 

point  d'intersection   arec  Al) 
de  la  perpendiculaire  mcnca 
^\J2.  [jpar  C  sur  AC. 

COE,  BQC. 
•  rP. 
difTérence. 

[)ar  M.  Bécla,   au   Collège  de 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LOXGCHAMPS. 


IMPIUMERIE  CENTRALE   DES  CHEMINS  DE   KER.  —  IMIMUMEIUE   CIIAIX. 
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PROBLEME  DE  MEGANIOUE 

Par  M.  liil.  Guillct,  professeur  au  lycée  d'Avi^^uoii 

[Suite,  voir  p.  73). 


Angle  d'incidence  au  point  13'.  —  En  appelant  Vs.  et  Vy  les 
projections  horizontale  et  verticale  de  la  vitesse  en  B",  nous 
aurons  : 

^x.^  =  v^  sin  (ot  -j-  a), 
Vy,^  =  Vi^  COS  (a  -f-  <*')  —  ^^2* 
Or  nous  connaissons  v^,  sin  (a  -f-  ^')  et  t^  et  l'on  a 
COS  (a  -|-  a')  :=  COS  a  cos  a'  —  sin  a  sin  a', 

c'est-à-dire  - 

1—4  sin2  a 

cos  (a  -j-  a  )  =  —=^===^  • 
y  i  -[-  S  sin^  a 
On  aura  donc 

Vj:_^  :=  4  Vq  sin  a  cos  a  J 

On  pourra   remarquer,  comme  en  B',  que  Vy,^  est  négatif. 
Si  nous  désignons  par  cp'  l'angle  TB"H",  nous  aurons 

ou 


(35) 


tg  cp'  = 


I  +  4  sin'^ 


a 


4  sm  a  cos  a 

Soit  encore  a",    l'angle  N"B"T'  de  la  tangente  en  B"  avec 
la  normale  au  plan  incliné  au  môme  point;  on  a 


t: 


a"  =  -  -  (^-  -  a), 

d'où 

tga"z=.cotg(V-a), 
niais 

COtg  (:>    -   7.)  =.:      ^^,^   \  ^ 
JOURNAL   DE    M/.IU.    £LÉM.    18^0. 
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Ou  a  donc  : 

,     I  -4-  4  sin'^  a       sin  t. 

j      I  '      ^ y^  

,,  4  sin  a  cos  a        cos  a 

lu:    C/.      =^    ■. r-r : > 

1+4  siii    a        sin  a 
4  sin  a  cos  a       COS  a 
et  enfin 

tg-  a"  =:  5  tg  a.  (3()) 

Loi  de  progression  des  angles  d'incidence.  —  La  formule  pré- 
cédente peut  s'écrire 

tg  a"  —  tg-  a'  +  2  tg  a. 
Or,  en  passant  du  point  B"  au  point  suivant  d'incidence  B"', 
les   mêmes    phénomènes   se   reproduisent  évidemment  avec 
cette  seule  différence  que  l'angle  a  est  remplacé  par  a"  et 
l'angle  a"  remplace  a",  de  sorte  qu'on  a  encore 

tg  a.'"  =  tg  y,"  +  tg  a 
ou 

tg  a"  r=  7  tg  a. 
On  aurait  de  même 

tg  a""  =:n  9  tg  a 
et  en  général 

tg  an  1=^  (2n  +  l)  tg  a.  (37) 

On  voit  ainsi   que   les   tangentes  des  angles  d'incidence 
suivent  la  loi  de  progression  des  nombres  impairs. 

Si  n  augmente  indéfiniment,  tg  a„  augmente  aussi  indé- 

finiment,  de  sorte  que  a„  a  pour  limite  -  quand  n  tend  vers 

Vinfini    La  sphère  finira  donc  par  rouler  sur  le  plan  incliné, 
mais  seulement  après  un  nombre  infini  de  bonds. 

Viiesse  Vj  du  mobile  en  B".  —  On  a 

V2    —     '%    +    Vy^^. 

Or  les  formules  (35)  donnent 

vl  =  lôvl  sin^  a  cos"-^  a, 

^1;^"=  ^o[i  +4sin'^ap; 
donc 

vl  :^vt[i  +  24  sin^  a].  (38) 
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Si  l'on  appelle  II"  la  liaulour  do  chute  ca[)aijlc  de  doniier 

à  un  cori)s  pesant  la  vitesse  1^2,  ou  aura 

vi=^-.(ili". 

D'autre  part 

vi  =  igh  ; 
donc 

h"  =  /?.  [i  +  24  sin-^  a].  (39) 

Détermination  du  sommet  S'  de  la  deuxième  parabole.  —  Si 
nous  exprimons  que  l'équation 


gx' 


—  —  X  cotg  (ot  -|-  a  )  —  (a  —  o^i)  tg  a  -f-  ?/  =  o  (25) 


iv\  sin^  (a  +  a') 
a  deux  racines  égales  en  x,  la  racine  commune  sera  l'abscisse 
du  sommet  S'. 
On  a  ainsi 

c\  sin'-^  (x  -j-  a')  cotg  (a  -\-  y.'} 

X  = ^ 

9 
ou 

X  =  h'  sin  2(a  +  a) ;  (40) 

on  a  aussi 

l/=  {a  —  Xi)  tg  a  +  h'  cos2  2(a  +  a').        (il) 
Le  sommet  S'  est  ainsi  déterminé  par  ses  deux  coordonnées  et 
la  hauteur  E'S'  du  sommet  S'  au-dessus  de  l'horizontale  B'E' 
est 

E'S'  =  h'  cos^  2(7.  +  oc'),  (42) 

Amplitude  du  troisième  bond.  —  En  désignant  par  A"  la 
troisième  amplitude,  il  sera  inutile  de  recommencer  les 
calculs;  tout  se  passe  comme  dans  le  deuxième  bond  et  il 
suffira  dans  la  formule 

A'  =  Ah'  siu  (a  4-  '/) , 

déduite  de  la  relation  (28),  de  remjjlacer 

A' par  A",     /i' par /i",     et     a' par  a"; 
ce  qui  donne 

A"  =  4/1"  sin  (y.  4-  a")  ^-^' . 

Or 

sin  (a  +  a")  cos  7."  =  sin  a  cos^  a"  -f  cos  a  sin  a"  cos  a"; 
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de  plus,  do  la  formule 
ou  déduit 


t-  a."  =  5  tg  a 


,,  5  siii  a 

sin  7. 


COS  x"  = 


v/'i  4"  -4  ^^^^^  ^• 

COS   a 


v/i  -|-  24  siu^  a 
donc 

0  siu  01  COS''  7. 
sin  a  cos^  a'    +  cos  a  sin  a"  cos  a"  =  — ; '- — r— — '  • 

1  -f-  24  sm^  a 

D'autre  part,  on  a  trouw', 

h"  =  h{[  -\-  24  sin^  a). 
On  a  donc  enfin 

A"  —  24/1  sin  a.  (43) 

Loi  de  progression  des  amplitudes.   —  La   comparaison  des 
formules  (43)  et  (14)  montre  que 

A"  =  3A. 
Nous  avons  eu  déjà 

A'  =  2A. 

La  loi  se  manifeste  par  ces  trois  premiers  résultats  et  il 
est  facile  d'établir  qu'on  aura  de  môme 

A„_,  —  nA, 
A„_i  représentant  l'amplitude  de  la  n^  branche  parabolique. 

Nous  avons  eu,  en  effet  : 

,,         4/1"  sin  (a  +  a")  COS  a" 

A    = 5 

COS^  a 

et,  pour  la  n^  parabole,  h"  sera  remplacé  par  hn-i  et  a"  par 

a„_i .  On  aura  donc 

.         4/1  n-i  sin  (g  +  a,i-i  )  cos  a„_i 

"-'  "  COS^  a 

Or, 
sin  (a  -|-  a„_i  )  cos  an_i  ^  sin  a  cos^  a„_i  +  cos  a  sin  a„_i  cos  a,i_i 

d'ailleurs, 

tg  a,i_i  =  (2/t  —  i)  ti>  a; 
d'où 

(2n  —  i)  sin  a 

sin  a„_i  =     ,      .  ' 

Y  I  -\-  4(n  —  i)  n  sin  a- 

COS  a 
cos  a  „_i  =     .  =^  ; 

y  I   +  4{n  —  i)  71  sin^a 
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donc 

2n  si  11  a  cos'^  a 
Slll  (oc  +  a„_|)  COS  -/n_i   = 


D'autre  païf, 

//„_,  z=  h[i  -|-  4(n  —  i)  ?i  sin^  7.]. 

On  a  donc  enfin 

A„_i  =  ?i  X  8/i  sin  a, 
c'ostà-dire 

An_,  =  nk.  (4i) 

f  A  suivre.) 


L'OMNIFORMULE  DE  GUBATURE 

Par  M.  Casimir  Rey  (*), 

[Suite,  voir  p.  79.) 


13.  —  L'omniformiile  est  vraie  pour  les  volumes  décrits 
par  ABC,  CBD,  ABDG  exécutant  une  révolution  complète  ou 
une  portion  de  révolution  autour  de  XX',  car  ils  sont  la 
différence  des  volumes  engendrés  par  Bkab,  BCab,  etc.,  aux- 
quels l'omniformule  s'applique.  Il  est  important  de  remarquer 
que  XX'  passe  par  les  centres  0,  0'  0"  des  arcs  AB,  BG, 
CD  :  car  si  cela  n'avait  pas  lieu,  la  proposition  ne  serait  pas 
exacte  (fig.  7), 

14.  Théorème.  —  Deux  volumesY,  v,  coupés  constamment 
par  des  plans  parallèles  suivant  des  sections  dans  le  rapport 
constant  K,  sont  aussi  dans  le  rapport  K. 

On  démontre  le  théorème  exactement  comme  celui  relatif 
à  l'équivalence  en  volume  de  deux  pyramides  ayant  la  même 
hauteur  et  des  bases  équivalentes. 

(*)  Une  erreur  s'est  glissée  dans  notre  précédent  article:  (p.  9i,  1. 
en  remontant),  au  lieu  de 

FP      , 

D 

il  faut  lire 
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15.  —  Volume  limité  par  des  fuseaux  cylindriques  circonscrits 
à  un  segment  sphérique  à  hases  parallèles  et  par  les  plans  de 
ces  bases  (fig.  S). 

Tout  plan  parallèle  aux  hases  qui  coupe  le  volume  (ACDE... 

A'G'D'E')  et  le  segment  sphérique,  y  détermine  deux  sections: 

l'une  semhlahle  à  la  hase  ACDE...   du  volume,  l'autre  qui 

est  le  cercle  inscrit  dans  la  première  section.  Le  rapport  de 

...    ACDE... 

ces  deux  sections  est  donc  constant  et  ecal  a — -— r  ;  par 

^         cercle  O^V  ^ 

suite  l'omniformule.  s'appliquant  au  segment  sphérique,  s'ap- 
plique en  vertu  du  théorème  précédent  au  volume  dont  nous 
nous  occupons. 

L'omniformule  présente  ici  la  particularité  que  son  expres- 
sion réduite  ne  contient  pas  tt. 

16.  —  Volume  précédent  dont  la  base  inférieure  B  passe  par 
le  centre  de  l'hémisphère  et  dont  la  base  supérieure  h  est  nulle 

(fig-  9.) 

Des  volumes  de  cette  nature  sont  par  exemple  ceux  qui 
recouvrent  des  voûtes  en  arc  de  cloître  en  plein  cintre. 

Si  r  est  le  rayon  de  l'hémisphèro,  l'omniformule  réduite 
donne 


Si  B  est  un  carré. 


5 


8r^ 


Si  B  est  l'aire  d'un  polygone  régulier  dont  le  nomhre  des 
côtés  douhle  indéfiniment,  l'omniformule  donne  naturellement 
à  la  limite 


3 


17.  —  Volume  limité  par  deux  plans  parallèles  et  des  sur- 
faces réglées  se  raccordant  suivant  des  droites. 

Un  pareil  volume  étant  la  limite  de  volumes  spécifiés  para 
graphe  9,  l'omniformule  lui  est  applicahle. 


11 


8 
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18.  Corollaire.  —  Comme  volume  de  la  famille  spécifiée 
dans  le  i3aragraphe  précédent,  nous  citerons  : 

i°Les  segments  à  bases  elliptiques  parallèles,  d'hyperbo- 
loïde  à  une  nappe  ; 

2°  Les  segments  à  bases  parallèles  limités  par  une  sur- 
face conoïde  fermée  ; 

3**  Les  segments  à  bases  parallèles  limités  latéralement 
par  des  surfaces  planes,  hyperboloïdales,  paraboloïdales 
hyperboloïdales,  conoïdales  se  raccordant  suivant  des  droites. 

19.  —  Segments  ellipsoïdaux  à  bases  parallèles. 

1'*  Le  segment  DD'EE',  déterminé  dans  un  ellipsoïde  de 
révolution  par  deux  plans  perpendiculaires  à  l'axe  est  au 
segment  sphérique  correspondant  de  la  sphère  OA  dans  le 

ranport :  car  les  sections  faites  dans  les  deux  volumes 

par  un  plan  parallèle  aux  bases,  sont  dans  ce  rapport  f/i^y.  40j. 

2"  Le  segment  DD'EE',  déterminé  dans  l'ellipsoïde  à  trois 

axes  inégaux  (AA'BB'GC)  par  deux  plans  perpendiculaires  à 

AA',  est  au  segment  correspondant  de  l'ellipsoïde   de  révo- 

OG       OC 


OC" 


-— -:   car  les  sec- 


lution  (AA'OBOC")  dans  le  rapport 

tiens  faites  dans  les  deux  volumes  par  un  plan  parallèle  aux 
bases,  sont  dans  ce  rapport  (fig.  11  ). 

3°  Soit  un  ellipsoïde  dont  AA'  est   un  diamètre   et    dans 

.A  lequel (BB\CG')  sont 

/  les  axes    de  la    spc- 

tion  diamétrale  con- 
juguée. 

Soit  DD'  la  projec- 
tion orthogonale  de 
AA'   sur  la    perpen- 

\  diculaireauplanBOC 

menée  en  0. 

Les  sections  dé- 
terminées dans  les 
deux  ellipsoïdes  (AA\  BB',  GC),  (DD',  BB'  CC)  par  un  plan 
parallèle  à  BOG  sont  égales  ;  donc  deux   segments  compris 
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tlans  les  deux  ollipsoùlcs  par  deux  i)hiiis  {)aiullclcs  àlidC, 
seroui  (les  vohmies  é(|uivalon(,s 

De  ce  qui  précède,  il  résulte  que  roiunirorumle,  vraie  pour 
le  segment  sphérique  à  bases  parallèles,  est  égaleiii(;nl  vraie 
dans  tous  les  cas  \)onï  le  sei^ment  ellipsoïdal  à  bases  paral- 
lèles. 

20.  —  Segment  à  bases  parallèles  de  parabolo'tde  elliptique. 

21.  —  SegmentY  à  bases  elliptiques  parallèles  de  l'hyperboloïde 
à  deux  nappes  (fi g.  12). 

Soient  AA'  le  diamètre  conjugué  des  bases  du  segment 
DD'EE',  SGG'  le  cône  asymptote  et  FF'GG'  le  tronc  \le  ce 
cône  correspondant  au  segment. 

Les  plans  parallèles  aux  bases  du  segment  coupent  le 
volume  V  compris  entre  l'hyperboloïde  et  le  cône  asymptote 
suivant  des  couronnes  elliptiques  EG,  E'G'  et  DF,  D'F'  de 
même  aire  (voir  §  28,  note  2)  ;  donc  v  est  mesurable  par 
l'omniformule  comme  le  serait  un  cylindre,  et  par  suite 
l'omniformule  s'applique  au  segment  V qui  nous  occupe;  donc 
le  volume  est  la  différence  du  volume  du  tronc  de  cône  corres- 
pondant et  du  volume  v. 

22c  —  Volume  V  limité  par  des  plans  parallèles  et  par  des 
fuseaux  cylindriques  circonscrits  à  un  segment  v  d'ellipsoïde  de 
paraboloïde  elliptique  ou  d'hyperboloïde  à  bases  elliptiques 
situées  dans  les  plans  limitant  Y. 

Le  volume  V  et  le  segment  correspondant  v  sont  coupés 
par  des  plans  parallèles  aux  bases  suivant  des  polygones 
semblables  dans  un  rapport  constant  avec  les  ellipses  inscrites 
correspondantes  suivant  lesquelles  v  est  coupé  (ellipses  qui 
sont  semblables  entre  elles). 

Par  suite  l'omniformule  étant  vraie  pour  y,  sera  vraie 
pour  Y. 

Comme  exemple  de  ces  volumes,  on  peut  signaler  ceux  qui 
recouvrent  diQerentes  voûtes  en  arc  de  cloitre. 

(A  suivre.) 
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THÉOEÈMES 

SUR   LES  INTERSECTIONS   d'uN    CERCLE    ET   d'uN   TRIANGLE 

d'après  m.  h.  m.  taylor,  m.  a. 

Par  Emile  Vigarié,  élève  de  TÉcole  des  Mines. 


Dans  un  travail  publié  dans  les  comptes  rendus  de  la 
Société  Mathématique  de  Londres  (*),  M.  H.  M.  Taylor  a. 
donné  plusieurs  théorèmes  importants  que  nous  allons  faire 
connaître  et  dont  nous  déduirons  des  propriétés  pour  les 
cercles  de  Tucker,  Lemoine,  Neuberg,  Taylor,  M'Cay,  ...  que 
nous  étudierons  prochainement. 

Si  un  triangle  aÊy  est  inscrit  dans  un  triangle  donné  ABC 
et  si  le  cercle  circonscrit  à  apy  coupe  les  côtés  BC,  GA,  AB  en 
a  ,  ft',  y',  nous  allons  montrer  que  le  triangle  apy  restant  sem- 
blable à  lui-même  : 

l'^  Les  angles  du  triangles  a'{iY  sont  déterminés  ; 

S''  Les  droites  a|^\  py',  ya  ,  a  [3,  f'y,  y'a  conservent  la  mémo 
direction  ; 

3«  Si  les  droites  py',  ya,  ap'  forment  un  triangle A'B'C  et  si 
les  droites  yp',  ay',  fa  forment  un  second  triangle  A"B"G",  les 
triangles  ABC,  A'B'G',  A"B"G"  sont  homologiques,  leur  centre 
d'homologie  est  un  point  fixe  o; 

4^^  Le  rapport  des  rayons  des  cercles  ABC,  apy  est  propor- 
tionnel au  sinus  de  l'angle  formé  par  un  des  côtés  du 
triangle  apy  avec  une  droite  fixe  ; 

5^  Le  lieu  du  centre  du  cercle  aSy  est  une  ligne  droite  ; 

6^^  L'enveloppe  de  chacun  des  côtés  du  triangle  agy,  o^'I^'t' 
est  une  parabole  qui  touche  deux  côtés  du  triangle  ABC; 

7"  Le  cercle  apy  enveloppe  une  conique  dont  le  centre  est 


(*)  Ce  mémoire  a  pour  litre:  «  Th'i  relations  of  the  intersections  of  a 
circle  ivith  a  triangle,  par  M.  IL  M.  Taylor,  M.  A.  Extrait  des  Procjedings 
of  the  London  Mathematical  Socieiij,  vol.  XV,  ii-  222,  223  (14  février  1884). 
Nous  devons  sa  couuaissaQce  à  M.  Taylor,  qui  nous  en  a  gracieusement 
envoyé  deux  exemplaires. 
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au  centre  du   cercle  minimum  a(5y  et  dont  un  des  axes  est 
dirigé  suivant  la  droite,  lieu  du  centre  du  cercle  af^y. 

1.  —  Les  angles  du  triangle  a!{/^'  sont  déterminés. 
Supposons  que  les  six  points  a,  p,  y,  a',  p',  y'  sont  sur  les 

cotes   du  triangle.  Dans  ce  cas,   on    a   entre   les   angles  les 
relations  a  -f-  a'  rrz  B  -|-  C  ] 

(5  +  C.'  =  A  +  C    •  (1) 

y  -)-  y'  =  A  +  B  ) 
En  effet  on  a  : 

[3  =  a[:Jy  =  X  —  aa'y  =  pot'y, 

[j   zn  a  p  y   =^-71  —  "^  TT   ^^  PT^-  > 
6  +  p'  —  "p?^  4-  f^'  =1  TT  —  B  rrz  A  +  C  ; 
on   prouverait  de  même  que   (/.    -\-  o!  =  ^   -]-  C  et   y  -|-  y' 
=  A  +  B. 

Les  relations  (1)  ont  lieu  quelle  que  soit  la  position  du 
triangle  apy,  excepté  cependant  dans  un  cas,  celui  où  l'un 
des  sommets,  a  par  exemple,  est  sur  BG  et  les  deux  autres 
(3.  y  sur  les  prolongements  de  AB,  AG  au  delà  de  B  et  G.  On 
démontre  que  dans  ce  cas  on  a 

a  -f-   a'  =:  71  -|-  A  j 

p  +  p;  -  B       .  (2) 

2.  —  Les  droites  ap'^  py',  ya',  a!p,  f!l'y,  y'a  conservent  la  même 
direction. 

En  effet,  il  est  facile  de  voir  que  les  inclinaisons  d'un  côté, 
x?j  par  exemple,  sur  GA,  GB  sont  respectivement  y,  y'. 

3.  —  Les  triangles  ABG,  A'B'G',  A"B"C"  sont  homologiques,  et 
ont  pour  centime  d'Jiomologie  un  point  fixe  o. 

iVppliquons  le  théorème  de  Pascal  à  l'hexagone  a'ap'py'y; 
nous  voyons  que  les  couples  de  droites  (a'a,  6y'),  (p'p,  ya'), 
(y'y,  ap')  se  coupent  sur  une  droite,  c'est-à-dire  que  les  côtés 
(BG,  KG'),  (GA,  G'A'),  (AB,  A'B')  des  triangles  ABG,  A'B'G'  se 
CDupeut  sur  une  droite;  donc  ces  triangles  sont  homologiques. 

En  appliquant  le  théorème  de  Pascal  à  l'hexagone  a'/[3(S'yy' 
on  voit  que  les  deux  triangles  ABG,  A"B"G"  sont  homologiques. 
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Le  même  théorème  appliqué  une  troisième  fois  à  l'hexa- 
gone p'pa'yy'a  montre  que  AA"A'  est  une  droite,  de  même 
pour  BB"B',  CG"G';  donc  les  trois  droites  passent  par  un 
point  0. 

Il  est  évident  que  les  droites  py\  ya',  y,f,  restent  parallèles 
à  elles-mêmes  quandapy  reste  semblable  à  lui-même;  de  même 
pour  p'y,  y  a,  a'p  ;  donc  puisque  les  droites  y'p,  y'A",  pA'' 
conservent  la  môme  direction,  les  droites  AA"A',  BB"B',  GC"C' 
sont  fixes  et  le  centre  d'homologie  o  est  par  suite  fixe. 

4.  —  Le  rapport  des  rayons  des  cercles  ABC,  apy  est  propor- 
tionnel au  sinus  de  l'angle  formé  par  un  des  cotés  du  triangle  a[5y 
sur  une  droite  fixe. 

La  figure  étant  déterminée  quand  trois  des  six  points  sont 
déterminés,  il  est  clair  que  nous  pouvons  exprimer  chaque 
angle  et  chaque  ligne  de  la  figure  en  fonction  des  angles  du 
triangle  ABC,  des  angles  du  triangle  ajBy  et  de  l'angle  que 
fait  un  des  côtés  du  triangle  7.[3y  avec  un  côté  de  ABC. 

Posons,  par  exemple,  ^ôy  =  6. 

Les  angles  des  côtés  de  afiy  avec  les  côtés  de  ABC  seront 
les  suivants  : 

B^ï  =  A  +  G  —  Ô      (  A^  =:  B  —  y  +  ô 

GÏ£  —  B  +  y   —  0        <  C(^  :z=  a  —  G  +  0 

Ap^  =^  G  -f  y    —  0        (  B^  =:  0 

Nous  pouvons   maintenant  établir    la    relation   qui   existe 

entre  l'angle  ô  et  le  rayon  r  du  cercle  circonscrit  à  afiy  dont 

les  angles  sont  connus.  Soit  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit 

à  ABG;  on  a  : 

_.  sin  Bya  sin  (A  +  G  —  G) 

Ba  =  yy.  :r::b  =■  ya .' , 

sin  yBa  sm  B 

,,          ^^     sin  GSa        ^     sin  (a  —  G  -f-  6) 
Ga  —  py. -^  —  Sa  î^ — . \ — : , 

sin  SG"/  sm  G 

et  B-y.  -f-  Ga  r^  BG  =  7  z=  2R  sin  A. 

Si  dans  cette  dernière  égalité  nous   remplaçons  Ba,  C-j.  par 

leurs  valeurs,  en  tenant  compte  des  relations 

ya  =  2rsin[3,         (5a  =  2r  sin  y, 
on  a 
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siii  (A  +  C  —  0)  .        sin  (a  —  C  +  0) 

2r  siu  S  : — TT \-  ir  sm  y  : — T^ 

^  sm  B  sm  L 

=:^  2R  sin  A 

R        sin  6  sin  (B  +  0)    ,    sin  y  siii  (-/  —  (  ;  -f-  0) 

ou         -  =:  [ : : 7 : 

V  sm  A  sui  B  sm  A  sm  u 

=  L  sin  (.{.  +  0),  (3) 

formule  dans  laquelle 

^.     .  sin  ?j    .    sin  y  sin  (a  —  C) 

L  sm  J/  = ^  A : 1 : p; ? 

sm  A  sm  A  sm  (^ 

sin  R      ,    T^   ,   sin  y  cos  (a  —  C) 

L  cos  'h  =  — COtllB  -\ : 1 : • 

sm  A  sm  A  sm  L 

On  peut  donner  à  la  valeur  de  L  une  forme  contenant  symé- 
triquement A  et  a,  B  et  p,  C  et  y.  Cette  valeur  est  la  suivante  : 
L^  sin^  A  sin^  B  sin^  G  =  sm^  a  cos  A  sin  B  sin  G 
+  sin^  3  sin  A  cos  B  sin  G 
-|-  sin^  y  sin  A  sin  B  cos  C 
-f-  2  sin  a  sin  p  sin  y  sin  A  sin  B  sin  G. 

(A  suivre.) 


GÉNÉRALITÉS  SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 

LES   POINTS  RÉCIPROQUES  ET  LES    POTENTIELS   d'oRDRE   p.    (*) 
Par  M.  G.  de  Longchanips. 


1.  Définition  des  points  réciproques  d'ordre  p. 

—  Imaginons  deux  points  M,  M'  dont  les  coordonnées  bary- 
centriques,  relativement  au  triangle  de  référence  ABG,  sont, 
respectivement,  a,  [3,  y  ;  a',  p',  y'  ;  et  supposons  que  ces 
coordonnées  vérifient  les  égalités 

^=,^^IL,  (A) 

ci^'         bP         cP  ^    ' 

formules  dans  lesquelles  p  désigne  un  nombre  entier,  positif 

ou  négatif;  nous  dirons  que   ces  points  M  et  M^  ainsi  liés 

l'un  à  l'autre  sont  réciproques  et  d'ordre  p. 

(*)  Pour  plus  de  rapidité  et  de  commodité,  j'emploie  dans  cette  note 
ridée  des  coordonnées  barycentriques  ;  mais  on  peut  rendre  cette  exposi- 
tion absolument  élémentaire  en  remplaçant  a  par  l'aire  du  triangle  MBG,  e  te . 
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La  réciprocité  des  points  M  et  M^  est  évidente  et  résulte 
de  la  symétrie  des  formules  (A.)  ;  il  va  sans  dire  que,  dans 
ces  formules,  a,  b,  c  désignent  les  longueurs  des  côtés  du 
triangle. 

Nous  nous  proposons  d'indiquer  ici  comment  on  peut 
construire,  de  proche  en  proche,  les  points  récij)roques  de 
dilïerents  ordres  :  nous  entrerons  aussi,  à  propos  de  ces  points, 
dans  quelques  réflexions  générales  sur  les  points  et  sur  les 
droites  qui,  placés  dans  le  plan  d'un  triangle,  lui  sont  associés 
d'après  une  loi  géométrique  simple. 

2.  Points  réciproques  proprement  dits.  —  Dans 
le  cas  particulier  oii  l'on  suppose  p  z=  o,  les  formules  (A) 
deviennent 

ay/  ==::  [36'  =  yy'  ; 
les  points  qui  correspondent  à  ces  égalités  sont  ceux  que  nous 
avons  particulièrement  étudiés  et  que  nous  avons  nommés 
points  réciproques.  Nous  conserverons  cette  dénomination  et 
quand  il  nous  arrivera  d'employer  cette  expression,  sans 
spécifier  l'ordre  p  des  points  réciproques  considérés,  il  sera 
donc  entendu  que  nous  voulons  parler  des  points  réciproques 
de  l'ordre  zéro.  Nous  convenons  aussi  de  représenter  ces 
deux  points  par  les  lettres  M  et  Mo. 

On  sait  comment  on  construit  ces  points  réciproques  ;  on 
joint  AM,  cette  droite  rencontre  BC  en  [x  et  l'on  prend  le 
point  [/  isotomiqae  de  ;x  (*)  ;  la  droite  A;/  et  les  deux  autres 
droites  analogues  concourent  au  point  réciproque  Mo. 

3.  Points  réciproques  du  colonel  Mathieu,  ou 
points  inverses.  —  Les  points  réciproques  du  deuxième 
ordre  ont  fait  autrefois  l'objet  d'une  étude  remarquable  (**)  ; 
ce  sont  les  points  inverses  du  colonel  Mathieu. 

(*)  G'esL-à-dire  symétrique  de  [^  par  rapport  au  milieu  de  BG. 

(**)  Nouvelles  Annales  de  7n((lhéuiatiques,  ]S6ô.  —  Ces  points  ont  étéaussi 
a.i^pe\és  points  conjugués  isogonaux  par  M.  Neuberg.  Dans  notre  manière 
de  voir, ces  points  rentrent  dans  la  famille  des  points  réciproques;  mais 
pour  les  distinguer  des  autres,  et  vu  leurs  propriétés  remarquables,  on 
peut,  croyons-nous,  leur  conserver  le  nom  qui  leur  a  été  donné  par 
celui  qui  les  a  imagines  le  premier. 
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Nous  rai)pi'Ioiis  soul(3ment  (|uc  les  points  inverses  se  coi- 
rcspondciil  i)ar  la  loi  i;éoiné(,iiqu(;  suivante  : 

Soit  jM^  un  point  donné  dans  le  plan  d'un  tiiani^lc  ABC  ;  la 
droite  symétrique  de  AM,par  rai)port  à  la  bissectricede  l'angle 
formé  par  les  semi-droites  AB,  AC  d'une  part,  et  les  deux  autres 
droites  analogues  d'autre  part,  se  coupent  en  un  point  Mg.  Les 
deux  points  Mj,  M.^  associés  de  cette  façon  sont  les  points 
inverses  du  colonel  Mathieu  ou,  dans  le  système  de  corres- 
pondance plus  général  que  nous  imaginons  ici,  les  points 
réciproques  du  deuxième  ordre. 

4.  Points   réciproques   du   premier    ordre.    — 

Entre  les  points  réciproques  proprement  dits  et  les  points 
inverses  se  placent  tout  naturellement  les  points  réciproques 
du  premier  ordre  M,  M^,  dont  les  coordonnées  barycentriques 
vérifient  les  égalités  : 

gai  __  p  p^  _  ï  Ti 
a  h  c 

A  ces  formules  correspond  une  transformation  des  figures 
qui  ne  paraît  pas  encore  avoir  été  étudiée  et  que  d'ailleurs 
nous  ne  voulons  pas  aborder,  du  moins  en  ce  moment.  Nous 
nous  proposons  seulement  d'indiquer  une  construction  géo- 
métrique permettant  de  trouver  le  point  Mj,  point  réciproque 
du  premier   ordre,  correspondant  à  un  point  donné  M. 

Lorsque  nous  aurons  comblé,  comme  on  va  le  voir,  cette 
lacune  qui  existait  entre  le  principe  de  la  transformation  du 
colonel  ûlatliieu  et  celui  de  notre  transformation  par  points 
réciproques,  il  sera  donc  acquis  que  les  points  réciproques 
d'ordre  o,  i,  ou  2,  se  déduisent  du  point  donné  par  des 
constructions  connues  ot  simples.  Nous  avons  rappelé  tout  à 
l'heure  celles  qui  donnent  les  points  réciproques  d'ordre  o 
et  2  ;  mais  il  nous  reste  à  montrer  comment,  d'un  point 
donné  M,  on  déduit  le  correspondant  réciproque  du  premier 
ordre  M^. 

5.  Construction  des  points  réciproques  du  pre- 
mier ordre.  —  Considérons  le  triangle  ABC  et,  sur  les  di- 
rections BA,  CA,  prenons  BP  ^r:  CQ  =  X  ;  nous  ferons  d'abord 
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observer  que  le  cercle  KVQ  passe  par  un  second  point  fixe 
situé  sur  le  cercle  circonscrit  ù  ABC  et  sur  la  bissectrice  exté- 
rieure de  l'angle  A. 

En  effet,  prenons  AB  et  AG  pour  axes  de  coordonnécR  :  l'c- 
qualion  du  cercle  APQ  est 

x"^  +  ff  -(-  2ac;i/  cos  A  —  (c  —  X)  x  —  (b  —  l)  y  ^  o, 
ou 
x"^  -f-  ?/2  >j_  2xy  cos  A  —  ex  ~  by  ■]-  a  (x  -\-  y)  =^  o. 
Sous  cette  forme,  nous  reconnaissons  immédiatement  que 

APQ  passe,  abstraction 
faite  de  A,  par  un  autre 
point  fixe  A'  appartenant 
au  cercle  circonscrit  ABC 
et  à  la  bissectrice  exté- 
rieure de  l'angle  A. 

Cette  remarque  étant 
faite,  prenons  sur  les  droi- 
tes A  a,  A|;/  deux  points 
ciuelconques  M  (a,  fi,  y)  et 
M'  (ce-,  p',  y'). 

Nous  avons 
C^  .  C|/  =  GQ  .  b. 

et 

Ba  .  Bu'  =:  BP  .  c, 

d'où  (puisque  CQ  =  BP), 

Ca     C[jJ  b 

Bîl  *  bI'  ""  C  * 
Mais 

B[x  ~  Y     '     Ba'  y'  ' 

écrivons  donc,  finalement, 

b  c  ' 

En  appliquant  cette  remarque  aux  trois  sommets  du 
triangle  ABC,  on  voit  comment,  par  le  moyen  de  la  circon- 
férence AA';x  et  des  deux  autres  circonférences  analogues, 
on  pourra  trouvci  le  point  M',  réciproque  du  premier  ordre 
du  point  donné  M. 
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rarnii  l('s  corrcspoiulanccs  l'cMiuiiqiiahlcs  dans  los  points 
récii)n)(|ii(>s  du    itrcniicr  ordres,  nous  cit(îrons  les  siiivanU^s  : 

1"  Au  ('.entre  d(^  i;ravito 

7.  =  C  =:  y, 
correspond   le  poini 

1     =:     Ê-     r=r     I, 

abc 
c'ost-à-dirc  1(*  rentre  du  cercle  inscrit. 

2<*  Au  réciproque  du  centre  du  cercle  inscrit 

aa    :tt:    [56   :r=    yC, 

correspond  le  point 

-  =  f-  ■=,  1, 

fj'i  lyi  (.-i 

c'est-à-dire  le  point  de  Lemoine. 

6.  —  Avant  de  ([uitter  les  points  réciproques  du  pre- 
mier ordre,  je  veux  (^ncore  faire  connaître,  concernant  ces 
points,  une  élégante  construction  qui  m'a  été  communiquée 
par  M.  Neuberg". 

Les  notations  précédentes  étant  conservées,  prenons 
Av-i  —   13;/.  A;/2  =  Ca  ; 

la  droite  qui  joint  A  au  milieu  de  y.j'Xg  passe  par  M,  réciproque 
du  premier  ordre  de  M. 
En  effet,  nous  avons 
lj.,AR  _  Auj.AR 
ËÂi?  ~  Aii.Ao/  ' 

a'AiJ         A|/.AC' 
et,  par  suite, 
;/AG        A.x^.AC        Ba  AC 


Î^/AB 

A[/,.AB 

C[J.  AB 

ou 

fi    c 

ou  enfin 

BF  _  yy' 
t)     ~  ~c    ' 
En  appliquant  cette   construction   aux   points   B  et  C  on 
obtient  ainsi  trois  droites  f(ui  concourent  au  point  cherché  M'. 
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Nous  pouvons  aborder  maintenant  le  problème  que  nous 
avions  d'abord  en  vue  et  dans  lequel  nous  nous  proposions  la 
construction  du  point  réciproque  d'un  ordre  quelconque, 
correspondant  à  nn  point  donne. 

(A  suivre.) 


QUESTIONS  DIVERSES  D'EXAMENS 

[Suite,  voir  p.  91  ) 


9.  —  Bcsoiidrc  Véquatinn 


-+r+^-  ' 


a        b       X        a+b+x 
Pour  éviter    certaines    longueurs,    très  relatives,    dans  le 
calcul  proposé,  on  observera  que  cette  équation  peut  s'écrire 

1  +  1  = ! --1, 

a       b        a  -\-  b  -\-  X       œ 

ou 

a  -\-b —  a  —  b 

ab  X  [x  -\-  a  -\-  b) 

ou  encore 

(a  -f  b)lx^  +  x{a  +  6)  +  ab\  =  o. 
Finalement  l'équation  proposée  est  donc 

(a  +  b)(x  +  a){x  +  b)  =  o. 
Si  l'on  suppose    a  ~{- b  =  o,  l'équation    est  identique;  au 
contraire,  si  l'on  a  a  -[-  6  ;zf  o,  les  racines  sont  —  a  et  —  b. 

Remarque.  —  Beaucoup  d'équations  du  second  degré  peu- 
vent se  ramener  à  deux  équations  du  premier  degré  quand 
on  groupe  les  termes  qui  les  constituent  dans  un  certain 
ordre.  Ainsi  les  équations 


a 

1  "■    ■ 

X 
X 

a 

'    a--  I 
a        ■ 

X  —  I 
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a 


— I :: , 

X  x-\-  b  —  a 


X 


-  + 


a        X  -}-  6  —  a 
so  résolvent  très  sim])lomont  ot  sans  avoir  rocoiirs  aux  formules 
oi'diiiaires,  en   observant    que  x  =  a  est,  évidemment,  une 
racine. 

Soit  encore  l'équation 

n~  I) 


X  — 

a 

1 

X  — 

h 

En 

r 

ecriv 

ant 

sous 

I 

la 

fo 

rnie 

T 

I 

X  — 

a 

b 

a 

X —  b 
on  met  en  évidence  la  racine  a  ~\-  b. 

Ces  artifices  de  calcul  permettent  aussi  de  résoudre  certaines 
équations  d'un  degré  supérieur  au  deuxième. 

1"  Ainsi,  l'équation 


X  -\-    ï  X  -\-  2  X  —    I  X 

(Baccalauréat,  Paris,  juillet  1882) 
est  du  troisième  degré,  mais  elle  admet  visiblement  la  racine 
X  =  o.  On  met  d'ailleurs  cette  racine  en  évidence,  en  écrivant 
le  premier  membre  sous  la  forme 

2X  ,  2X 

-\ =  o. 


x^  —  I        x^  —  4 
2°  Dans  l'équation  du  troisième  degré 

1     .     __J L  '  .  '  ^  o 

X     ^  X  -j-    ]    ~  X  -\-  2~  X  -f  3 

3 
on  met  en  évidence  la  racine  a^  = en  associanf.  :  1"  les 

2 

fractions  extrêmes,  et  2^  les  deux  fractions  intermédiaires. 
3°  Pour  citer  un  dernier  exemple  de  cette  méthode  qui 
consiste,  comme  l'on  voit,  à  signaler  a  jyrioîH  une  solution 
évidente,  considérons  encore  les  équations 

ax  -\-  by  -{-  cz  =  b  -\-  c, 

bx  -{-  cy  -}-  az  =  c  -\-  a. 

ex  ■-\-  ay  -{-  bz  =  a  -{-  b; 
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ces  équations  sont  visiblement  vérifiées  par  x  =  o,  y  =  i, 
z  =  i.  Si  le  dénominateur  A  des  inconnues  n'est  pas  nul, 
ces  équations  ne  comportant  qu'une  solution,  elles  se  trouvent, 
par  cela  même,  résolues  sans  calcul. 

Si  l'on  veut  poursuivre  la  discussion  de  ce  système,  on  doit 
former  A  et  l'on  trouve 

A  =  3abc  —  a^  —  b^  —  c^. 

La  discussion  du  signe  de  A  et,  par  suite,  la  détermination 
des  valeurs  de  a,  h,  c  pour  lesquelles  A  passe  par  zéro, 
offrirait  quelque  difficulté  si  l'on  n'observait  pas  que  Ton  a 

A  :h:  (a  -f  6  +  c){ab  -]-  ne  -{-  bc  —  fl^  —  b^  —  c^), 
et 

a""  4-  b"" 4- c''  —  ab  —  ac—  bc:=:-(a—  bYA-'(b—cY -{--(c—aY, 

2  2  2 

Cette  méthode  de  résolution  instantanée,  si  l'on  peut  dire, 
d'une  équation  donnée,  convient  particulièrement  bien  à 
certains  exemples  et  elle  nous  paraît  propre  à  développer 
cet  esprit  de  combinaison  qui  trouve,  dans  le  calcul  algébrique, 
de  si  fréquentes  applications. 

Nous  en  donnerons  un  dernier  exemple  en  prenant  l'équation 


X  —  a       X  —  b       a       b 

11  est  évident  que  cette  équation  sera  vérifiée  si  l'on  assigne 
ax  une  valeur  telle  que  chacune  des  fractions  qui  constituent 
le  premier  membre  soit  égale  à  l'une  des  fractions  du  second 
membre.  Cela  revient  à  dire  que  l'égalité 

A  +  B  =:  A'  +  B'  (2) 

est  vérifiée  si  l'on  a  A  =  A'  et,  en  môme  temps,  B  =  B'.  Bien 
entendu,  la  réciproque  n'est  pas  nécessaire. 

En  regardant  attentivement  l'égalité  (1)  on  reconnaît  alors 
que  pour  x  =z  a  -\-  b,  les  conditions  suffisantes  que  nous 
venons  d'admettre  pour  (2)  sont  vérifiées  pour(l).  On  a.  ainsi, 
une  des  racines  de  l'équation  proposée. 

L'autre  racine  x"  s'obtient,  sans  calcul,  en  appliquant  les 
principes  bien  connus  relatifs  aux  relations  qui  existent 
entre  les  coefficients  et  les  racines  d'une  équation.  On  trouve 

2o6 


aloi's 


X 


a  -\-  b  (A  suivre.) 


JOUHNAL  UE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIUKS         117 


CORRESPONDANCE 


ExLrait  dune  lettre  de  M.  Catalan. 

...  Je  vous  dois  dos  lomerciemeuts  pour  la  publicaliou 
de  l'aimable  et  savante  lettre  du  bien  regrette  Realis. 
Cependant,  cette  lettre  appelle,  me  semble-t-il,  quelques 
mots  d'explication. .  .j'allais  dire  :  de  justificaiion.  Il  n'a  jamais 
été  dans  ma  pensée  de  vouloir  une  démonstration  du  beau 
théorème  de  Fermât  au  moyen  de  simples  identités.  Si  mes 
souvenirs  sont  fidèles,  voici  comment  les  choses  se  sont 
passées. 

Quand  vous  m'avez  demandé  une  démonstration  de  ce 
théorème,  je  vous  ai  répondu:  «  Adressez-vous  à  Realis;  il 
est,  en  théorie  des  nombres,  beaucoup  plus  compétent  que 
moi  »  ;  ou  quelque  chose  d'approchant.  Quant  à  la  natui^e  de 
cette  démonstration,  c'est,  comme  vous  l'écrivait  Realis, 
((  une  simplification  à  la  démonstration  donnée  par  Euler  ». 

En  1848,  M.  Hermite  a  donné^  dans  le  Journal  de  Liouville, 
une  démonstration  très  simple  de  ce  premier  lemme  : 

Tout  nombre  premier,  de  la  forme  4K  -|-  i,  eU  la  somme  de 
deux  carrés. 

Si  le  plus  éminent  des  géomètres  français  pouvait  en 
faire  autant  pour  cette  autre  proposition  : 

Tout  nombre  premier,  de  la  forme  4K  —  i ,  est  la  somme  de 
quatre  carrés, 

votre  désir,  qui  est  aussi  le  mien,  serait  accompli.  La 
démonstration  exposée  par  Le  Besgue  est,  de  tout  point,  fort 
peu  satisfaisante. . . 

Nota.  —  Je  ne  crois  pas  que  la  notice  que  j'ai  publiée  sur 
Realis  puisse  prêter  à  la  confusion  contre  laquelle  proteste 
M.  (Jatalan.  La  pensée  de  prendre  pour  la  démonstration  du 
théorème  de  Fermât  le  secours  des  identités  est  une  idée 
que  y ai\' dis  personnellement  communiîjuée  à  Realis  et  qu'il  a 
combattue  dans  la  lettre  qu'on  a  pu  lire. 
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Peut-être  la  conclusion  de  cette  lettre  est-elle  trop  absolue 
et  il  me  paraît  difficile  de  borner,  à  priori,  l'inlhience  des 
identités  dans  cette  partie  de  la  théorie  des  nombres  ou  l'on 
ne  fait  pas  intervenir  la  forme  arithmétique  de  ceux-ci,  mais 
simplement,  comme  dans  le  théorème  en  question,  la  condi- 
tion qu'ils  sont  entiers.  G.  L. 


QUESTION  168 

^olutiou  par  M.  Delpirou  (Lycée  Janson  de  Sailly). 


Soient  A,  A'  deux  parallèles  et  A"  la  parallèle  èquidis tante  : 
soit  aussi  AA'  une  perpendiculaire  commune  à  ù^  et  à  M .  Ayant 
pris  un  jjomt  M,  arbitrairement,  dans  le  plan  de  ces  droites, 
MA  et  MA'  rencontrent  A",  respectivement,  aux  points  B  et  G.  On 
projette  B  en  B'  sur  A';  et  C  en  G'  sur  A.  Démontrer  que  les 
trois  points  C,  M,  B'  so7it  en  ligne  droite.  —  Généraliser  cette 
propriété  qui  est  projective. 


0^- 


G  étant  le  milieu  de  A'N,  G'  est  le  milieu  de  AN. 

D'autre  part  B  étant  au  milieu  de  PA,  B'  est  milieu  de  PA'; 
donc  MG'  passe  par  B',  puisque  A  et  A'  sont  parallèles. 

Supposons  que  A,  A',  A"  soient  trois  droites  concourantes  en 
0.  Soit  AA'  une  sécante  quelconque,  et  M  le  poiut  considéré 
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(lu  plan.  Par  M  menons  ML  parallèle  à  AA.'  et  joiij;uons  MO. 
Par  B  et  C  menons  BB'  et  CC  parallèles  à  Ak'.  ^ 

Considéronsle  faisceau  0(MAA"A')  coupe  parles  deux  sécantes 
MP,  MA',  on  a 

(MABPj  ^  (MNCIA') 
mais  d'autre  part 

et 

donc 


(MABP)  =  (K'A'B'P) 

(MNCA')  =  (KNG'A); 


(K'A'B'P)  =  (KNC'A), 
ce  qui  exii>e  que  la   droite  B'C  passe  par  le  sommet  M  du 
faisceau  M(K.NC'A). 

Remarque.  —  On  serait  arrivé  au  môme  résultat  en  proje- 
tant la  première  figure  sur  un  plan  quelconque  et  en  pre- 
nant dans  l'espace  un  centre  de  projection,  AA'A"  seraient 
devenues  trois  droites  concourantes  et  l'on  aurait  reproduit  la 
deuxième  figure. 

Nota.  —  Cette  généralisation  n'est  pas  aussi  complète  que 
le  comporte  l'énoncé  de  la  question  proposée. 

Il  fallait  observer  d'abord  que  la  propriété  indiquée  subsis- 
tait  pour  trois  parallèles  quelconques  et  pour  une  transversale 
oblique  AA';  ce  qui  permet,  en  faisant  Id  projection  conique  de 
la  figure  (sa  perspective,  si  l'on  préfère)  de  remplacer  A,  A',  A" 
par  trois  dî^oi tes  concourantes  quelconques;  et  les  parallèles  AA', 
BB',  ce  sont  alors  représentées  sur  la  figure  perspective  par 
trois  droites  concourantes.  En  reproduisant  la  démonstration 
qu'on  vient  de  lire,  on  vérifie  la  proposition  suivante  qui  est 
la  généralisation  de  la  remarque  élémentaire,  tout  à  fait  évi- 
dente, qui  correspond  à  la  première  figure. 

Etant  dominées  trois  droites  concourantes  A,  A',  A'  et  une  trans- 
versale O'AA',  on  joint  MA.  qui  rencontre  A"  en  B,  puis  MA'  qui 
coupe  A"  en  C;  les  droites  O'B  et  O'G  coupent  A  et  A'  respecti- 
vement en  des  points  B'  et  C  qui  sont  la  ligne  droite  avec  M. 

C'est  ainsi  qu'en  partant  des  propriétés   géométriques  les 
plus  simples  et  les  plus  évidentes,  on  arrive  sans  effort  à  dé- 
couvrir d'autres  propriétés   beaucoup   moins   visibles   et  la 
démonstration  de  ces  dernières  constitue  un  exercice  utile 
lequel  ne  laisse  pas,  parfois,  d'offrir  quelques  difficultés. 


120         JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

Dans  les  solutions  que  nous  avons  reçues,  sauf  dans  celle 
de  M.  Chapron,  la  généralisation  complète  n'a  pas  été  donnée. 
M.  Chapron  a  bien  fait  la  projection  conique  de  la  figure, 
mais  il  n'a  pas  cru  devoir  vérifier  par  une  démonstration 
directe  la  propriété  ainsi  trouvée,  et,  dans  notre  pensée, 
c'était  cette  vérification  môme  qui  constituait  tout  l'intérêt 
de  la  question  posée.  G.  L. 

Nota.  —  Ont  résolu  (avec  la  restriction  que  nous  venons  de  faire)  cette 
question:  MM.  Chapron,  à  Bragelogne;  G.  Potier,  lycée  Henri  IV  (classe  de 
M.  Colas);  Lavialle  de  Lameillère  (id.);  (îarriau  (id.);  L.  l'rince  et  Bourdier, 
lycée  de  Grenoble;  Anatole  Chapelier,  au  lycée  de  Nancy. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


213.  —  On  considère  deux  cercles  y,  y  et  sur  leurs  cir- 
conférences deux  points  A,  A';  on  propose  de  trouver  sur 
l'axe  radical  A  un  point  M  tellement  situé  que  les  droites  MA, 
MA'  rencontrent  les  circonférences  considérées  en  deux  points 
B  et  B'  tels  que  BB'  soit  perpendiculaire  sur  A. 

(Bordage.) 

214.  —  Lorsque  quatre  points  A,B,C,D  sont  situés  en  ligne 
droite  et  dans  l'ordre  indiqué,  ils  déterminent  six  segments 
parmi  lesquels  deux  (AG  et  BD)  empiètent  l'un  sur  l'autre. 

Démontrer  que  si  l'on  fait  abstraction  de  ces  deux  segments, 
et  si  les  quatre  points  forment  une  division  harmonique,  les 
quatre  autres  segments  jouissent  de  la  j^ropriété  que  l'inverse 
du  plus  petit  est  égal  à  la  somme  des  inverses  des  trois 
autres.  (G.  L.) 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IMPKIMKBIE  CENTKALB   DES  CHEMINS  DE   FEK.  —  IMl'UlMBiUE  CHA.IX. 
BUE  BERGÈRE,  20,  PARIS.    —   O'ioSb. 
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PUOHLEME  DE  MECANIQUE 

Tar  M.  iCd.  Oiiillet»  professeur  au  lycée  d'Avi^'UGU 
[Suite,  voir  p.  97). 


MÉTHODE   GÉOMÉTRIQUE 

Décrivous  une  circonférence  sur  AB  comme  diamètre;  soit 
BN  la  normale  au  plan  incliné  en  B,  et  BC  la  direction  de 
la  vitesse  après  le  choc.  Nous  allons  démontrer  que  l'hori- 
zontale LOS  menée  par  le  point  C,  où  la  vitesse  de  départ 
en  B  rencontre  la  circonférence,  passe  au  sommet  S  de  la 
première  parabole. 

En  elTet,  le  triaui^le  rectangle  BLG  donne 

BL  =  BC  cos  2a, 
et  le  triangle  rectangle  ABC  donne  à  son  tour 

BC  =  h  cos  2a. 
On  a  donc 

BL  =  h  cos''  2a. 
Or  la  formule  (21)  nous  a  fourni 

ES  =  h  cos'^  2a. 

Donc 

BL  =  ES, 

c'est-à-dire  que  l'horizontale  du  point  C  passe  au  sommet  S. 

Le  lieu  des  foyers  de  toutes  les  paraboles  décrites  par  un 
projectile  lancé  de  B  avec  la  vitesse  initiale  Vo  et  sous  des 
angles  diiïérents  est,  comme  on  sait  et  comme  il  est  facile 
de  le  démontrer  géométriquement,  une  circonférence  décrite 
de  B  comme  centre  avec  BA  pour  rayon.  On  aura  donc,  en 
particulier,  le  foyer  F  de  la  parabole  BSB'  en  prolongeant 
AC  d'une  quantité  égale  CF  ;  et  la  verticale  DSFE  sera 
l'axe  de  la  parabole. 

Cette  construction  montre  en  même  temps  que  si  Ton 
mène  l'horizonlale  FI,  on  a 

Ll  z=  LA  . 
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et,  par  couséqiient,  aussi 

SF  z=:  SD. 

Ce  qui  prouve  que  l'horizontale  ADD'  est  la  directrice  de 
la  première  parabole  BSB'. 

Pour  trouver  le  point  B'  où  cette  parabole  rencontre  BX, 
nous  remarquerons  que  la  tangente  à  la  courbe  parallèlement 
à  BX  a  son  point  de  contact  sur  le  diamètre  conjugué  de 
cette  droite  BX;  de  sorte  que  si,  par  le  point  de  contact  de 
cette  tangente,  nous  menons  une  parallèle  à  l'axe,  elle  cou- 
pera BX  au  milieu  de  BB'. 

Pour  mener  la  tangente  à  la  parabole  parallèlement  à  BX, 
supposons  le  problème  résolu  et  abaissons  du  foyer  F  une 
perpendiculaire  sur  cette  tangente  ou  sur  sa  parallèle  BX. 
Cette  perpendiculaire  coupe  la  directrice  en  un  point  M,  qui 
appartient  au  diamètre  conjugué  de  la  tangente.  Il  suflira 
donc  de  mener  MP  parallèle  à  AB  pour  avoir  le  milieu  P  de 
BB'  et,  par  suite,  en  prenant  PB'  —  PB,  on  aura  le  point  B'. 

Quant  à  la  tangente  en  B',  on  l'obtiendra  en  menant  la 
bissectrice  de  l'angle  K'B'F,  formé  par  le  rayon  vecteur  B'F 
et  la  parallèle  à  l'axe  menée  en  B'. 

Si  l'on  veut  déduire  de  cette  construction  l'abscisse  du 
sommet  S  ou  du  foyer  F,  on  remarquera  que,  dans  le 
triangle  rectangle  BFI,  on  a 

BF  =  /i        et        FBA=:4a; 

d'où 

IF  =  /i  sin  4a  ; 

c'est  le  résultat  donné  par  la  formule  (19). 

De  mémo  pour   obtenir  l'abscisse  oCi  du  point    13',    nous 

Remarquerons  que 

Xi^  =  2AM. 

Mais 

AM  =  IF  +  DM. 

Or 

DM  =  DF  tg  a 

DF  =  2AL 

AL  =  /«  sin''^  2a. 

Donc 

DM  =  2/1  sin"'*  2a  tg  a. 
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Par  suite 

.r^  :z^  2/1  siii  4-/  4~  4^  ^ii^^  -'^  •'ti"  *^- 
ou 

r,  =  4/i  siii  2a[cos  2a  +  si"  -"^-  ^ï^  ^J' 
mais 

cos  2a  -f-  '^iii  -^  f-o  ^-  ^=  '  > 
on  a  donc  cntin 

œ^  =  ^h  siu  2a. 
Et  l'on  retrouve  ainsi  la  formule  (11). 
On  retrouvera  de  môme  l'amplitude  A  en  divisant  x^  par 
cos  a,  ce  qui  donne 

A  =  Sli  sin  a. 
Nous  déterminerons  tout  aussi  facilement,  et  de  la  même 
façon,  tous  les  éléments  de  la  deuxième  i)arabole  B'S'B', 
pourvu  que  nous  connaissions  la  hauteur  de  chute  h'  capable 
de  donner  la  vitesse  ri,,en  môme  temps  que  la  direction 
de  cette  vitesse  après  le  choc. 

Or,  il  est  facile  de  mener  B'C  telle  que  B'N'  soit  bissec- 
trice de  l'angle  TB'G\ 

Quant  à  h\  nous  avons  trouvé  : 

h'  =:h[\  +8  sin'^  a]. 
Or,  si  nous  appelons  K'  le  point  de  rencontre  de  la  verti- 
cale en  B'  avec  la  directrice  ADD'  de  la  première  parabole, 
nous  voyons  que 

B'K'  =  B'U  +-  AB. 


B'U  =  œ,  ig  a 


Mais 
c'est-à-dire 

On  a  donc 

c'est-à-dire 

B'K'  =  h'. 
On  voit  ainsi  que  la  vitesse  v^^  en  B'  est  la  même  que  si 
la  sphère  tombait  librement  en  ce  point  de  la  même  horizon- 
tale ADK'  du  point  de  départ  A,  et  la  deuxième   parabole 
aura  même  directrice  que  la  première. 


B'U  =  4/i  sin  2a  tg  a 
B'U  =  8/1  sin^  a. 

B'K'  =  /i[i  +8  sin'^a], 
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On  décrira  doue  oiicoro  une  circourcrcuc<3  sur  B'K'  comme 
diamètre,  et  par  le  poiut  C,  oii  elle  coupe  B'C,  on  mènera  la 
tangente  G'S'  au  sommet  de  la  deuxième  parabole. 

Le  foyer  F'  se  déterminera  en  prenant  sur  le  prolongement 
de  K'C  une  longueur  égale  C'F', 

D'ailleurs  ce  foyer  F'  devra  encore  se  trouver  sur  la  cir- 
conférence FKF'  décrite  de  B'  comme  centre  avec  B'K'  pour 
rayon. 

La  connaissance  du  foyer  F'  et  de  la  directrice  ADD'  déter- 
mine complètement  la  parabole,  et  l'on  trouvera  encore  le 
point  d'intersection  B"avec  BX  comme  on  a  trouvé  le  point  B'. 

La  figure  montre  comment  nous  avons  déterminé  les  som- 
mets S,  S',  S"...,  les  fo^^ers  F,  F',  F"  et  les  milieux  P,  P'...  des 
amplitudes,  ainsi  que  les  tangentes  en  B,  B',  B"... 

(A  suivre.) 


L'OMNIFORMULE  DE  GUBATURE 

Par  M.  Casimir  Rey  (*). 

[Suite,  voir  p.   101.) 


23.  r'ormule  de  Simpson.  —  La  formule  de  Simpson 

^  =  ^  (-^1  +  4-^2  +  2-?a    .  •  .    +  4'^-2n  +  ^«  +  1  ). 

n'est  autre  que  l'omniformule  dans  laquelle  on  fait 

h  -=.  2d, 
et  elle  mesure  approximativement  le  volume,  parce  que  ses 
sections  de  rang  impair  le  décomposent  en  segments  aux- 
quels l'omniformule  s'applique  ou  rigoureusement  ou  très 
approximativement;  les  sections  doivent  être  assez  rapprochées 
pour  que  leurs  surfaces  ne  contiennent  pas  de  ligne  d'in- 
ilexion  entre  les  sections  de  rang  impair. 

24.  Démonstration  analytique  de  lomniformule. 

—  Soient  trois  axes  de  coordonnées  OX,  OY,  OZ;  0  l'angle  de 
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OZ  avec  le  plan  XOY  cl  la  surface  .s  dont  l'aire  est  exprimée 
par  le  polynôme  (A^s'^ -[- A^s  -f- A.J  dans  le((uel  A^,  A^,  A2 
sont  (les  })aramètros  donnes. 

La  primitive  de  AqZ^  -{-  A^z  -\-  Aj 

est 

^  +  ^  +  A,3+G, 

C  désignant  une  constante  arbitraire. 

Le   volume    V   engendré   par  le  déplacement   de  s  quand 
z  varie  de  z  :=:  Z(^  -d  z  =  z-^  est  donné  par 

Y: 


"^(.î-.iî)  +  ^  (.î-.^)  +  A,(., -..,)' 


sin  0 


ou,  après  la    mise  de  (z^  —  js^)  en  facteur  commun  et  les 
réductions  faites  convenablement,  par 

/     ^^zi  +  ^,z,-{-A,  =  B 

l  -  4B'. 

Mais  (z^  —  Zq)  sin  0   est   la  hauteur   du    volume    compris 

entre  les  bases  parallèles  B,  6,  dont  B'  est  la  section  équi- 
valente des  bases;  donc 

V=^\b+/.  +  4B'). 

25.  Corollaire  très  important.  —  L'omniformule 
s'applique  à  tout  segment  compris  entre  deux  bases  j^aral- 
lèles,  limité  latéralement  par  une  surface  de  second  ordre 
fermée,  ou  par  des  surfaces  du  second  ordre  donnant  un 
contour  latéral  fermé  et  se  raccorJant  suivant  des  droites 
ou  des  coniques. 

26.  Formule  plus  générale.  —  Soit  Taire  5  donnée  par 

.9  =  Ao-.'"  -f- A,3'»-^  . .  +  A„,_i^  +  A,„. 
En    raisonnant  comme  dans  le  paragraphe  précédent,  on 
trouve  que  le  volume  engendré  par  5,  quand  z  varie,  depuis 
z  =  ^,3  jusqu'à  z  =  j?i,  est  donné  par  la  formule 
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V  I  m  +  I  m 

y  _   j  A"*-i 

+   .   .  .  +-V-  (^  -  '•<•)  +  ^-  (^"1  -  ^^') 
X  sin  0 
et  pour  m  =  2  on  retrouve  l'omniformiile. 

Dans  ce  cas  (w  =  2)  la  formule  est  simple,  rapide  à 
appliquer,  facile  à  démontrer  élémentaircment.  Jointe  à 
la  formule  de  Guldin,  elle  suffît  a  l'ingénieur,  à  l'architecte, 
au  constructeur,  au  mécanicien,  etc.  ;  elle  condense  un  grand 
nombre  des  formules  usuelles  et  permet  de  les  retrouver 
facilement.  C'est  donc  l'omniformule  qui  est  importante,  et 
non  la  formule  plus  générale,  mais  peu  pratique,  qui  fait 
l'objet  du  présent  paragraphe. 

27.  Remarque  relative  au  tonneau.  —  C'est  par 
erreur  que  M.  Pujet,  dans  sa  thèse  citée  dans  la  note  que 
M.  de  Longchamps  a  placée  au  bas  de  la  première  page  de 
ce  travail,  donne  les  tonneaux  parmi  les  corps  auxquels  peut 
s'appliquer  l'omniformule.  Elle  n'est  i3as  applicable  à  la  cuba- 
ture  des  tonneaux;  d'abord,  parce  que  ceux-ci  n'ont  pas  une 
forme  géométrique  bien  définie.  Si  nous  les  considérons 
comme  des  sommes  d'onglets  limités  par  les  plans  des  bases, 
les  plans  passant  par  l'axe  et  les  joints  des  douves  et  les 
surfaces  desdites  douves,  quelle  forme  attribuerons-nous  à 
ces  dernières  surfaces? 

Si  on  admet  approximativement  que  le  tonneau  est  un 
volume  de  révolution,  le  trapèze  générateur  est-il  limité 
extérieurement  par  une  chaînette,  une  parabole  ou  un  arc 
de  cercle? 

Admettons  cette  dernière  hypothèse,  comme  on  le  fait  ordi- 
nairement. Alors  le  volume  n'est  pas  un  segment  sphérique 
à  bases  parallèles,  car  le  centre  de  l'arc  de  cercle  n'est  pas 
sur  l'axe  du  tonneau.  Dans  le  cas  où  nous  sommes,  le  volume 
est  engendré  par  un  cercle  variable  S  se  mouvant  parallèle- 
ment à  lui-même,  perpendiculairement  à  l'axe  03  (axe  du 
tonneau),  mais  on  n'a  pas  l'équation 

S  =  As'^  4-  B-  -f  G, 
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cquatiou  lUM-ossairo  pour  quo  roinniformulo  s'applique;  voir 
la  donionstration  aualyti([U(>  §  ("^"î')* 

On  peul.  consulter  à  ce  sujet  le  Trailé'  de  (léométria  de 
MM.  Rouché  et  deComberoussc  (5"  éd.,  2"  partie,  §  7G9,  p.  154). 
Les  auteurs  y  disent  : 

«  La  formule  V  =  -  ttH  (2R''  -|-  ?''^)    (c'est    l'omniformule 

3 

simplifiée  dans  le  cas  présent)  donne  un  résultat  trop  fort. 

La  formule    qui  s'adapte   le   mieux  à  la  forme  générale  des 

tonneaux  est  la  suivante  : 

V  =i-  ttH  [2R2  -j-  2r2  —  i  {R2  —  r^j] 

{Comptes  rendus  de  rAcadém'e  des  snences^  t.  XLYIII,  p.  06.) 
»  Enfin  nous  signalerons  la  formule 

V  =  o,525  D' 
qui  permet  de  jauger  les  tonneaux  ordinaires  d'une  manière 
très  rapide   et  suffisamment  approchée  en   mesurant  seule- 
ment la  diagonale  D  qui  va  du  trou  de  la  bonde  au  point  le 
plus  bas  de  l'un   des  fonds.  » 

(A  '  suivre.) 


GÉNÉRALITÉS  SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 

LES   POINTS  RÉCIPROQUES  ET  LES   POTENTIELS    d'ORDRE   p. 
Par  M.  im*  de  Iiongchaini}§. 

[Suite,  voir  p.  109.) 


7.    Problème  I.  —  Sachant   trouver   le  point  réciproque 
d'ordre  p,  con^itruire  le  point  réciproque  d'ordre  —  p. 

Soit  M  (y.,  ^>.  v)  le  point  proposé,  M'  (a',  6',  -/ 
de  l'ordre  p;  on  a 

W  __  £^  _  y/ 
rtJ'         ¥         cJ'  ' 
et  Ton    suppose   que   l'on  sache   déduire,  par  une    certaine 
construction,   effectuée    bien    entendu    avec  la    règle  et   le 
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compas,  le  point  M'  du  point  M;  on  propose  alors  de  cons- 
truire le  point  M"  (a",  f;",  y")  réciproque  de  l'ordre  —  p. 
Les  coordonnées  de  M"  vérifient  les  ésralités 

a-i'       b-i'       c-i'  '  ^ 

Soit  pris  le  réciproque  Mo  (ao,  %,  yo)  (sens  ordinaire)  de  M; 
on  a  d'abord 

aao  =  ppo  =  TYo.  (2) 

D'autre  part,  si  Ton  construit  le  réciproque  d'ordre/)  deMo, 
on  obtient  un  point  M"  (a",  fi",  y")  et  l'on  a 

aP         bt'  cl'  '  ^  ^ 

Enfin,  soit  Mq  (aj,  go,  yj)  le  réciproque  (sens  ordinaire)   de 
M",  on  peut  écrire 

a  7.0  =  (i  fo  =  Y  Yo-  (4) 

Les  égalités  (2),  (;■))  et  (4)  donnent 

Il  nrll  rt 

^  _  P^  _  YYo  ^ 
a-p  ~  b-P  "~  c'-P  ' 

Finalement  le  point  Mq  est  le  réciproque  d'ordre  —  p  du 
point  donné  M.  Pour  l'obtenir  on  voit,  en  résumé,  qu'il  faut  ; 

1«  Prendre  le  réciproque  Mo  de  M, 

2**  Le  réciproque  M"  d'ordre  p  de  Mq, 

tS*'  Le  réciproque  Mi'  de  M"; 
le  point  Mo  ainsi  obtenu  est  le  réciproque  d'ordre  —  p  de  M. 

Il  résulte  de  cette  première  observation  que  si  l'on  sait 
construire  les  points  réciproques  correspondant  à  des  valeurs 
positives  de  p,  on  saura,  par  cela  même,  trouver  ceux  qui 
correspondent  à  des  valeurs  négatives  de  p. 

8.  Problème  II.  —  Sachant  construire  le  réciproque  M  de 
Vordre  p,  obtenir  celui  de  l'ordre  p  -j-  2. 

Les  notations  précédentes  étant  conservées,  nous  avons 
d'abord 

—  =  ÈÏ.  =  JL,  (\) 

aP         bP        cP'  ^  ^ 

Prenons  M'(aJ,  ^o  y»)  réciproque  de  M';  nous  avons  aussi 

a'a;  =  fjp'o  =  y'yi.  (2) 

(considérons  maintenant   le  point  M"(a",  6"   y"),  inverse  de 
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M(')  (ou  réciproque    du   deuxième    ordre,  comme   on    voudra 
l'appeler);  les  relations 

y-d'^     [-dp     Y   Y'» 

combinées  avec  (1)  et  (^),  donnent 

ax  [^f:.  Y  Y 


ai^  +  2  l)VVi  ç.p  +  2 

Ainsi,  pour  obtenir  le  point  réciproque  de  l'ordre  p  +  2, 

on  prendra: 
1^  Le  réciproque  M'  d'ordre  ;;  du  point  donné  M, 
â**  Le  réciproque  Mo  (sens  ordinaire)  de  M', 
S^  L'inverse  M"  (ou  réciproque  du  deuxième  ordre)  de  Mo  ;  le 

point  M"  auquel  conduit  cette  construction  est  le  point  cherché. 

9.  Problème  III.  —  Construire  la  réciproque  Mp  d\m 
ordre  quelconque  p,  positif  ou  négat'f,  correspondant  a  un 
point  donné  M. 

Comme  l'on  sait  construire  directement  les  réciproques  des 
trois  premiers  ordres  (o,  i,  2,)  on  pourra  donc,  par  appli- 
cation de  la  construction  précédente,  obtenir  successivement: 

1"  Les  points  réciproques  d'ordre  o,  2,  4,  ...  ;  2*^  en  partant 
des  réciproques  du  premier  ordre,  les  réciproques  d'ordre 
I,  3,  5  . . .,  etc.  (*). 

Le  problème  1  ayant  ramené  le  cas  des  exposants  négatifs 
à  celui  des  exposants  positifs,  on  peut  conclure  de  ce  qui 
précède  que  les  points  réciproques  d'un  ordre  quelconque, 
pair  ou  impair,  positif  ou  négatif,  peuvent  être  obtenus  par 
le  tracé,  relativement  simple,  que  nous  venons  de  faire 
connaître. 

10.  Points  adjoints.  —  Considérons  un  point  M  dont 


(*)  On  trouvera  d'autres  solutions  de  ce  problème:  Tune  de  J\I.  d'Ocaguo 
[Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  3"  série,  t.  II,  p.  41)7);  l'autre  de 
M.  Boubals  (./owrna/,  1885,  p.  31).  —  Voyez  aussi  :  un  mémoirede  AI.  Bro- 
card :  Etude  d'un  nouveau  cercle  du  plan  d'un  triangle  (Annuaire  de 
l'Association  Française,  Congres  d'Alger,  18M,  p.  150);  et  Journal  de 
M.  S.,  1883,  p.  74,  un  ailicle  de  M.  Lemoine  :  Quelques  théorèmes. 
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les  coordoiméos  a,  p,  y  vérifient  les  relations 

a  fl>  Y 

M.  Lemoine  appelle  points  associes  (*)  et  nous  nommons 
ici  points  adjoints  ceux  dont  les  coordonnées  se  déduisent  de 
celles  du  point  M  on  donnant  aux  dénominateurs,  dans  les 
formules  précédentes,  des  signes  différents. 

A  un  point  donné  M  correspondent  seulement  trois  points 
adjoints  M^,  M2,  Mg  dont  les  coordonnées  se  calculent  par 
les  formules  : 


Pi 

1^ 

—  B 

Ï2 

P3 

B 

T3 

—  C 

A 

a.. 


A 
Si  l'on  prend  un  point  M  et  que  l'on  fasse  la  construction 

qu'indique  la  figure  (C" 
étant  le  conjugué  harmo- 
nique de  G',  par  rapport 
à  AB  ;  et,  de  môme  B"  le 
conjugué  de  B',  par  rap- 
port à  AG),  les  droites 
BB",  GG"  concourent  sur 
AM  en  un  point  M^  qui 
est  le  premier  point  ad- 
joint. 

On     déduit  donc  très 
""  simplement,    d'un  point 
donné  M,  ses  points  adjoints  M^,  Mg,  M3. 

11.  Droite  et  point  harmoniquement  associés.  — 

Les  trois  points  A",  B",  G"  qui  sont  considérés  dans  la  con- 
struction précédente  sont  situés  sur  une  droite  [j..  Le  point 


(*)  Voyez  Journal,  1885,  p.  193.  Le  qualificatif  associé  étant  trop 
générique,  il  me  paraît  préférable  de  désigner  les  points  dont  il  est  ici 
question  par  l'expression  points  algébriquement  adjoints,  ou ,  plus 
brièvement  encore,  par  celle  de  points  adjoints  au  point  donné  M. 
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M  et  la  droite  ;/,  sont  doux  éléments  harnioniqucmcnt  associes, 
suivant  Texpre^ision  que  nous  avons  proposée  (^). 
A  un  point  IM  (-/,  p,  y) 

A       13       C' 

correspond  une  droite  </,  harmoniquement  associée  à  ce  point, 
et  l'équation  de  a  est 

A  ^  B  ^  C 

12.  Points  complémentaires  (  ■  ^)  et  anti-complé- 
mentaires. —  A  un  point  M  (a,  8,  y) 

a  _  6  _  Y 

A~Ë~"C' 
correspond   toujours  un    point   M'  (a',  p'.  y')    au    moyen  des 
formules 

^  __.       .     f^  __  ï 

B  +  C        (J  +  A        A  +  B* 

On  déduit  facilement  de  ces  formules  que  le  point  com- 
plémentaire M''  se  déduit  du  point  donné  M^  en  joignant  M  au 
centre  de  gravité  E  du  triangle  de  référence  et  en  prolongeant 
cette  droite  d'une  longueur  moitié  moindre. 

Une  aulro  transformation  résulte  des  formules 

'/'  ''-/'  y" 

—  '  - (2) 


B  -|-  C  —  A       (.  +  A  —  i>        A  -j-  B  —  (J 
Le   point  M"    qui   correspond   aux  égalités   (^)  est  l'anti- 
complémentaire  de  M,  et  l'on  vérifie  sans  peine,  pour  légi- 
timer cette  expression,  que  M  est,  en  effet,  le  complémen- 
taire de  M". 

Application.  —  Pour  montrer,  sur  un  seul  exemple,  l'uti- 


(*)  Voyez  Journal,  p.  103. 

(**)  I^'idée  des  poiuts  complcraentaii\:s  a  été  produite  jccemmeut  par 
M.  llain  [Archiu  der  Mdlhcmaiik  und  Physik  von  Griincrt,  octobre  1885, 
p.  214).  Celle  des  points  auti-coniplémei.taircs  n'a  pas  été  donnée  par 
M.  Hain,  mais  elle  est  la  conséquence  très  naturelle  de  la  première. 
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lité  de  CCS  cousidératious^  prenons  les  réciproques  des  points 
de  Brocard. 
Ces  points  Oo,  Oq  ont  pour  coordonnées 

6%        cS        a^; 


c\ 


a\ 


par  suite,  le  point  (o  milieu  de  OqOo  est  représente  par 

b^  +  c\  c^  -h  a%  «2  +  6% 
d'où  l'on  conclut  que  w  est  le  complémentaire  du  point  de 
Lemoine  K.  La  droite  Kco  étant  partagée  par  le  centre  de 
gravité  E  dans  le  rapport  de  2  à  i ,  on  peut  énoncer  la  pro- 
priété suivante  :  Le  point  de  Lemoine  et  les  réciproques  des 
2)oints  de  Broeard  ont  le  même  centre  de  gravité  que  le  triangle 
de  référence  (*). 

13.  Point  associé  à  l'infini.  — L'idée  des  points  com- 
plémentaires conduit  encore  très  naturellement  à  la  suivante. 

Lnaginons    un   point   M   (A,    B,  G)    et    associons-lui    un 
point  M  (^  dont  les  coordonnées  soient 

B  —  C\        G  —  A,        A  —  B. 

Ce  point  M  Qçj  est  évidemment  à  l'infini  puisque  la  somme 


!>' 


de  ses  coordonnées  barycentriques  est  nulle  ;  pour  ce  motif 
nous  dirons  qu'il  est  le  point  de  l'infini,  associé  à  M;  ou^ 
plus  brièvement,  qu'il  est  l'associé  à  l'infini. 

Nous  devons  montrer  maintenant  comment,  d'un  point 
donné  M,  on  déduit  son  associé  à  l'infini. 

A  cet  effet,  considérons  la  droite  [x  qui  joint  le  centre  de 


(*)  M.  Neuberg,  d'après  une  communication  qu'il  m'a  faite,  est  arrivé, 
de  son  côte,  à  cette  propriété. 
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gravilc  E  an  point  M;  son  équation  est 

a(B  —  G)  +  ,6(G  —  A)  +  y(A  —  B)  =:  o. 
Prenons  la  transversale  réciproque 

-  +  7^ T  +  A ïï  =  o, 


B_C'C  —  A'A—  B 
puis  le  point  harmoniquement  associé  à  cette  dernière  droite 

^       _  _J____      Y       . 
B  — (J       C  — A       A  — B* 
ce  point  est  précisément  M^. 

Dans  la  figure  ci-dessus,  D"  et  T>'  sont  deux  points  isoto- 
miques  sur  BG  et  D  est  le  conjuguéharmonique  de  D'  relati- 
vement à  BG.  On  obtient  ainsi  une  droite  AD  et,  par  une 
construction  semblable,  deux  droites  analogues  qui  sont 
parallèles.  Elles   concourent,  à    l'infini   au    point  que  nous 

représentons  par  M  q^. 

(A  suivre,) 


QUESTIONS  DIVERSES  D'EXAMENS 


10.  —  Résoudre  et  discuter  V équation 

^-+J^=:l.  (1) 

X  —  p        X  —  q 

{Baccalauréat  ;  juillet  4886.) 

Gn  développant  cette  équation,  l'examen  de  la  quantité  U 

placée  sous  le  radical  prouve  que  colle-ci  peut  se  mettre  sous 

la  forme 

U  =  (p  —  7  +  a^  —  h'-Y  +  A(e-b\ 

Ainsi  les  racines  sont  toujours  réelles  ;  mais  on  arrive 
bien  plus  rapidement  à  cette  conclusion  par  la  méthode  des 
substitutions,  qui  est  aujourd'hui  familière  aux  élèves  d'élémen- 
taires. Bornée  au  second  degré,  cette  méthode  enseigne  que 
si  deux  substitutions  oc,  p  donnent  des  résultats  de  signes 
contraires,  les  racines  sont  réelles  :  l'une  étant  nécessairement 
comprise  dans  l'intervalle  (a,  p)  ;  l'autre  étant,  au  contraire, 
située  hors  de  cet  intervalle. 
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Dans  tous  les  cas,  l'équation  étant 

ax"^  -|-  ihx  -|-  c  =  o, 

la  suite  —  oo , ,  +00 

a 

sépare  avec  certitude  les  racines  de  l'équation. 

Revenons  a  l'exemple  proposé,  écrivons  Téqualion  (i)  sous 

forme  entière,  si  nous  voulons  éviter  la  discontinuité  de  la 

fonction,  et,  dans  la  relation 

a^{x  —  </)  +  &H^  —  P)  —  {^  —  V)k^^^  —  7)  =^  Oj 
substituons 

—  00  p  q  +  ^   •  (P  <  5) . 

Nous  avons  le  tableau  suivant  : 

c'est-à-dire 

-• ,    -'  ,  +'     -• 

Les  racines  sont  réelles  et  séparées. 

Remarque.  —  La  méthode   très  connue   que  nous  venons 
d'employer  est  utilisée  dans  de  nombreux  exemples.  On  con- 
naît notamment  son  application  à  l'équation 
I  T  r 

+  z. 1  + :  =  O' 


X  —  a       X  —  b       X  —  c 
qui  a  ses  racines  réelles,  propriété  qui  appartient  d'ailleurs  à 
toutes  les  équations  de  la  forme 


S; 


'o;  —  a 

Mais  voici  un  exemple  qui  est  peut-être  moins  classique. 
Considérons  l'équation 

_l_  +  -^  +  -^=o,  (1) 

X  —  a       X  —  0       X  —  c 

et  supposons  «  <C  ^  <C  c,  ou  a  ^  ^  >  c  indifTércmment  ;  dans 
ce  cas,  l'équation  a  ses  racines  réelles.  On  le  reconnaît  immé- 
diatement en  faisant  varier  x  de  a  -{-  z  a  b  —  s,  e  étant 
une  quantité  positive,  aussi  petite  que  l'on  voudra  ;  ou,  si  l'on 
préfère,  en  substituant  successivement  a  et  5,  dans  l'équa- 
tion (1)  mise  sous  forme  entière. 
On  obtient  ainsi  les  résultats  : 

{a  —  b){a  —  c),  (6  •—  a)!b  —  c) 

dont  le  produit  est  égal  à 

(a  —  b)-{a  —  c)(c  —  b). 
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Ce  produit  éUiat  négatif,  dans  rhypothosc  que  nous  avons 
faite,  nous  voyons  donc  qu'il  existe  une  racine  dans  l'inter- 
valle (a,  ù)  ;  ainsi,  l'équation  a  ses  racines  réelles. 

Le  calcul  vérilie  bien  entendu  le  résultat  précédent,  et  l'on 
trouve  ({uc  la  quantité  soumise  au  radical,  mise  sous  la 
forme 

4(c  -  a){c  ^b)  +  {a-  by(y.  +  i)% 

est  essentiellemeni  positive,  quand  c  n'est  pas  compris  dans 
l'intervalle  (<7,  b).  (A  suivre.) 


CORRESPONDANCE 


Je  vous  envoie  la  traduction  que  j'ai  faite  d'un  article 
anglais  paru  dans  le  journal  The  Educational  Times.  —  Cet 
article  est  intitulé  :  Proof  of  the  Rule  for  the  composition  of 
tivo  parallel  forces,  by  J.Walmsley  (Preuve  de  la  règle  de 
composition  de  deux  forces  parallèles,  par  J.  Walmsley). 
L'auteur  expose  une  nouvelle  vérification  de  la  construction 
ordinaire  employée  pour  obtenir  la  résultante  de  deux  forces 
parallèles  dirigées  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires. 
Voici  quelle  est  la  preuve  qu'il  en 
donne  : 

Soient  P    et  Q    les  deux    forces 

données.   Joignons  A  et  B,  points 

d'application  de    ces    deux   forces 

parallèles   et  divisons  la  ligne  AB 

en  deux  parties  BG  et  GA  telles  que        \        1  / 

BG       P  ^^ 

nous  ayons  —= —(le  point  G  doit  \ 

être  toujours  plus  rapproché  de  P,      j         '^ 

la  plus   grande  force,    que  de    Q).  ^  ;  M/ 

Menons  par  le  point  G  la  ligne  ER  ^ 

ou    GR  parallèle    aux  directions   de   P    et  de    Q.     Prenons 

GE  =  Q,  GR  =  P,    puis    menons    les    lignes   EA,   AR,    RB. 

Il   nous  est    alors   facile  de   prouver    que   EA  est  parallèle 

à  BR.  En  eifet,  dans  l'une  et  l'autre  figure,  les  triangles  AEG 


A  (" 


1 


B 


/ 


/ 


y 


Ivj. 


B 
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ot  RGB  sont  semblables.  Ils  ont  leurs  angles  en  C  égaux, 
et  de  plus  ces  angles  sont  compris  entre  des  côtés  propor- 
tionnels puisque,  d'après  la  construction  que  nous  avons  faite 

BC       RC       P  ,         .       ,      .^,, 

précédemment,  nous  avons  7—-  ==  -— ■  =:  — .  Les  triangles  ABC 
^  GA       EU       Q  ^ 

et  RGB,  étant  semblables,  sont  aussi  équiangles.  On  conclut 
de  là  l'égalité  des  angles  AEG  et  GRB.  Or,  dans  la  première 
figure,  ces  angles  occupent  la  position  d'angles  alternes- 
internes  par  rapport  aux  deux  lignes  AE  et  BR  coupées  par 
la  sécante  ER,  leur  égalité  prouve  le  parallélisme  de  ces 
lignes  AE  et  BR.  Dans  la  2*^  figure  les  angles^AEG  et'GRB 

occupent  la  position  d'angles 
^  correspondants  par  rapport 
;  aux  lignes  AE  et  BR  coupées 

I  par  la    sécante  GR  ;  de  leur 

—  égalité  on  déduit  le  parallé- 
lisme de  AE  et  de  BR.  Alors 
GR  dans  le  triangle  AGR  peut 
représenter  P  en  A,  et  EG  dans 
le  triangle  AGE  peut  repré- 
senter Q  en  B.  Donc,  à  l'aide 
de  ces  triangles  nous  pourrons 
remplacer  P  en  A,  par  GA  et 
AR  en  A;  et  Q  en  B,  par  EA 
et  AG  en  B.  Mais  AG  en  B  et 
GA  en  A  se  font  équilibre;  les  forces  primitives  sont  donc 
équivalentes  à  ARen  Aet  AE  en  B,  la  dernière  de  ces  forces 
doit,  en  réalité,  agir  suivant  BR  (fig,  4)  ou  RB  (fig.  2).  Mais  ces 
forces  parle  principe  de  la  transmissibililé  peuvent  être  prises 
comme  agissant  en  R.  Leur  résultante  est  alors  ER,  le  troi- 
sième côté  du  triangle  EAR.  Getterésultante  peut  se  trans- 
porter en  G.  Il  est  facile  de  tirer  de  là  les  conclusions 
ordinaires  pour  les  forces  égales  ou  inégales,  et  d'en  déduire 
la  méthode  graphique  employée  pour  la  détermination  de  la 
résultante. 

(Traduit  du  journal  anglais  The  Educational  Times,  par  M.  Edmond  Bor- 
dage,  professeur  au  coliègc  de  Nantua.) 


Fig.  2, 
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SUR  Lk  CONSTRUCTION  DE  :t. 


M.  F(M'(liiian(l  Brolschiioidoi'  d'EisenstacUa  indiqué,  dans  lo 
dcrnior  numéro  doi^  Archives  de  Grunert  (*),  une  construction 
assez  simple  pour  obtenip  une  valeur  approchée  du  nombre  t:. 

On  sait,  dit  M.  Bretschneider,  que  l'expression 

7     [    t  3/146 
10'  5o 

représente  le  nombre  tt  avec  neuf  décimales  exactes. 
Si  l'on  prend  seulement  la  partie 

i3\/i46 

— =  3,  [4159  . .  . 

5o 

on  obtient  ::   avec  cinq  décimales    seulement;    mais     celte 

approximation  suffit  dans  la  plupart  des  cas, 

En  observant  que  _ 

146  =   I  I"  4"  ^^y 

on  est  ainsi  conduit  à  construire  une  ligne  .r,  telle  que 

i3  5o        •  ^^ 

Voici,  il  nous  semble,  la  meilleure  façon  d'utiliser  cette 
remarque  de  M.  Bretschneider. 

Prenons  une  circonférence  de  rayon  quelconque,  mais  dont 
un  diamètre  AB  a  été  partagé  en  dix  parties  égales  et  por- 
tons, comme  l'indique  la  figure,  sur  le  prolongement  de  AB 
trois  de  ces  divisions,  ce  qui  donne  les  points  G  et  D. 

Soit  OE  le  rayon  perpendiculaire  à  AB;  les  tangentes  en 
A  et  E  se  coupent  en  M  ;  du  point  M,  avec  MG  pour  rayon, 
décrivons  un  arc  de  cercle  (-' *)  qui  rencontre  MA  en  R  ;  enfin 

(•)  Archiv  der  Matliematih  und  Phijsik,  1886,  p.  447. 
(**)  Cet  arc  de  cercle  est  très  légèrement  extérieur  au  cercle  proposé, 
parce  que  l'on  a  \'~ï^>  5  -\-  s'5^, 

mais  la  difTérencc  de  deux  nombres  s^46,  5  +  \J5o  est  très  faible;  elle 

est  à  peu  près  é^ale  à  — . 

lOO 
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complétons  la  consiriiction  comme  l'indique  la  figure,  RS 
étant  une  droite  parallèle  à  AF  ;  je  dis  que  MS  représente 
la    longueur  de    la  circonférence,    avec   une    approximation 


égale  à  celle  qu'on  obtient  en  faisant  le  calcul  de  cette  longueur, 
TT  étant  pris  avec  ciuq  décimales  exactes. 
En  effet  la  proportion  (1)  peut  s'écrire 

MGouMR_  MS 

~mf' 


lOO? 


v/146 


i3 


MA 


MF  =  ^  R , 

5 


Mais 

on  a  donc  MS  =  2R.T. 

Dans  cette  formule  x  représente  le  nombre  tc  avec  cinq  déci- 
males exactes  et  l'on  peut  dire  que,  avec  l'approximation 
correspondante,  MS  est  égale  à  la  longueur  de  la  circonfé- 
rence proposée.  On  accordera  sans  doute  que,  dans  la  pratique, 
une  pareille  approximation  est  très  sulfisante.  G.  L. 


EREATUM 

CONCERNANT   l'eSSAI  SUR   LA    THEORIE    DES   NOMBRES 
Do  T.KGENDRE.  —  Ail  VI  (l""»  édition). 


Bésohition  de  réqiialion  x'^  —  33  ly^  =  i  'par  les  plus  petits  entiers. 

Plus  petites  valeurs  de  x  et  d'y  (d'après  Legendre) 
xz=2  785   589  80 r  443  qr)9 
y  z=z      i53   ro9  862  634  5/3. 
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RECTIFICATION 

Dans  la  valeur  de  ;?',  les  deux  derniers  chiiïrcs  à  fî^auche 
foriuoul  le  nombre  70  cl.  non  69. 

VÉRIFICATION 

,r2  =       7  j5q  5 10  541   908  656  209  097  049  36o  900 

}f=  23  442  63o  o35  977  8i3  320  534  892  829 

33\if  =  '/  759  5  10  541   908  656  209  097  049  36o  899 

et  enfin  a-'^  —  33iif  =  i  (ce  qu'il  fallait  vérifier).     J.  Cii. 

Nota.  —  M.  Chapron  qui  nous  communique  cet  erratum, 
l'a  rencontré  dans  l'exemplaire  qui  se  trouve  à  la  bibliothèque 
Sainte-Geneviève.  Il  n'est  pas  impossible,  comme  il  nous  l'a 
fait  observer,  que  la  faute  signalée  ait  disparu  dans  les  édi- 
tions suivantes.  Les  deux  derniers  chiffres  9  et  3,  dans  les 
valeurs  d'x  et  d'y  données  par  Legendre,  sont  manifestement 
en  contradiction  avec  l'énoncé;  puisque,  dans  cette  hypothèse, 
les  deux  nombres  a?''  et  33  11/^  se  terminant  respectivement  par 
les  chiffres  i  et  9,  la  dilTérence  x"^  —  33  iî/^  ne  peut  être  égale  à 
l'unité. 

M.  Chapron  a  refait  les  calculs  de  Legendre  et  a  pu  rétablir 
la  véritable  valeur  de  œ.  En  nous  envoyant  cette  intéressante 
rectification  M.  Chapron  ajoute  :  «  J'ai  été  aidé  dans  ce  travail 
par  le  jeune  Lefeuvre  de  l'institution  D*...;  en  quelques 
minutes,  avec  les  réglettes  de  MM.  Genaille  et  Lucas,  il  a 
vérifié  les  résultats  cherchés.  »  Nous  ne  sommes  d'ailleurs 
pas  surpris  de  ce  que  nous  apprend  là  M.  Chapron;  nous  avons 
vu  fonctionner  les  réglettes  en  question  au  Congrès  de  Gre- 
noble, au  mois  d'août  dernier;  les  résultats  qu'elles  donnent 
sont  tout  à  fait  merveilleux.  G.  L. 

QUESTION  144  //  ^c^ 

Solution  par  M.  Chapron. 


Soit  ABC  un  triangle,  A!  et  A"  les  pieds  sur  BG  des  bissec- 
trices intérieure  et  extérieure  de  l'angle  A;  B'  et  B",  C  et  C" 
les  points  analogues  sur  AC  et  sur  AB;  soient  a'  et  a"  les  symé- 
triques de  A'  et  de  A"  par  l'apport  au  milieu  de  BG:  fi'  et  p" 
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les  symétriques  de  B'  et  de  B"  par  rapport  au  milieu  de  A(J  ; 
y'  et  y"  les  symétriques  de  C  et  de  C"  par  rapport  au  milieu 
de  AB.  Démontrer  : 

-/^  Que  les  trois  circonférences  décrites  sur  A'A",  B'B",  C'C" 
comme  diamètres  ont  même  axe  radical: 

2^  Qu'il  en  est  de  même  des  trois  circonférences  décrites  sur 
a'a",  f/8",  y't"  comme  diamètres; 

3^  Que  ces  trois  dernières  circonférences  se  coupent^  se  touchent 
ou  ne  se  coupent  pas  :  suivant  que  ABC  est  acutangle,  rectanyle 
ou  obtusangle  ;  lorsqu'elles  se  touchent,  le  point  de  contact  est  le 
point  symétrique  du  sommet  de  l'angle  droit  par  rapport  au 
milieu  de  l hypoténuse  ; 

4°  Lorsqu'elles  se  coupent,  ou  se  touchent,  les  distances  d'un 
point  d'intersection  ou  du  point  de  contact  sont  proportionnelles 
aux  côtés  opposés  ; 

5®  Les  axes  radicaux  des  deux  groupes  de  trois  circonférences 
se  coupent  au  centre  0  du  cercle  circonscrit  au  lîHangle  ABC. 

(E.  Leiiioino.) 

Je  suioposcrai 

BC>  CA  >  AB 

ou  a>  b>  c. 

Soient  M,  N,  P,  a,  v,  tt  les  milieux  respectivement  de  A'A", 

B'B",  c'c;  a'a",  p'^",  y'y'; 

Soient  A^,  B^,  C^  les  pieds  des  symédianes  sur  les  côtés 
BG,  AC,  AB. 

On  sait  que  les  trois  points  A',  C,  B"  sont  en  ligne  droite 
ainsi  que  A',  B',  C".  Considérons  le  quadrilatère  complet 
B'C'B^C";  A'A"  est  la  troisième  dias^onale.  M  est  le  milieu 
de  A'A",  N  celui  de  la  diagonale  B'B",  P  celui  de  C'C;  donc 
M,  N,  P  sont  en  ligne  droite  comme  a.  v,  tt  sont  respectivement 
les  points  isotomiques  de  M,  N,  P  (d'après  la  dénomination 
de  M.  de  Longcham2)s  qui  appelle  ainsi  deux  points  situés 
sur  un  côté  à  égale  distance  du  milieu  de  ce  côté).  Ces 
points  sont  aussi  en  ligne  droite. 

On  peut,  du  reste,  le  voir  autrement  : 

Si,  par  A,  on  mène  une  parallèle  AX  à  BC  et  que  Ton  appelle 
1  le  milieu  de  BC,  les  quatre  droites  AX,  AG,  AI,  AB  forment 
un  faisceau  harmonique,  les  symétriques  AM,  AB,  AA^,  AC 
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du  CCS  qualic;  droites  par  rapport  à  la  bissectrice  AA'  forment 
aussi  un  faisceau  harmonique,  et,  comme  les  trois  droites 
A  A,,  Hlîj,  {]i\  se  coupent  en  un  uième  i)oint  (le  i)oint  de 
Lemoine),  les  conjui^ués  harmoniques  M,  N.  P  de  Aj,  Bj,  C^ 
i)ar  rai)port  à  Bd,  AC,  AB  sont  eu  ligue  droite;  on  a  alors 
régalité 

MB     m     PA_ 

m:  •  NÂ  *  PB  "~  '' 

qui  entraine 

;j.C        vA       ttB 

t/B        v(J       ttA 
puisque  MB  =::  u-C,  etc.,  c'est-à-dire  que  a,  v,  t:  sont  en  ligne 
droite. 

Cherchons  la  puissance  du  centre  du  cercle  circonscrit  par 
rapport  au  cercle  décrit  sur  A'A"  comme  diamètre;  on  voit 
qu'elle  est  la  môme  que  la  puissance  de  ce  point  par  rapport 
au  cercle  décrit  sur  a'a'  comme  diamètre,  puisque  ces  deux 
cercles  sont  symétriques  par  rapport  à  01. 
■  Puisque  A^  et  M  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à 
BC,  M  est  le  j)oint  où  la  tangente  en  A  au  cercle  circonscrit 
au  triangle  ABC  coupe  BC  ;  donc  OA  et  MA  sont  perpendi- 
culaires et  le  cercle  décrit  sur  A'A"  comme  diamètre  coupe 
ortho2fonalement  en  A  le  cercle  circonscrit  du  triansrle  ABC  ; 
OA  est  donc  tangente  en  A  au  cercle  décrit  sur  A'A"  comme 
diamètre. 

Par  suite,  la  puissance  du  point  0  par  rapport  à  ce  cercle 
est  R^  et  elle  est  la  même  par  rapport  au  cercle  symétrique 
décrit  sur  a'a"  comme  diamètre  et  par  rapport  aux  autres 
cercles  décrits  sur  B'B",  p'f,  C'C,  y'-/'.  L'axe  radical  des  trois 
circonférences  décrites  sur  A'A",  B'B",  C'G"  comme  diamètre 
et  celui  des  trois  circonférences  décrites  sur  a'a",  p'^'\  yY' 
sont  donc  respectivement  :  la  perpendiculaire  abaissée  de  0 
sur  la  droite  MNP  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  la 
droite  ;/.V7r. 

l*',  2°  et  o''  sont  ainsi  démontrés. 

Cela  pose  on  a  -— -  =z  —  . 

^  A^C        b-' 

puisque  A^  est  le  pied  de  la  symédiane  ;  donc,  M  étant  le  cou- 
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j  ligue  hanuouique  de  A^  par  rapport  à  B  et  à  C, 

MB       c2      ,,  ,      ^^^^         ^  ac'' 

=.  —    d  où    MB  —  -xG 


MC       6^  '  6^-  — c^ 

Si  Ra,  Hfc,  Bc  sont  les  rayons  des  circonférences  décrites 
respectivement  sur  A' A"  ou  a'a",  B'B"  ou  6'6",  C'G"  ou  yY  comme 
diamètre,  on  a 

a6c  a6c  a6c 

on  a  facilement  aussi 

—2      ,p     ,  p  ,,  _  cHa'  +  6'^  +  c-^)(c'^  -  a'  —  h') 

quantité  négative,  d'où  l'on  conclut 

on  a  enfin 

Or,  puisque  nous  avons  fait  l'hypothèse  rt  >  6  >■  c,  le  second 
membre  est  positif,  nul  ou  négatif  suivant  que  c^  -\-  b"^  —  ii^ 
est  positif,  nul  ou  négatif;  c'est-à-dire  que  ABC  est  acutangle, 
rectangle  ou  obtusangle  :  on  a  donc 

[XV  <  R„  +  Rb    et    P.V  >  Ra  —  R/;-, 

[^•v   <   Ra   +   Rf^      et      y.v  =:  R„   —  Rb  ; 

av  <  Ra  +  R(;    et     X.V  <  Ra  —  R^  ; 

c'est-à-dire  que  les  circonférences  se  coupent,  sont  tangentes 
ou  ne  se  coupent  pas.  Si  k\  est  lepoiut  diamétralement  opposé 
à  A  sur  le  cercle  circonscrit,  on  voit  que  lorsque  le  triangle 
CAB  est  rectangle  en  A,  ce  point  A'j  appartient  aux  trois  cir- 
conférences, c'est-à-dire  qu'il  est  leur  point  de  contact;  il 
suffit  pour  cela  d'établir  que  les  trois  angles  a'A/a",  3'A/^", 
y'A/y'  sont  droits,  ce  qui  est  très  facile. 

3^  est  donc  démontré. 

La  circonférence  décrite  sur  a'a"  comme  diamètre  est  évi^ 
demment  le  lieu  du  point  M,  tel  que  l'on  ait 

MiB         b 
M,C         c   '^^ 

On  a  donc,  si  M,  est  un  des  deux  points  communs  aux  trois 
circonférences  décrites  sur  a  a",  fî'fi",  yY  comme  diamètre, 
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M^A        M, 13         M,(; 


a 

ot  4"  est  driuontrc. 


Remarques  (^).  — a)Les  circouréreiiccs  décrites  su  rA'A",B'B", 
ce  comme  diamètre  se  coupent  toujours,  et  si  M.^  est  uu  de 

M,A        M,B        M^C: 

leurs  points    d'intersection  on  a 


I 

I 

I 

a 

6 

c 

Elles  se  coupent  toujours,  car 

MN^  -  (R« + IM-' = -  (,._-;;;,.  _e^)  • 

Ce  qui  prouve  que  MN  <  Ra  +  R^  et 

MN'  -  (R„  -  R^)''  =:  j- — — -r  , 

[0^  —  c^)  (a^  —  c^) 
ce  qui  prouve  que  MN  >  R»  —  Rb. 

b)  La  droite  MNP  axe  d'homologie  du  triangle  ABC  et  du 
triangle  AiB^Ci  formé  par  les  pieds  des  symédianes,  est 
parallèle  à  la  droite  qui  joint  les  points  de  Brocard  du 
triangle  ABC  et,  par  suite,  l'axe  radical  des  circonférences 
décrites  sur  A'A",  B'B",  G'C"  comme  diamètre  passe  aussi 
par  le  point  de  Lemoine;  c'est  la  ligne  qui  joint  le  point  de 
Lemoine  au  centre  du  cercle  circonscrit;  la  puissance  du  point 
de  Lemoine  par  rapport  à  l'une  de  ces   trois  circonférences 

c)  L'axe  radical  des  circonférences  décrites  sura'a',  p'^',  y'y" 
comme  diamètre  passe  aussi  au  point  de  concours  des  hau- 
teurs, c'est  donc  la  droite  qui  joint  ce  point  au  centre  du 
cercle  circonscrit;  la  puissance  du  point  de  concours  des 
hauteurs  par  rapport  à  l'une  de  ces  circonférences  est  4R\ 

d)  Les  lecteurs  qui  connaissent  l'emploi  des  coordonnées 
homogènes  pourront  vérifier  que  ces  axes  radicaux  ont  res- 
pectivement pour  équations  : 

^2    _   c2  c'»    _   fl2  ^2   _    /^2 

a  . h  r^  • 1 h  y  •  — — -  =  o> 

a  b  c 

[*)  Ces  remarques  dive^^*o<  nous  ont  élé  arlressées  par  M    Em.  Lemoine. 


'/ 
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et 

a.  {b'  —  c^)  cosA+f .  (c^  —  a^)cosB4-Y.(a2—  b^)cosQ  =  o. 

e)  Voici  une  autre  démoustration  de  i*'  et  de  2". 

Supposons  d'une  façon  générale  que  A',  et  A','  soient  deux 
points  conjugués  harmoniques  quelconques  par  rapport  à  G 
et  à  B;  soit  M^  le  milieu  de  A',Bi',  J  le  milieu  de  CB.  La  puis- 
sance de  0,  centre  du  cercle  circonscrit  par  rapport  au 
cercle  décrit  sur  A^^^  comme  diamètre,  est  OMi  —  M^A'^  ou 

ÔJ^  -f  m\  —  M;Â7^  ou  OJ»  +  (JM,  —  M,A')(JMi  +  M,  A")  ou 
OP  -j-  JA'  .  JA"  ou  (puisque  A', A"  étant  conjugués  harmo- 
niques ou  a  JA'  .  JA"  =  BJ ')  OJ'^  -j-  JB"  =  R^  Getle  puis- 
sance est  donc  constante,  et  nous  pouvons  dire  d'après  cela 
que  les  trois  circonférences  décrites  sur  A'A",  B'B",  C'G"  ont 
en  0  un  point  qui  a  môme  puissance  par  rapport  à  chacune 
d'elles,  et  par  suite  qu'elles  ont  même  axe  radical  passant 
par  ce  point. 

Môme  démonstration  pour  les  trois  circonférences  décrites 
sur  cn'x",  \j[i" t  y'y"  comme  diamètre. 

Si  l'on  considère  le  quadrilatère  qui  a  pour  cotés  successifs 
B'A%  A"B",  B"A',  A'B',  les  trois  diagonales  sont  B'B",  A'A", 
G'G"  et  forment  le  triangle  ABC,  et  l'on  sait  que  dans  tout 
quadrilatère  complet  les  circonférences  décrites  sur  les  trois 
diagonales  comme  diamètre  ont  même  axe  radical  ;  on  voit  donc 
qu'une  partie  du  théorème  proposé  revient  à  celui-là,  mais  ce 
qui  précède  permet  d'ajouter  la  proposition  suivante  :  L'axe 
radical  commun  des  trois  circonférences  décriiez  sitr  les  trois 
diagonales  d'un  quadrilatère  complet  comme  diamètres  passe  par 
le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  formé  par  ces  trois 
diagonales. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 
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PROBLÈME  DE  MÉCANIQUE 

Par  M.  lid.  Iiiiiillets  professeur  au  Lycée  d'Aviguon. 
[Suite,  voir  p.   lil). 


Disposition  remarquable  des  foyers  et  des  som- 
mets. —  Menons  les  droites  parallèles  B'Q',  B"Q". .  .  fyisant 
avec  la  verticale  l'angle  2x,  comme  BC. 

Nous  savons  que  la  droite  AF  est  perpendiculaire  sur  BC. 
Or,  dans  le  cercle  de  centre  B'  et  de  rayon  B'F,  l'angle  Q'B'F 
est  égal  à  QB'K'  +  2K'B'T,  c'est-à-dire  à 

2 -y.  -f-    2  (a'   —   a)   rrr   2  7.'; 

donc 

Q'B'F  =  2a'; 
de  même 

Q'B'F'  ^  2K'B'C;'  —  K'B'Q, 
c'est-à-dire 

Q'B'F'  —  2a'. 

Les  deux  arcs  Q'F  et  Q'F'  sont  donc  égaux  et,  par  suite,  la 
corde  FF'  est  perpendiculaire  sur  B'Q'. 

On  ferait  voir  de  la  même  façon  que  la  corde  F'F'  du 
cercle  de  centre  B"  et  du  rayon  B'F'  est  perpendiculaire  à  la 
droite  B"Q",  et  ainsi  de  suite  pour  les  autres  paraboles. 

Les  cordes  AF,  FF',  F'F"..  .  étant  à  la  suite  les  unes  des 
autres  et  perpendiculaires  à  des  droites  parallèles  BC,  B'Q', 
B'Q". . .   forment  une  seule  et  même  ligne  droite. 

Ainsi  les  foyers  de  toutes  les  paraboles  sont  sur  une  droi'.e, 
faisant  avec  l'horizon  l angle  'ly.,  double  de  celui  du  plan 
incliné,  et  passant  par  le  point  de  départ  de  la  sphère. 

Les  droites  DS,  D'S',  D"S'...  étant  toutes  divisées  en 
leurs  milieux  parles  sommets  S,  S'  S"...  il  en  résulte  que 
les  sommets  sont  eux-mêmes  sur  une  ligne  droite  partant  du 
point  A. 

D'ailleurs  le  point  A  peut  être  considéré  lui-même  comme 
foyer,  sommet  et  pied  de  la  directrice  de  la  parabole  AB  qui 
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se  réduit  à  une  droite  double.  Pour  avoir  cette  droite  douLle, 
il  suffirait  de  supposer  que  la  sphère  a  été  d'abord  lancée 
verticalement  du  point  B  et  de  bas  en  haut  avec  la  vitesse 

initiale  

V,  —  \/2gli. 

Isochronisme  des  bonds.  —  Désignons  par  t^  le 
temps  employé  par  la  sphère  lancée  du  point  B  verticalement 
de  bas  en  haut,  avec  la  vitesse  initiale  i\  définie  par  la  for- 
mule (1),  pour  revenir  au  point  de  départ  ;  désignons  de 
même  par  t^  la  durée  du  premier  bond,  par  t^  celle  du  second, 
par  ^3  celle  du  troisième  et  ainsi  de  suite. 

On  sait  que  le  temps  t  employé  pour  atteindre  le  jjoint  le 
j)lus  élevé  A  est  déterminé  par  la  formule 

^  =  ^'o  —  gf- 

dans  laquelle  on  fait  t'  =  o,  ce  qui  donne  : 

9 
D'ailleurs  le  temps  de  la  chute  est  égal  à  celui  de  l'ascension; 

on  aura  donc 
Nous  avons  trouvé  aussi 
On  passe  de  t^  à  ^3  en  remplaçant  dans  la  formule 

2Vi         COS  a' 


(J  COS  a 

v^  par  v^  et  a   par  -/",  et  ou  aurait  t„  par  la  formule 

2V„  _  1     COS  a„  _  1 

t„  = • 

(j  COS  a 

Or 


COS  a 
COS  y.n  - 1  =    ,- 

y  1  -|-  4(/i  —  i)n  sin^  a 

Donc 

2Vr 

9 
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On  a  (loiic^   (Ml   résuiuc  : 

'il  -— ■  'i  -— ■  '2  ~-  'i  ■— -  •  •  •  ■— -  '/'  •  •  • 
Kii  particulier,  si  l'on  fait 

y      ^' 

(Toii 

^'0— 4"Sl)044 
v[ 

h  =:    l'",226l, 

c'(3st-à-dirc  que  si  ou  lance  vcrticalemout  la  sijlicrc  do  bas 
on  haut  avec  une  vitesse  initiale  de  4"\9044  ou  si  on  la 
laisse  tomber  d'une  hauteur  de  i'",226i  au-dessus  du  plan 
incliné,  cette  sphère  reviendra  toucher  le  plan  après  chaque 
seconde,  et  cela  quelle  que  soit  l'inclinaison  a  du  plan. 

Loi  de  progression  de  la  projection  horizontale 
de  la  vitesse.  —  On  a  vu  que  pendant  chaque  bond,  la 
projection  horizontale  de  la  vitesse  est  constante.  Les  durées 
ti,  t^,  t^  . . .  tn  étant  égales  et  les  amplitudes  . . .  A^Aj. . .  A,j 
comme  la  suite  naturelle  des  nombres  entiers  i,  2,  3  . . .  /t, 
il  en  résultera  qu'en  désignant  par  t^o»  ^Vi,  ^'xn  i\cj  .  •  •  les 
projections  horizontales  de  la  vitesse  pour  la  1%  la  2^,  la  3*^ 
. . .  parabole,  on  aura  : 

Vx2  —  ^  '^'.lo   •  "  •    6tC. 

Les  vitesses  horizontales  suivent  donc  la  loi  de  progression 
des  nombres  entiers,  comme  les  amplitudes. 

On  peut  encore  le  vérifier  sur  les  expressions  que  nous 
avons  trouvées  pour  r,,o,  t\n  'V2  •  • . 

Vj:^  :=  i\    sin  (a  4-  a'i 
Vx2  =  1^2    sin  (a  -j-  a") 


î;,.,,-!  =^  t\i-[  sin  [y.  -j-  a„_i). 


On  a  d'ailleurs 


r„_i  =  V(jv/ i  -|-  4(?i  —  i)n  sin'^a 
sin  [y.  -j-  ^-n-i)  =  sin  y-  cos  a„_  -|-  cos  -/  sin  a„_i , 
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D'autre  part,  nous  avons  déjà  trouve 

(2n  —  i)  siii  a 

SI  a  'J.n-\  = 


cos  a„_i  = 


on  a  donc  : 

et  comme 
il  vient  enfin 


v/T 

+  4(n  — 
cos 

■  i)n 
a 

sin^ 

y. 

V  I 

+  4(n 

i)n 

sin- 

7. 

2?2  sin  a 

cos 

a 

sin  (a  +  y.n-i) 

V  I  +  4(n  —  i)n  sm^a 


2  sm  y.  cos  a  =  sm  2  a, 


fil  suivre.) 


L'OMNIFORMULE  DE  GUBATURE 

Par  M.  Casimir  Rey  (*). 
[Suite,  voir  p.   124.) 


NOTES   DIVERSES 

28.  Note  I  (voir  §  16  et  fig.  0).  —  Soit  un  volume  V 
limite  par  des  fuseaux  cylindriques  circonscrits  à  l'hémisphère 
de  rayon  r  et  i)ar  le  plan  servant  de  base  à  l'hémisphère. 

Sa  hauteur  est  r  et  sa  base  est  le  polygone  d'aire  B  circon- 
scrit au  grand  cercle  qui  sert  de  base  à  l'hémisphère. 

Après  réductions,  l'omniformule  donne 

V=|rxB.  (1) 

d'une  part. 

De  l'autre,  si  on  appelle  S  la  somme  des  aires  des  fuseaux, 
on  voit  facilement  que  le  volume  a  pour  mesure  cette  surlace 
S  multipliée  par  le  tiers  du  rayon,  d'oii 

Y=i^^  (2) 
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Eu  cliniiuant  V  entre  (1)  et  (4),  on  obtient  l'expression 
reniar(|uable 

S  =  213, 
fort  utile  pour  l'évaluation  des  voûtes  en  arc  de  cloître  en 
plein  cintre. 

Pour  B  curré,  S  =    Sr'^. 

D'une  façon  générale,  si  un  volume  V  peut  être  évalué  à 
la  fois  par  l'onmiformulo  et  par  une  fonction  simple  de  la 
surface  latérale  S,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  V,  on 
obi  lent  une  expression  simple  de  la  surface  latérale. 

On  retrouverait  ainsi  l'expression  de  la  surface  d(*  la 
sphère,  etc. 

29.  Note  II  i^voir  §  21,  fig.  12).  —  Si  on  cou-pe  un  hij- 
perbolo'ide  et  son  cône  asymptote  par  des  plans  parallèles  donnant 
lieu  à  des  couronnes  elliptiques,  ces  couronnes  ont  ta  m(^me  aire. 

Considérons  les  deux  couronnes  FF'DD';  GG'ER  . 
Nous  aurons 

aire  ellipse  FF  _  GF'^ 
aire  ellipse  DIV  ~"  GD^ 
car  ces  deux  ellipses  sont  semblables:  donc 

aire  couronne  FF'DD'  _  GF'^  —  CD^ 
aire  ellipse  FF'  G  F"' 

i  cour 

De  môme 


T^T^rr^r^r       alrc  clllpse  FF'      ,^^_^„      ,,^^  „ 
ou   aire  couronne  FF'DD'  = — - — -^^ xiGF^  — GI))^. 


aire  ellipse  GG' 

aire  couronne  GG  EE  = -:^ X(G  Lt^ — G  E^). 

G  G^ 

Les  seconds  membres  de  ces  égalités  sont  égaux  parce  que 

aire  ellipse  FF'       aire  ellipse  GG' 

GF^  "^  GX? 

les  deux  ellipses  étant  semblables. 

D'ailleurs 

CE'-  —  GD2  =  F'D  X  DF 

et 

C'G^  —  G'E^  z=  G'E  X  EG 

sont    des   quantités   égales    d'après  le  théorème  de   Newton 


im 


JOURNAL    DE   MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 


relatif  au  produit  des  segments  des  cordes  parallèles  compris 
entre  les  asymptotes  et  les  branches  de  l'hyperbole. 
On  en  conclut 

aire  couronne  FF'DD'  =  aire  couronne  GG'EE'. 


30.  Note  III.  Formule  de  Simpson  pour  les  aires 

^^voir  §  24).  —  Cette  formule  de  quadrature  se  déduil  facile- 
ment de  Vomni/ormule  dans  laquelle  on  remplace  B,  b,  B' 
par  (7/0,  v/o»  //i),  puis  par  {y^,  y,,  1/5),  etc. 

Soit 

//  =  Ao^^  -f  A^z  +  A2. 

La  primitive  de  //  par  rapport  à  z  est 

±2:1        I      fll^_l_    A      - 

et  un  raisonnement  identique  à  celui  du  §  24  (en  y  rempla- 
çant s  par  y)  donne 

aire  ACca  =  -^{y,-{-  ^y^  +  y^)  =  _.  (^^  +  ^y^  +  ?/,) 

C6  d 

aire  GEec  =z  —  {y,-\-  ^y,  ■^y,)z=-  (y,  +  ^y,  +  y,)  etc. 

y  =  AqZ-^  -j-  A^::  -|-  A2  représente  une  parabole  dont  l'axe 

est  parallèle  à 
OY  et  qui  est 
tournée  dans 
un sens ou dans 
l'autre, suivant 
que  Aq  est  posi- 
tif ou  négatif. 
Donc  la  mé- 
thode de  Simp- 
son consiste  à 
^prendre,  au 
lieu  de  l'aire  à 
évaluer,  celle 
déterminée  par 

des  arcs  successifs  de  paraboles  dont  les  axes  sont  parallèles 

à  OY. 
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Chaque  arr.  de  parabole,  l'aiv,  AIKJ  par  (exemple,  a  ses  trois 
ordonnées  Aa,  Bb,  "Ce  équidistantes,  (M  les  coordonnées  des 
trois  points  A,  B,  C  déterminent  les  valeurs  A,,,  A,,  Ag  des 
(rois  paramètres  de  la  jiarahole  à  lacfuelle  ils  appartiennenl. 

(A  suivre.) 


THKORP]MES 

SUll    LES    IXTEIISEGTIONS    d'uN    CERCLE    ET    d'fN  TPJAXGLE 

d'après   m.    h.    m.   TAYLOR;    m.    a. 

Par  M.  Kiiiile  Vigarié,  élève  de  rÉcolc  des  Min^s. 

[Suite,  voir  p.   108.) 


5.  —  Les  autres  questions  exigeant  une  démonstration 
qui  ne  peut  être  donnée  dans  la  partie  élémentaire  de  ce 
journal,  nous  nous  contenterons  d'indiquer  les  résultats  : 

Le  Heu  du  centre  du  cercle  af^y  est  une  ligne  droite  dont 
l'équation  en  coordonnées  harycentriques  est 

I  sin  (v.  -  -/)  +  I  sin  (6  -  f)  +  f  «in  (t  -  ï')  =  o    (S) 

Les  distances  du  centre  (a,  [3,  y)  aux  côtés  de  ABC  sont  : 

o„  =  r  cos  C^j  —  0)  j 

B„  ==/.  cos(y-x  +  C-0)  .  (6) 

0,,  =  r  cos  (a  +  Y  ~  B  —  0)  ) 

Dans  le  trianiile  ABC  on  peut  inscrire  un  triangle  minimum 
semblable  ii  -/[tiv,  les  distances  du  centre  du  cercle  circonscrit 
à  ce  triangle  aux  côtés  de  ABC  sont  : 

^,  R        /sin  p  sin  (b'       sin  y  sin  y' 


L'^ 

sin 
R 

A 

L^ 

sin 
R 

B 

/sm  p  sm  p 
V      sin  B         ^ 


sin  C 


"""''     L^-sin  (; 


sm  a  sin  '/     ,    sm  y  sm  y- 

: r : ^)>.  (/) 

sm  A  sm  C      /  ' 

/sin  y.  sin  a'        sin  fi  sin  fi'\ 
\      sin  A  sin  B      / 
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6.  —  L'enveloppe  de  chaque  côlé  du  triangle  afty,  a'fi'y  csl  une 
parabole  qui  touche  deux  côtés  du  triangle  Â'BG. 

Ainsi  l'enveloppci  de  py  est  une  parabole  tangente  à  AB  et 
à  A  G. 

7.  —  L'enveloppe  du  cercle  a(3y  est  une  conique. 

Le  centre  de  cette  conique  est  le  centre  du  cercle  circons- 
crit au  triangle  minimum:  les  distances  du  centre  de  la 
conique  aux  côtés  du  triangle  ABC  sont  donc  données  par  les 
formules  (7).  Les  axes  de  la  conique  sont  : 


r,    ot    n  ]/ .  -  ^'"  '!^  ~ 


0.) 


?\  est  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  minimum, 
Oj  la  valeur  de  0  qui  rend  le  rayon  minimum  et  cp  l'angle  que 
fait  la  droite  (o),  lieu  du  centre  du  cercle  a^y,  avec  BC. 

Ces  quelques  propositions  étant  établies,  nous  pourrons  en 
tirer  des  propriétés  des  principaux  cercles  remarquables  du 
plan  d'un  triangle. 

8.  Tous  les  théorèmes  précédents  peuvent  être  démontrés 
plus  simplement,  sans  calculs,  grâce  à  une  note  de  M.  Neu- 
berg  (*)  qui  a  pour  objet  de  préciser  et  de  compléter  les 
relations  données  par  M.  H.  Taylor  en  les  rattachant  à  la 
théorie  des  figures  semblablement  variables  et  à  celle  des 
podaires  obliques  d'un  foyer  d'une  conique. 

Nous  allons  en  terminant  cette  note  indiquer  les  nouveaux 
résultats  donnés  par  M,  Neuberg. 

Si  un  triangle  afty,  variable  sons  les  conditions  de  rester 
constant  de  forme,  est  inscrit  dans  un  triangle  donné  ABC, 
les  cercles  circonscrits  aux  triangles  Apy,  Bya,  Caô,  se  coupent 
en  un  même  i)oint  F  fixe  par  rapport  à  ABC  et  par  rapport 
au  triangle  mobile  aSy;  donc  : 

Lorsqu'un  triangle  a.'(j^(  reste  semblable  à  lui-même  et  inscrit 
dans  un  triangle  fixe  ABC,  il  existe  un  point  du  triangle  mobile 
qui  est  fixe;  ce  point  est  celui  d'où  l'on  voit  les  côtés  de  a^y  sous 


(*)  Cette  note  est  insérée  dans  les  <r  Proceedings  of  the  London  Malh. 
Societij,  vol.  XYI,  n^  224  02  février  18S5).  Elle  a  pour  tilro  :  «  Sur  les 
figures  sciithlableiiient  variable 
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des  ang/es  supp/éntcnfdires  de  ceux  de  ABC,  et  les  côtés  de  ABC 
sous  des  inif/les  respectivement  égaux  aux  sommes  des  angles  cor- 
respondants des  deux  triangles  {^). 
Le  point  F  est  un  centre  permanent  de  similitude  du  triani^le 

Si  on  mène  FM,  FN,  FP  perpendiculaires  à  BC,  CÂ,  AB,  le 
triani>le  MNP  est  une  position  i)articulière  du  triangle  7(^7: 
c'est  le  minimum  de  apy. 

Les  côtés  a8,  67,  yy.  du  triangle  apY  enveloppent  trois  para- 
boles touchant  deux  côtés  du  triangle  ABG  et  ayant  pour  foyer 
commun  le  point  F  ;  les  sommets  de  ces  courbes  sont  les  projec- 
tions de  F  sur  NP.  PM,  MN. 

Le  cercles  MNP  rencontre  les  côtés  de  ABG  en  trois  nouveaux 
points  M',  N',  P'  qui  sont  les  projections  d'un  point  F'  symé- 
trique de  F  par  rapport  au  centre  D  de  MNP.  Les  deux 
points  F,  F'  sont  deux  points  inverses;  ce  sont  donc  les  foyers 
d'une  ellipse  U  inscrite  à  ABC;  le  cercle  MNP  est  la  podaire 
de  F  et  F'  par  rapport  à  U,  le  diamètre  EF'E'  du  cercle 
est  un  axe  de  U^  le  second  axe  est  dirigé  suivant  la 
droite  hd  qui  joint  les  centres  des  cercles  MNP,  a^y. 

Soient  -/,  {-/,  y'  les  intersections  de  BC,  AC,  AB  avec  le 
cercle  apy.  Le  triangle  a'j^'y'  reste  toujours  semblable  à  lui- 
même  lorsque  le  triangle  apy  est  constant  de  forme.  Donc  : 

Si  les  triangles  apy,  a'jîY  tournent  respeclivenunt  autour  de 
F,  F'  avec  des  vitesses  angulaires  égales,  mais  en  sens  contraire, 
leurs  sommets  sont  toujours  sur  une  même  circonférence. 

Le  cercle  aSy  a'f:>Y  ^  pour  diamètre  les  droites  IV,  EK'  qui 
passent  par  les  foyers  FF'  de  l'ellipse  U  et  sont  limitées  aux 
tangentes  menées  par  les  sommets  E,  E'  de  U.  Donc 

La  conique  U  est  l'enveloppe  du  cercle  afy  a'p'y'. 

Enfin  nous  dirons  en  terminant  que  M.  Artzt  vient  de 
publier  (mars  1886)  un  mémoire  important  conceruant  les 
triangles  semblables  circonscrits  à  ABG,  dans  lequel  il  consi- 
dère douze  groupes  de  triangles  circonscrits  semblables  à  un 
même  triangle. 


(^  )  Voir  :  Nouvelles   Annales  de  Math.  t.  XVIIl,  p.  48.  Nouvelle  Corresp, 
Math.  t.  VI,  pp.  65,  72,  219,  321.  Malhesis,  t.  I,  p.  106. 
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GÉNÉRALITÉS  SUR  Lk  GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 

LES   POINTS  RÉ6IPR0QUES  ET  LES   POTENTIELS    d'ORDRE   p 
Par  M.  Ci.  de  Longchampe. 

[Suite,  voir  p.  127.) 


DÉVELOPPEMENTS   SUR   LES    POINTS   ASSOCIÉS   A    l'iNFINI 

14.  Le  point  Moo  qui  est  associé  à  riufini  avec  un  point 
donné  M  donne  lieu  à  une  remarque  importante  que  nous 
allons  développer. 

Ordinairement,  lorsque  deux  points  M,  M'  sont  associés 
l'un  à  l'autre,  leurs  coordonnées  vérifiant  les  relations 
^-  __         &  __  Y 

A(a',|^',T'}  f^i^'/Prf)  fsi.^-u^'rH 
on  peut  déterminer  a,  p,  y  connaissant  a',  p',  y  ;  et,  réciproque- 
ment, la  connaissance  du  point  M'  entraîne  celle  d'un  ou 
de  plusieurs  points  M.  Mais  cette  règle  générale  est  soumise 
à  certaines  exceptions  qui  tiennent  à  ce  que  des  équations 
données  peuvent  être,  dans  certains  cas  particuliers,  incom- 
patibles ou  indéterminées. 

C'est  ce  qui  se  produit  pour  le  point  Moo  et  nous  allons, 
à  ce  propos,  préciser  le  rôle  que  ces  points,  que  nous  intro- 
duisons ici  pour  compléter  les  opérations  élémentaires  (*) 
que  l'on  peut  eOectuer  avec  les  coordonnées  d'un  point,  sont 
appelés  à  jouer  dans  la  géométrie  du  triangle.  Nous  allons 
montrer  que  la  connaissance  du  point  Moo  n'entraîne  pas 
celle  du  point  M,  mais  qu'elle  détermine  seulement  une 
droite  à  laquelle  appartient  ce  point.  Si  l'on  peut  trouver  un 
second  lieu  géométrique  de  M,  celui-ci  se  trouvera  donc 
déterminé. 

Soient  ao,  Po?  Yo  I^s  coordonnées   d'un   point  M;  a^,  Pi,  y^ 
celles  de  son  associé  à  l'infini.  Nous  avons  donc,  d'après  la 


(*)  On  pourra  consulter  pour  mieux  comprendre  le  terme  opéraliom 
élémentaires  que  nous  employons  ici,  le  tableau  qui  termine  ce  travail. 
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définition  do  ces  points 

•'    -    "  (1) 


fr    _  .,,  ,,   —  rj_^         a,,  —  p 


Ces  relations  déterminent  nettement  a^,  p^,  y^  quand  on 
donne  -/q,  p^  et  y^;  mais  la  réciproque  n'est  pas  exacte  et  elle 
constitue  l'observation  délicate  que  nous  avons  visée  tout  à 
l'heure  et  qui  nécessite  les  explications  présentes. 

Si  nous  supposons  connues  a^,  pj,  yi  et  si  nous  cherchons,  au 
moyen  des  égalités  (1),  à  calculer  à^,  p^,  y^,  nous  devons  d'abord 
observer  que  le  système  est  incompatible  si  nous  n'avons  pas 

Mais  supposons  que  cette  condition  soit  vérifiée;  suppo- 
sons, en  d'autres  termes,  que  le  point  a^,  8^,  y^,  consiiléré, 
soit  à  l'infini,  dans  une  direction  correspondant  aux  nombres 
<^i«  f'i5  Tij  nous  allons  montrer  qu'il  y  a  une  infinité  de  points, 
situés  sur  une  droite  déterminée,  admettant  ce  point  comme 
associé' à  l'infini. 

En  effet,  les  deux  égalités  (1),  si  l'on  tient  compte  de  (2), 
se  réduisent  à  la  seule  relation 

«i(ïo  —  «o)  —  h^Po  —   To)  —  O, 

que  l'on  peut  encore  écrire,  vu  l'équation  (2), 

Les  inconnues  c/.o ,  B„ ,  yo  vérifiant  une  seule  équation,  le 
point  correspondant  M  n'est  pas  déterminé;  mais,  si  l'on 
considère  y.o,  % ,  yo  comme  coordonnées  courantes,  on  voit 
que  ce  point  mobile  M  appartient  à  une  droite  jy.  correspon- 
dant à  l'équation 

a,a  +  p,3  +  y^y  =:::  o, 

et  nous  pouvons  rechercher  la  position  de  cette  droite  dans  le 
plan  du  triangle  de  référence. 
A  cet  effet,  considérons  la  transversale  réciproque  [x^, 

-  +  ^  +  ^  =  o; 

a,  p^  yi 
cette  droite  est  donc  haimoniquement  associée  au  point 
donné  M^.  Concluons  donc  :  étant  donné  un  peint  à  Vinfini  M,c, 
si  Von  prend  la  droite  a,  harmonique  ment  associée  à  ce  point, 
puis  la  transversale  réciproque  u^;  tout  point,  pris  sur  p-^  admet 
le  point  Moo  pour  associé  à  l'infini. 
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On  observera  que  les  droites  telles  que  ;j.  passent  toujours 
par  le  centre  de  gravité  du  triangle  de  référence,  et  il  résulte 
de  cette  remarque  une  construction  rapide  pour  la  trans- 
versale [X. 

Supposons  que  M^  soit  à  l'infini  dans  la  direction  AD; 
prenons  D'  conjugué  harmonique  de  D,  puis  D"  isotomique 
de  1)';  en  joignant  D"  au  centre  de  gravité  E  nous  avons  la 
droite  [x  demandée  (*). 

En  résumé,  la  connaissance  du  point  M^o  ne  donne  pas  celle 
de  M;  on  peut  seulement  déduire  de  cette  connaissance  celle 
d'une  droite  sur  laquelle  est  situé  M  et  la  détermination  com- 
plète de  celui-ci  exige  que  l'on  sache  encore  trouver  un  autre 
lieu  auquel  il  appartienne. 

Dans  la  pratique,  on  peut  opérer  de  deux  façons. 

L'égalité  a^  -f  p^  -[~  Ti  =  o 

permet  de  poser 

^1  =  ^1  —  Cl .  pi  =:  Cl  —  «1  ,  Yi  —  «1  —  ^1  y 
a^ ,  b^ ,  Cj  étant  ainsi  déterminées,  mais  d'une  infinité  de 
façons  différentes.  En  considérant  a^ ,  h^,  c^  comme  les  coor- 
données d'un  point  M, ,  on  voit  que  Mj  appartient  à  la  droite  [j. 
qui  vient  de  nous  occuper;  cette  droite  n'est  donc  autre 
chose  que  M^E,  E  désignant  le  centre  de  gravité  du  triangle. 

On  peut  aussi  déterminer  [i  de  la  façon  suivante.  En  fait, 
on  connaît  tout  aussi  bien  les  coordonnées  de  M  et  celles  de 
Moo,  mais  la  question  qui  se  pose  est  celle  qui  a  pour  but  la 
détermination  du  point  M  connaissant  ses  coordonnées,  par 
le  secours  de  lieux  géométriques  remarquables;  la  détermina- 
tion de  ceux-ci  donne  alors  certaines  propriétés  de  la 
géométrie  du  triangle.  D'après  cela,  on  pourra  chercher 
l'équation  de  la  droite  ME;  puis,  cette  équation  étant  formée, 
on  examinera  si  elle  ne  comporte  pas  quelque  solution  simple. 
L'étude  du  point  M^  n'a  précisément  d'aulrebut  que  de  mettre 
cette  solution  en  évidence. 

Mais  un  exemple  fera  mieux  comprendre  le  but  précis  et 
l'utilité  des  considérations  précédentes. 

(*)  Celle  eoDslruclion  est  l'inverse  de  celle  que  nous  avons  indiquée 
plus  haul  (§  14)  pour  déduire  d'un  point  donné  le  point  associé  à  Toc. 
Le  lecteur  est  prié  de  se  reporter  à  la  figure  de  la  p.  132. 
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15.  Application.  —  On  rcuicoiidc  rrcujuemniout  dans  la 
géomélrio  du   liiaiii;l(;  liîs  ])iuoinos  : 

d'  —  6c,       0'^  —  ac,       c^  —  (tb\ 

proposous  nous  de  fixer  la  position  du  point  M  (a,  [:),  y), 

g         ^         ^         ^  ï         ^ 

«'-  —   bc         h'~  —  ac         cr  —  ab 

L'associé  à  l'infini  a  pour  coordonnées 
b^  --  c-  +  a{b—  c),   .... 
ou 

{b  -  c)  (a  +  b  +  c),    .... 
ou,  plus  simplement, 

6  —  c,       c  —  a,       a  —  6. 

Or  ce  point  est  aussi  l'associé  à  l'infini  du  point  dont  les 

coordonnées  sont 

à,       b,      c, 

c'est-à-dire  du  centre  I  du  cercle  inscrit.  Concluons  donc  que 

le  point  M  appartient  à  la  droite  qui  joint  le  centre  de  gravité 

E  au  centre  I  du  cercle  inscrit. 

Le  point  M  n'est  pas  déterminé  par  cette  remarque;  nous 
en  avons  tout  à  l'heure  donné  la  raison.  Pour  rendre  tout 
à  fait  explicite  la  position  de  M,  il  faut  trouver  une 
seconde  droite  sur  laquelle  se  trouve  ce  point  et,  pour  cela, 
appliquer  l'idée  que  nous  avons  donnée  à  la  fin  du  paragraphe 
précédent.  Cette  idée,  généralisée,  consiste  à  joindre  M  à  un 
point  remarquable  du  triangle  et  à  chercher  ensuite  une 
solution  simple  de  l'équation  ainsi  obtenue. 

Les  points  les  plus  simples,  dans  le  plan  du  triangle  de 
référence,  quand  on  considère  leurs  coordonnées,  sont,  après 
le  centre  de  gravité  que  nous  venons  d'utiliser  et  qui,  par 
conséquent,  ne  peut  plus  nous  servir,  le  centre  du  cercle 
inscrit  et  le  point  de  Lemoine. 

Dans  le  cas  présent,  mais  le  fait  est  tout  exceptionnel, 
nous  ne  pouvons  pas  prendre  le  centre  du  cercle  inscrit;  nous 
aurons  donc  recours  au  point  de  Lemoine;  soit  K  ce  point. 

L'équation  de  KM  est 

a  p  y 

0^  b^  c"  1  =  0, 

a^  —  bc      b"  —  ac      c^  —  ab 
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OU 


OU  enfin 


a  :-.  Y 

0^  b^  c- 

bc  ac  ab 

y,     a  rj,     (63     „_     ç3^  __     Q^ 


o. 


4 


Parmi  les  solutions  remarquables  de  cette  équation  on 
aperçoit  celle-ci  : 

a-j,  =  bfj  =  cy. 

Le  point  correspondant  est  le  réciproque  du  centre  du  cercle 
inscrit;  ainsi  :  le  point  M  appartient  aussi  à  la  droite  qui  joint 
le  point  de  Lemoine  au  réciproque  du  centre  du  cercle  inscrit. 

Le  point  M  se  trouve  donc  bien  déterminé  et  c'est  ainsi 
que  l'on  peut,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  ou  fixer  la  situation 
d'un  point  donné  dans  le  plan  du  triangle;  ou,  quand  cette 
position  est  connue,  trouver  des  droites  remarquables  aux- 
quelles appartient  le  point  considéré.  Nous  reviendrons 
d'ailleurs,  à  propos  des  points  isobariques,  sur  la  construction 
du  point  associé  à  l'infini.  (A  suivre.) 


SUR  LE  POINT  DE  NAGEL 

Par  M    E.  Vigarié. 


Étant  donné  un  triangle  ABC,  si  on  joint  ses  sommets  aux 
points  de  contact  du  cercle  inscrit  avec  les  côtés  opposés,  on 
a  trois  droites  qui  concourent  en  un  point  co  appelé  point  de 
Gergonne.  Si  l'on  joint  les  sommets  aux  points  do  contact  des 
cercles  ex-inscrits  avec  les  côtés,  on  a  encore  trois  droites  qui 
concourent  en  un  second  point  l[.  Les  deux  points  co,  li  sont 
réciproques  (dans  le  sens  défini  par  M.  de  Longchamps)  (*). 

Ce  point  l[  que  l'on  rencontre  dans  les  questions  94  (G.  de 
Longchamps,  J88o,  p.  92),  178,  186,  19o  (G.  Boubals),  pro- 
posées aux  lecteurs  de  ce  journal,  a  été  employé  par  beaucoup 
de  géomètres,  notamment   par  M.   Brocard   (7.   de  spéciales, 

(*)  Il  est  sous- entendu  que  le  sommet  A  du  triangle  ABC  considéré, 
doit  être  joint  au  point  de  contact  du  cercle  ex-inscrit  qui  touche  le 
segment  BC. 
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iSSï,  \).  ^07),  i);ii-  M.  r.emoiiic  [J.  de  spéci(ilc<,  1883,  pp.  3-t>, 
24-33,  49-51  ;  Dirc/s  exercices  de  Mathématù/ues  Eiémcnlaires 
1884-1885). 

Ce  point  paraissait  avoir  été  étudié  pour  la  première  l'ois 
par  i\r.  Ad.  Hochhoiin,  dans  un  mémoire  inlitiilé  «  Ueher  den 
fun/'lcn  mcvkwurd'Kjen  Punkt  (Archives  de  Gruncrl-lloppe,  t.  LU, 
pp.  20-40,  1871),  et  quel(j[ues  i^éomètros  lui  avaient  donné  le 
nom  de  point  de  Ifoch/ieim.  Le  mémoire  de  M.  HochlKiim 
contient  les  coordonnées  cartésiennes  du  point  I^,  ses  dis- 
tances aux  principaux  points  nmiarquables  (centre  de  ij^ra- 
vité  G,  centre  du  cercle  inscrit  I,  centre  du  cercle  circonscrit  0, 
orthocentre  H),  d'où  il  tire  la  relation 

2GI  =  Gi;;  (1) 

enfin  il  étudie  divers  lieux  géométriques  (au  nombre  de  sept) 
obtenus  en  faisant  varier  un  élément  du  triani>le. 

C'est,  croyons-nouSj  à  M.  Nagel,  recteur  de  l'École  indus- 
trielle (Real-Schule)  à  Ulm,  que  revient  l'honneur  de  la 
découverte  du  point  l[.  Cette  intéressante  indication  biblio- 
graphique, qui  nous  a  été  communiquée  d'abord  par 
M.  H.  Brocard  et  quelques  jours  après  par  M.  J.  Neuberg, 
est  facile  à  contrôler.  On  trouve,  en  effet,  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques  de  1860,  cinq  théorèmes  énoncés 
par  M.  Nagel  (voir  pp.  354-355)  :  de  ces  cinq  théorèmes,  trois 
se  rapportent  au  point  I^.  Plus  particulièrement  le  théorème  I, 
en  tenantcompte  d'une  note  rectificative  de  Terquem  [loco.  cit. 
p.  440),  donne  la  construction  du  point  I'^  telle  que  nous 
l'avons  indiquée  ci-dessus  et  la  relation  (I).  Le  théorème  V 
donne  la  construction  des  points  associés  de  l\  (dans  le  sens 
défini  par  M.  Lemoine  :  J.  Spéciales^  1885). 

D'après  des  renseignements  que  nous  devons  encore  à 
l'obligeance  de  M.  Brocard,  ces  théorèmes  ont  été  énoncés 
par  M.  Nagel  en  1836,  dans  un  travail  intitulé  :  «  Untersu- 
chungen  iiber  die  Kreise  am  Dreikck  »  (Leipzig). 

Le  droit  de  priorité  appartenant,  jusqu'ici,  à  M.  Nagel,  et 
M.  Brocard  ayant  vérifié  que  dans  les  volumes  des  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques  antérieurs  à  1860  il  n'est  pas  fait 
mention  de  ce  point  remarquable,  nous  croyons,  et  c'est 
l'opinion  de  M.  Brocard,  que  l'on  doit  changer  le  terme  de 


\m 
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point  de  Hochheim  pour  celui  de  Point  de  Nagel.  Nous  devons 
ajouter,  enfin,  qu'une  réclamation  analogue  a  été  faite,  en 
faveur  de  M.  Nagel.  par  M.  Reuschle  (1853  et  1854). 


VARIETES 


i 


M.  Ed.  Lucas  nous  adresse  le  tableau  suivant  pour  la 
décomposition  en  facteurs  premiers  des  nombres  de  la  forme 
10"  +  I.  La  plupart  de  ces  résultats  ont  été  donnés  par 
W.  Looff,  conseiller  à  Gotha,  et  publiés  par  Reuschle  dans 
les  Neue  zahlenlheoretische  TabeUen  (1856).  Depuis,  M.  Lelasseur 
a  donné  la  décomposition,  assurément  difficile^  de  lo^^  —  i 
pour  laquelle  Looff  avait  affirmé  qu'il  n'y  a  pas  de  diviseurs 
inférieurs  à  400000.  Il  y  aurait  lieu  de  combler  les  lacunes 
indiquées  dans  ce  tableau  par  des  traits  noirs. 


n 


10" 


n 


10"  +  I 


0. 
5. 

7- 
9- 

1 1. 

i3. 

i5. 

ï7- 
19. 

21. 

23. 

2  5. 

27. 
29. 

3i. 
33. 

35. 

37- 
39. 
41. 


^1' 
41.271 . 

239.4649. 

37.333667. 

21649.513239. 

53.79.265371653. 

3 1.3  7. 4 1.2  71. 2906 161, 

2071723.536322257. 


32, 

y. 
32. 

3-. 

3'. 

32. 

3'  ?  _— — — 

3^37.43.239.  i933.464q.io8386S9. 

3'? : 

32 

3- 

32, 

32. 

33.67.21649.513239  i 

32. 

0- 

33. 

32, 


.41.271.21401  t 
.37.757.333667  ?  — 
.3191,16763.43037  r 
.2791- 


.41.71.239.271.4649  ? 


,37.53.79.265371653? 
.83.1231  ?  _ 


3. 

4- 
5. 
6. 

7- 
8. 

9- 
10. 
1 1. 
12. 
i3. 
14. 
i5. 
16. 

17- 
18. 

19. 
20. 
2 1. 


lOI. 

7.1  i.i3. 

73.137. 

II. 9091. 

loi. 9901. 

1 1. 909091. 

17.5882353. 

7.1 1. 13.19. 52579. 

101.3541.27^)61. 

n2.23.4093.8779. 

73.137.99990001. 

1 1. 859. io583i 3049. 

29. 10 1.28 1. 12 1499449. 

7.:  i.i 3. 2 II. 24 1.2 161. 9091. 

3  5  3. 449. 64  i.j  409. 69857. 

1 1. 103.401 3. 2 199 383 3369. 

I  o  1 .990 1  .q99999ooooo  i . 

II?- — : 

73.317 


7-.1  î.  i3. 127. 2689. 459691. 909091, 


Les  barres  indiquent  les  lacunes;  mais  par  une  méthode 
très  simple  extraite  des  manuscrits  de  Fermât  on  démontre 
assez  rapidement  que  tous  les  facteurs  de  ce  tableau  sont 
tous  des  nombres  premiers. 
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CORRESPONDANCE 


E.vli'dil  d'une  fcllrc  de  M.  Kcl.  Lucas. 

...  La  conslruclion  rolalive  à  -  (p.  137)  est  la  mémo  que 
celle  qui  est  indiquée»  dans  la  note  3  (p.  23o)  du  tom(î  II 
des  Récréations  mathémalicfues:  elle  a  éle  donné<^  dans  le  Jour- 
lia/  (le  Crcllc  (t.  III);  il  y  a  plus  d'un  dfMui-siècle  ( '). 

. . .  L'erreur  signalée  par  M.  Ghapron  (p.  139)  ne  se  irouve 
pas  dans  le  Canon  Pcllianus  de  Degen  (Copenliague^  1817). 
Ce  Canon  donne  toutes  les  réduites  de  la  racine  carrée  d'un 
nombre,  jusqu'à  1000.  D'ailleurs,  les  résultats  concernant 
les  applications  à  l'équation  de  Pell  (.x*^  —  Ay^  ==  dl  0  ont 
été  reproduits  exactement  dans  les  éditions  postérieures  de 
la  Théorie  des  nombres  de  Leerendre. 


REMARQUE  SUR  LA  QUESTION  139 

Par  M.  Ijucien  liévy. 


Dans  1(*-  numéro  de  juillet  1885,  M.  Delpiron  donne  une 
solution  de  la  question  suivante  que  j'avais  posée  autrefois  : 
«  Mener  par  un  point  A  une  droite  dont  les  distances  à  deux 
points  donnés  B,  C,  aient  une  somme  donnée  2I.  Discuter  en 
faisant  varier  la  positio7i  du  point  A  dans  le  plan.  » 

La  solution  que  donne  le  jeune  auteur  est  très  incomplète 
et  je  voudrais  indiquer  aux  lecteurs  ce  que  je  demandais. 

(*)  La  formule  que  nous  avons  trouvée  dans  les  archives  de  Grunert, 
sans  indication  bibliographique,  et  la  construction  que  nous  en  avons 
tirée,  sont  dues  à  M.  Specht.  On  les  retrouve  aussi  dans  l'ouvrage 
Théorèmes  et  problèmes  de  Géométrie,  par  M.  Catalan,  1879,  p.  283.  Je 
dirai  ici,  à  ce  propos,  que  les  auteurs  pourraient  rendre  un  réel  ser- 
vice à  leurs  lecteurs  en  fournissant,  en  même  temps  que  leurs  démon- 
sLrations,  les  indications  bibliographiques  correspondantes.  Il  n'est  même 
pas  nécessaire  que  celles-ci  soient  complètes,  parce  que  celles  qu'on 
donne  snflBsent,  en  général,  à  mettre  sur  la  trace  des  autres.     G.  L. 
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1*  La  droite  cherchée  laisse  les  deux  points  B  et  C  d'un 
même  côté. 

Solution.  —  Du  milieu  0  de  la  droite  BG  comme  centre 
décrivez  une  circonférence  ayant  l  pour  rayon  :  il  ne  reste 
plus  qu'à  mener  à  cette  circonférence  une  tangente  par  le 
point  A. 

Discussion.  —  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut 
qu'on  puisse  mener  du  point  A  une  tangente  à  la  circonfé- 
rence, et  que  cette 
tangente  laisse  les 
deux  points  B  et  G 
d'un  même  côté. 

Si  donc  la  circon- 
férence enferme  les 
deux  points  B  et  C, 
il  suffira  que  le  point 
A  lui  soit  extérieur. 
Lorsque,  au  contrai- 
re, les  points  B  et  C 
sont  extérieurs  à  la 
circonférence,  le  pro- 
blème n'aura  aucune 
solution  si  le  point  A 
est  intérieur  à  la  circonférence  ou  dans  une  des  régions  mar- 
quées 3  et  S  sur  la  pg.  I .  Il  aura  une  solution  si  le  point  A 
est  dans  une  des  régions  2.  Il  en  aura  deux  si  le  point  A  est 
dans  une  des  régions  1  ou  4.  Le  lecteur  verra  aisément  ce 
qui  arrive  si  le  point  A  est  sur  une  des  lignes  qui  séparent 
deux  régions  voisines.  ,, 

2^^  La  droite  cherchée  passe  entre  les  deux  points. 

Solution.  —  Du  point  B  comme  centre  avec  2I  comme 
rayon  décrivons  une  circonférence;  menons  une  tangente  à 
cette  circonférence  par  le  point  G  ;  la  droite  cherchée  sera  la 
parallèle  à  cette  tangente  menée  par  le  point  A. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  d'abord  que  le 
point  G  soit  extérieur  à  la  circonférence.  Ensuite  le  problème 


Fig.  1. 
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aura  doux  solulious,  si  le  point  A  est  intérieur  au  losange 

BDGE   (fig.  2)\  une  solution,  s'il  est   dans  une    des   régions 

marquées  1  ;  zéro  solution,  s'il 

est  dans  une  région  marquée  0. 

Le  lecteur  verra  aisément  ce  ([ui 

arrive  si  le  point  A  est  sur  une 

des   droites   qui    séparent  deux 

régions. 

Remarque.  —  Il  est  facile  de 
voir  que  les  solutions  qui  disparaissent  conviennent  aux 
problèmes  où  l'on  donnerait  la  différence  2I  au  lieu  de  la 
somme  2/  des  distances  des  points  B  et  G  à  la  droite  cherchée. 


QUESTION  165  [') 

Solution  par  M.  Edmond  Bordage,  professeur  à  Nantua. 


SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE 

ABGP,  DEFQ,  sont  deux  circonférence  concentriques  ;  ABG, 
DEF,  deux  triangles  quelconques  inscrits  dans  ces  deux  circon- 
férences; P  et  Q,  des  points  pins  sur  chacune  de  ces  circonférences. 
Démontrer  que  l'on  a 

QÂ'  +  QB^  +  QG'  =  PD-  +  Pi-  +  ¥f\ 

Soient  R  et  r  les  rayons  des  circonférences  données  et 
concentriques  0. 

Abaissons  de  A,  B,  G  les  per- 
pendiculaires AA\  BB',  GG'  sur  OQ. 
Nous  aurons 

QÂ'=:R2  -\-r'  +  2R.OA' 

QB-  =  R2,f  r2  —  2R.OB 

QG^==  R^J^r'  —  2R.OG'. 

Additionnons,  il  nous  viendra 

QÂ'  +  QB-  +  QÛ- 

=  3R2  +  3/'^  +  2R(0A'  —  OB'  —  OG'). 


(*)  Voyez  une  nutre  solution  de  cette  question  (J.  1X85;  p.  284), 
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Mais  ABC  étant  cquilatcral,  la  somme  ali^ébrique 
OA'  —  OB'  —  OC  =  o  ; 
donc 

QÂ'  +  QB'  +  QC'  =  3R^  -f  37'\ 
Nous  aurions  do  même 

PTf  +  PË'  +  PF'  =  3R2  +  3r\ 
La  relation  se  trouve  donc  ainsi  démontrée. 

Remarque.  —  Nous  pourrions  remplacer  les  triangles  équi- 
latéraux  par  deux  polygones  réguliers  d'un  même  nombre 
n  de  côtés.  Les  sommes  considérées  plus  haut  seraient  alors 
égales  à  n(R^  -|-  r-). 


QUESTION  169 

Solution  par  M.  Henri  Martin,  élève  au  Lycée  Condcreet. 


Résoudre  et  discuter  V équation  : 

sin  (45"  -f-  3  —  j  =  h  sin  (40^  —  -  J  • 

(G.  L.) 

On  a,  en  développant, 

3x           3d^                    /                  X  x^ 

sin45*'cos  ^ — f-sin  —  cos45"=m  sin45"cos cos45*'sin-  )  • 

Eu  remarquant  que 

sin  ^5"  =  cos  45*' 

Soc  3x 

et  en  développant  ces  —  et  sin — ,  il  vient 

2  3 

(        X  .      x\    f       .      X  X     ,  \ 

I  cos sm  -  j   (4  sm  -  cos  — \-  i  —  h\  =  o. 

On  a  donc  les  équations 


1C  T 

COS  ' sin  —  =  o,     (l  ) 


sin  X  == 


h  —  I 


(2) 


Les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  (1)  sont  données  par  les 
formules 
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Poiii'  (iiic  (^)  tlouuc  des  valeurs  acceptables,  il  faiil  (jiie 


ou 


(/, -3)(/.  +  i) 


Nota.  —  Solulions  analogues  par  MM.  Fitx-Patrick,  élève  de  nialhé- 
iiialiquc>  élémeutaires  au  lycée  de  Poitiers;  René  de  Vaulcliier,  élève 
à  l'iustitutiou  Sainte-Marie,  à  Besançon;  Benezecti,  au  coll(';j;e  de  Celte; 
.1.  ('hapron,  à  Bragelogne;  Anatole  Cbapelliet',  élève  au  lycée  de  Nancy; 
Md.  Bordage,  professeur  au  collège  de  Nantu^  ;  Bécla,  au  collège  de 
Beauvais;  Gaston  Laniy,  élève  à  Tinstitution  Sainte-Marie. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  (188G; 


Mathématiques  élémentaires . 

On  donne  ii  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  R  un  point  P  dont  la 
distance  au  centre  0  est  égale  à  a.  On  mène  par  P  deux  cordes  rectan. 
gulaires  AG  et  BD  et  l'on  con"^idère  les  tangentes  au  cercle  aux  extré- 
mités de  ces  cordes.  Déterminer  l'angle  APO,  de  façon  que  l'aire  du 
quadrilatère  convexe  EFGII  formé  par  ces  tangentes  soit  égale  à  une 
aire  donnée  K^ 


ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  fl88G 


Epure  (2  heures  1/2). 

On  donne  un  point  A  sur  la  ligne  de  terre,  un  point  S  distant  du  plan 
horizontal  de  78""",  du  plan  vertical  de  Si""",  et  du  point  A  de  124'""' 
Gonstruire  le  tétraèdre  SABC  dont 
la  base  ABG  est  sur  le  plan  horizontal 
de  projection,  sachant  que  leplanBSC 
est  perpendiculaire  à  l'arête  SA,  et 
que  les  angles  dièdres  AB  et  AC  valent 
chacun  68".  —  On  aura  soin  de  placer 
le  point  A  le  plus  à  gauche  possible. 

Gonstrnire  Tintersection  de  cette  py- 
ramide avec  le  cylindre  de  révolution 
qui  a  SA  pour  axe  et  pour  rayon  55""". 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  suppo- 
sera que  le  tétraèdre  est  seul  et  que 
le  solide  commun  au  cylindre  et  à  la  pyramide  est  enlevé. 


l()t)  JOURISAL    DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMEiNTAlUES 

Mathématiques  (3  heures). 

I.  Les  U-ois  côtes  d'un  triangle  forment  une  progression  arithoQétiquc 
dont  on  donne  la  raison  ;  on  connaît  le  rapport  w  de  la  surface  de  ce 
triangle  à  celle  du  rectangle  construit  sur  les  deux  plus  petits  côtes. 

Calculer  les  côtés  de  ce  triangle  —  Dis- 
cuter. Dans  le  cas  particulier  m  —  -,  cal- 

2 

culer  le  rayon  du   cercle  inscrit   dans  le 
triangle. 

II.  On  a  un  demi-cercle  AOB,  une  droite 
AZ  faisant  avec  AB  un  angle  aigu  donné  a  ; 
trouver  sur  AB  un  point  C  tel  qu'en  élevant 
par  ce  point  une  perpendiculaire  à  AB  on  ait  CD  -\-  CE=  l. 

III.  Déterminer  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o"  et  iSo»  qui  satis- 
font à  l'équation  b  tg  3.2^  =  a  +  \ar  -j-  b^. 
On  fera  a  =  42587,8  b  —  36723,7 


BAGCALAURÉA.T  ES  SCIENCES  [■ 


FACULTÉ  DE  LYON 

22  juillet  1885  (Première  série).  —  Les  bases  d'un  trapèze  sont 
respectivement  5"^  et  g'",  et  les  diagonales  ont  pour  valeur  i3'"  et  i5'". 
On  propose  de  calculer  l'angle  des  diagonales  et  la  hauteur  du  trapèze. 

23  juillet.  —  Trouver  un  nombre  de  2  chiffres  tel  que  divisé  par  le 
produit  de  ces  2  chiffres,  il  donne  iG/3  pour  quotient  et  que  si  l'on  en 
retranche  9,  on  obtienne  le  nombre  renversé. 

24  juillet.  —  Les  trois  côtes  de  la  base  d'un  pyramide  triangulaire 
sont  égaux  à  3"', 90,  .i"',20,  4'",5o.  Le  volume  de  cette  pyramide  est  égal  à 
i2"'%096.  On  demande  la  surface  d'une  section  faite  parallèlement  à  la 
base  à  une  distance  du  sommet  égale  à  i"",ô. 

25  juillet.  —  I.  Un  ouvrier  dépose,  au  commencement  de  chaque 
semaine  une  somme  a  à  la  caisse  d'épargne,  pendant  n  années  consé- 
cutives. Quel  est,  après  ce  temps,  le  montant  M  de  son  livret?  Le  taux 
est  de  r  pour  un  franc  et  les  intérêts  se  capitalisent  à  la  fin  de  chaque 
année. 

Application:  On  fera  le  calcul  de  M  en  admettant  que  a  =  2  francs, 
w  =   10,    r  :=  o  fr.  o35. 

II.  —  On  lance  une  pierre  verticalement  de  bas  en  haut  avec  une 
vitesse  initiale  de  20'"  par  seconde;  2  secondes  après,  du  même  point 

{*)  Nous  devons  la  connaissance  de  ces  énoncés  et  celle  de  plusieurs 
autres  qui  seront  publiés  dans  le  prochain  numéro  à  l'obligeance  de 
M.  Bordaue. 


I 
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OU  lance  une  pierrt»  verticalement  de  bas  en  haut  avec  une  vitesse  do 
■zb'".  On  demande  cKiuelle  distance  du  point  de  départ  les  2  pierres  se 
rencontreront,  si  ce  sera  en  montant  ou  en  descendant  et  après  com- 
bien do  secondes  après  l'instant  auquel  on  a  lance  la  première  pierre. 

27  juillet,  —  On  l'ait  tourner  le  triangle  rectangle  BCA  autour  de 
l'axe  MN  qui  est  parallèle  à  l'un  des  côtes  de  l'angle  droit.  On  demande 
quelle  doit  être  la  distance  AM  pour  que  le  volume  engendré  par  le 
triangle  rectangle  soit  égal  à  20"", 88.  —  On  donne  AB  =  2'", G  et 
AC  ^-  2-, 54. 

29  juillet.  —  Deux  villes  A  et  13  sont  éloignées  de  200  kilom.  Un 
chemin  de  Ter  rectiligne  AX,  partant  de  A,  passe  à  87"""  de  B.  On  pro- 
pose de  construire  une  route  ordinaire  allant  de  B  au  chemin  de  fer, 
de  telle  sorte  que  le  trajet  des  marchandises  allant  de  B  en  A  ou  de  A 
en  B  soit  le  moins  coûteux  possible  en  supposant  que  le  port  soit  deux 
fois  moindre  sur  le  chemin  de  fer  que  sur  la  route.  A  quelle  distance 
de  A  devra  être  placée  la  station  qui  reliera  B  à  ce  chemin  de  fer  AX? 

30  juillet.  —  Inscrire  dans  une  sphère  donnée  un  cône  circulaire 
droit,  de  manière  que  la  surface  latérale  de  ce  cône  soit  équivalente  à 
celle  de  la  calotte  sphérique  de  môme  base  que  le  cône.  —  Calculer 
Tangle  au  sommet  de  ce  cône. 

26  octobre.  —  Une  personne  verse,  dans  une  banque,  une  somme  S, 
au  commencement  de  chaque  année,  pendant  n  années  consécutives. 
On  demande  quelle  somme  A  elle  doit  recevoir  au  commencement  de 
chaque  année  pendant  les  24  années  suivantes  pour  être  entièrement 
remboursée  de  ses  avances.  —  Le  taux  est  r  pour  un  franc.  —  Quel 
doit  être  n  pour  que  A  soit  précisément  égal  à  S? 

4  novembre.  —  I.  Un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  une  sphère  dont 
le  rayon  est  de  4'", 73.  Les  3  côtés  du  triangle  sont  a  ^=  2,"'5o,    b  =  3, "'25 

c  =  i"',35.  —  On   demande  de   calculer  à  —  près  la  perpendiculaire 

100 

abaissée  du  pôle  de  ce  triangle  sur  son  plan. 

II.  Résoudre  l'équation  3  cos  x  -\-  4  sin  x  ^=  5. 

6  novembre.  —  Le  rayon  de  la  base  d'un  cône  droit  est  de  3'",  et 
celui  de  Ja  sphère  inscrite  dans  ce  cône  =  2'".  On  propose,  d'après  ces 
données,  de  calculer  la  surface  et  le  volume  de  ce  cône,  ainsi  que 
Tanglc  que  font  les  génératrices  avec  l'axe. 

9  novembre.  —   Sur  une  droite  XX',  on  marque  n  points  distants 

(le  la  même  longueur  a,  A,  B, N  et  on  les  numérote  1,2, n. 

'i'rouver  la  distance  au  premier  point  A  d'un  point  y  de  la  droite  tel 

que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  A.ij,  By, N^  aux  autres 

points  donnés,  multipliés  parles  numéros  o,  2,  n  correspondants  : 

1  X  Ay"^  +  2  X  B//^  +  +  u  X  N^^  soit  un  maximum. 

11  novembre.  —  La  surface  d'un  triangle  est  de  i5'"q  et  les  lon- 
gueurs de  deux  des  côtés  sont  de  o'"  et  de  5'".  On  propose  de  déter- 
miner la  longueur  du  troisième  côté  et  les  angles  de  ce  triangle. 
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QUESTIONS  PROPOSP]ES 


215.  —  On  considère  un  triangle  c({iiilaléral  ABU  et  le 
cercle  A,  inscrit  à  ce  triangle.  Du  point  0,  centre  de  A,  avec 
un(>  longueur  égale  au  quart  du  rayon  de  A,  comme  rayon, 
on  décrit  un  cercle  A'.  Parallèlement  aux  côtés  BG,  GA,  AB 
on  mène  à  A',  dafu  le  même  sens,  des  semi-tangentes  qui  ren- 
contrent A  respectivement  aux  points  a,  [3,  y.  Le  triangle 
apY?  ainsi  formé,  est  équilatéral,  pour  des  raisons  évidentes  ; 
démontrer  :  1°  (^ue  les  côtés  de  ce  triangle  py,  ya,  c//p  passent 
respectivement  par  les  sommets  A,  B.  G  du  triangle  proposé; 
2°  qu'ils  sont  égaux  à  la  moitié  de  ceux  de  ce  triangle. 

(G.  L.) 

N.-B.  —  En  prenant  les  semi-tangentes  opposées  à  celles 
qui  sont  considérées  dans  l'énoncé  précédent,  on  détermine  un 
second  triangle  équilatéral  cz-'f/y  qui  jouit,  Lien  entendu,  des 
mêmes  propriétés  que  celles  que  nous  proposons  de  recon- 
naître au  triangle  a6y. 

216.  —  Un  triangle  ABG  étant  inscrit  à  un  cercle,  soient 
EDF  le  diamètre  perpendiculaire  au  côté  AB,  et  G  la  projec- 
tion de  G  sur  EF  :  la  demi-somme  des  côtés  AG,  BG  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  segments  DF,  GE;  leur 
demi-différence  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  seg- 
ments DE,  FG.  (Catalan.) 

Nota.  —  Dans  l'énoncé  de  la  question  2c  3,  question  dont  nous  avons 
déjà    reçu  plusieurs  bonnes  solutions,  nous  avons  omis  de  dire  que  A 

désignait  le  point  de  contact  de  A  et  de  a'. 

G.L. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 
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L'OMNIFORMULE  DE  GUBATURE 

Par  M.  Casimir  Rey 

[Fin,  voir  p.  148.) 


31.  Note  IV.  —  Kri  1848  {Nouvelles  Annales,  t.  VII), 
l^'inck  publia  im  mémoire  que  nous  avons  utilise  dans  une 
paiLic  (le  notre  travail  et  la  formule  de  cubature  dont  nous 
nous  occupons  ici,  fut  nommée  formule  de  Finck  par  les 
élèves  de  l'émincnt  professeur  de  Strasbourg-. 

Cependant  il  terminait  ainsi  son  mémoire  : 

«  Tout  cela  est  renfermé  dans  un  théorème  de  Sarrus  dont 
voici  l'énoncé  : 

»  Si  dans  un  corps,  toute  section  parallèle  à  un  plan  donné  a 
son  aire  exprimée  par  A  -[-  Bz  -|-  Cz^  où  z  est  la  distance  de  la  sec- 
tion au  plan  ;  A,  B,  C  sont  des  constantes;  un  segment  quelconque, 
renfermé  entre  deux  plans  parallèles  au  même  plan,  se  mesure  par 

>'  Un  peu  d'intégral  suffit  pour  la  démonstration  (6,  b' 
sont  les  sections  extrêmes,  b"  est  la  section  équidistanto  des 
l)remières).  » 

Cette  déclaration  a  conduit  sans  doute  M.  Dupuis.  l'auteur 
des  Recherches  sur  le  Nombre  de  Platon,  à  nommer  du  nom 
de  Sarrus,  la  formule  dont  il  donne  seulement  l'énoncé  dans 
la  dernière  édition  de  ses  Tables  de  logarithmes. 

Mais  voici  ce  que  nous  écrit  le  capitaine  Brocard  qui  a 
l)ien  voulu  nous  aider  de  ses  excellents  conseils  pendant  la 
l'édaction  de  notre  travail  et  dont  tous  les  lecteurs  des  jour- 
naux de  mathématiques  connaissent  les  belles  découvertes 
géométriques,  la  grande  érudition  : 

a  11  serait  extrêmement  intéressant  de  trouver  trace  de  ce 
théorème  dans  un  écrit  de  Sarrus,  pour  mon  compte  je  n'en 
ai  pas  remarqué...  Consulter  sur  le  même  sujet  {Journal  de 
Crelle,  t.  XLV,  1853)  une  note  d'August  de  Berlin  relative  à 
une  formule  de  cubature  qu'il  avait  fait  connaître  dès  1849 
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dans  un  programme  scolaire  (volumes  de  révolution  du  second 
degré).  L'auteur  remarque  l'application  de  sa  formule  aux  obé- 
lisques, comme  Finck  l'avait  observé  dans  sa  Géométrie  (3">^  édi- 
tion, p.  458).  11  cite  comme  ayant  employé  ou  signalé  cette 
formule  Ghapman,  Prony,  Eytevelein,  Poncelet,  Brix,  Steiner. 
»  Steiner  en  a  même  donné  une  démonstration  géométrique 
{Journal  de  Crelle,  t.  XXIII,  p.  275).  » 

Le  BuUetindela  Sociélédestatistiquederisère{i^S2)coiiiieiitsuT 
la  question  un  intéressant  travail  de  notre  collègue  M.  Latars. 

Le  théorème  fondamental  du  §  5,  accompagné  de  quelques 
applications,  est  actuellement  enseigné  par  beaucoup  de 
professeurs  ;  il  se  trouve  dans  le  Traité  de  Géométrie  de 
MM.  Rouché  et  de  Comberousse  §  656,  dans  celui  de  M.  Vac- 
quant  §  659,  dans  V Appendice  aux  Exercices  de  Géométrie,  par 
r.I.G  et  probablement  dans  beaucoup  d'autres  ouvrages. 

M.  Bertrand  {Traité  de  Calcul  intégral,  chap.  II,  p.  409), 
donne  la  formule  pour  les  volumes  engendrés  par  une 
surface  plane  s  ■=  AqZ^  -[-  A^z  +  A^  se  mouvant  parallè- 
lement à  elle  même  dans  le  sens  des  js  et  M.  de  Longchamps 
nous  signale  la  thèse  de  M.  Pujet  {Des  Quadratures,  juillet 
1868)  dans  lequel  le  vœu  émis  §  1  est  déjà  exprimé. 

Dans  une  note  ajoutée  au  mémoire  de  Finck^  Terquem 
revendiquait  le  Théorème  en  faveur  de  Koppe  qui  en  1838 
avait  publié  {Journal  de  Crelle^  t.  XVIII)  le  théorème  suivant: 

«  Un  corps,  ayant  pour  bases  deux  polygones  parallèles  et 
pour  face  des  trapèzes,  est  équivalent  à  un  prisme  ayant  pour 
base  Vaire  de  la  section  parallèle  faite  à  égale  distance  des  deux 
bases,  et  augmenté  du  douzième  de  l'aire  du  polygone  qui  a  les 
mêmes  angles  que  les  polygones  et  qui  a  pour  côtés  les  différences 
des  côtés  homologues.  » 

Enfin  quelques-uns  attribuent  le  théorème  à  Maclaurin, 
d'après  un  article  de  M.  Maleix  publié  dans  les  Nouvelles 
Annales  (t.  XIX,  1880,  sur  l'évaluation  de  certains  volumes) 
oîi  l'auteur  dit  : 

«   On  retrouve  pour  expression  V,  dans  ces  hypothèses, 

V  =  ^(B,-f  4B,-f-B3), 
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lorinulc  duo  à  Maclaiiiiu  (Fluxions  u°  848;  4742).  »  Or  dans 
son  Trdilé  des  (luxions  Maclaurin  no  s'occupo  pas  do  cuba- 
tures  ot  la  formule  du  n°  848  n'a  que  la  forme  de  l'omni- 
formulo,  comme  on  va  le  voir. 

Le  n''  8i8  du  Traité  des  fluxions  fait  partie  du  chapitre  IV 
(livre  II)  intitulé  : 

«  De  l'aire  des  figures  quand  leur  ordonnée  est  exprimée 
par  une  lluente.  »  (Une  lluente  est  une  fonction  dont  on 
considère  les  dérivées  ou  lluentes  successives.) 

Dans  le  n**  848,  Maclaurin  considère  l'aire  AF/a  comprise 
entre  les  ordonnées  FA,  fa. 

Il  appelle  A  la  somme  des  ordonnées  FA  et  fa;  B  l'or- 
donnée BE  équidistante  de  FA  et  /a;  R  la  ligne  ka  et  il 
démontre  que  : 

«  L  aire  AF/a  = --!—  R V- etc.  » 

6  9  X  720      81  X  3240 

ô,  C  etc.  sont  ce  que  nous  appelons  actuellement  les  diffé- 
rences 3^"%  5™c,  etc.  de  y  par  rapport  à  l'abscisse,  pour 
ij^  =  fa,  î/o  =  FA.  Les  abscisses  sont  comptées  à  partir  du 
point  0. 

Maclaurin  observe  que  si  l'on  néglige  8,  'Ç  etc.  l'aire  devient 

mais  il  n'indique  pas,  ou  plutôt  il  ne  rappelle  pas,  quand  ces 
différences  sont  négligeables  et  il  ne  traite  pas  l'application 
aux  cubatures. 

Si  un  nom  d'auteur  devait  être  donné  à  la  formule,  celui 
de  Simpson  pourrait  être  mis  en  avant,  avec  des  titres  à  la 
revendication,  plus  justifiés  que  ceux  des  savants  déjà  cités. 

Il  est  de  fait  impossible  d'attacher  un  nom  d'auteur  à 
toutes  les  formules.  Beaucoup  d'entre  elles  ont  un  grand 
nombre  d'ascendants  et  la  recherche  de  la  paternité  ne  con- 
duit alors,  le  plus  souvent,  qu'à  des  discussions  stériles.  Dans 
ce  cas,  le  mieux  n'est-ii  pas  de  choisir  un  nom  de  qualité  au 
lieu  d'un  nom  propre? 

C'est  ce  qui  nous  conduit  ici  à  proposer  le  nom  d'omnifor- 
mule  de  cubature:  il  se  justifie  de  lui-môme  et  nous  serons 
heureux  de  le  voir  adopter. 
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PROBLEME  DE  MECANIQUE 

Par  M.  Ed.  Ouillct,  professeur  au  Lycée  d'Avignon. 
[Fin,  voir  p.  121). 


Valeur  absolue  de  la  vitesse  de  la  sphère  en  un 
point  quelconque  de  sa  trajectoire.  —  Prenons  pour 
origine  le  point  de  départ  de  la  branche  parabolique  sur 
laquelle  se  trouve  le  point  considéré  et  pour  axes  de  coor- 
données, une  horizontale  et  une  verticale  passant  à  l'origine. 

Désignons  par  V^  la  vitesse  de  départ  sur  cette  branche 
parabolique;  par  H  la  distance  de  Torigine  à  la  directrice 
commune  ;  par  V^;  et  Vy  les  projections  horizontale  et  verti- 
cale de  la  vitesse  V  à  l'époque  t;  par  Ç>  l'angle  de  la  vitesse 
de  départ  avec  la  normale  au  plan  incliné  ;  enfin  par  x  et 
Ij  les  coordonnées  du  point  considéré. 

Nous  avons 

Y,  =:  Yo  sin  (x  +  p) 
Yy  =  Yo  cos  (a  +  p)  —  gt 
X  =  YqI  sin  (a  -f-  P) 

y  —  Y,t  cos  (a  +  (3) fff' 

Puisque  Y'-^  ==i  Y^  +  Y,^,  on  aura 

Y2  —  Y5  —  2gtYo  cos  (a  +  p)  4-  gH'' 

Or,  si  on   laissait  simplement  tomber  la  sphère   du  point 

de  la  directrice  commune  situé  verticalement  au-dessus  du 

point  considéré,  la  vitesse  Y-^  acquise  dans  cette  chute  libre 

de  hauteur  H  —  y,  serait  donnée  par  la  formule 

Y\  =  2g(R-y), 

Yl                                                 I 
En  remplaçant  H  par  —  et  ^  par  Y^t  cos  (a  -f-  6) jç/ZS 

on  aura  : 

Yf  =     l  -  2gtY,  cos  (a  +  p)  +  gH', 
On  voit  ainsi  que,  quel  que  soit  /,  on  a  toujours 

V  =  v„ 
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c'est-à-dire,  quen  un  point  (judconquc  de  sa  trajectoire,  la 
vitesse  al)soiue  de  la  sphère  est  la  même  que  si  cette  sphère  tom- 
bait directement  en  ce  point  à  partir  du  point  de  la  directrice 
commune  qui  lui  es t^ verticalement  superposé. 

On  a  vu,  qu'eu  paiLiculior,  les  vitesses  W,  B"...  peuvent 
être  obtenues  par  les  chutes  libres  K'B',  K"B"... 

Cas  particuliers.  —  Les  solutions  et  considérations  qui 
précèdent  s'appliquent  à  une  valeur  quelconque  de  l'angle  -/ 
du  plan  incliné  avec  le  plan  horizontal. 

i"  Dans  le  cas  particulier  oii  a  =  o,  c'est-à-dire  quand  le 
plan  donné  est  horizontal,  les  résultats  généraux  deviennent 

tg  a  ■=  tg  7/  =  tg  a"  =...—.  o      . 

^  r  ,  "  „ 

Mouvement  sur  le  plan  horizontal.  —  Après  un 
certain  nombre  de  bonds,  dépendant  de  la  longueur  du  plan 
incliné,  la  sphère  viendra  rencontrer  le  plan  horizontal  en 
un  certain  point  B. 

Supposons,  comme  le  représente  notre  figure,  que  la  troi- 
sième branche  parabolique  ait  une  de  ses  extrémités  B"  au- 
dessus  du  plan  horizontal  et  l'autre  extrémité  B"'  au-dessous 
du  même  plan  ;  cette  branche  se  termine  sur  le  plan  horizontal 
OXX'  en  un  point  B^  que  nous  nous  proposons  de  déterminer. 

Pour  cela  nous  rappellerons  qu'en  un  point  quelconque 
d'une  parabole,  la  sous-normale  est  constamment  égale  à  la 
distance  F"D"  du  foyer  à  la  directrice  et  la  sous-tangente 
est  double  de  la  distance  du  sommet  au  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  considéré  sur  l'axe. 

Nous  prendrons  donc  GR  =  F"D"  et  S"V  —  S"G  pour  dé- 
crire ensuite  sur  VR  comme  diamètre  une  demi-circonférence 
qui  coupe  la  trace  OXX'  du  plan  horizontal  précisément  au 
point  B^  cherché. 

La  tangente  à  la  branche  B^S^B^  en  B^  est  la  droite  B^V 
et,  en  prenant  l'angle  K^B^Gi  égal  à  l'angle  K-tB^V  on  aura 
suivant  B^C^  la  direction  de  la  vitesse  initiale  du  premier 
bond  tout  entier  sur  le  plan  horizontal. 

Nous  savons  d'ailleurs  que  la  vitesse  suivant  B^C^  est  égale 
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à  celle  que  produirait  la  chute  directe  de  la  sphère  suivant 
KiBj  ;  nous  déterminerons  donc  les  éléments  de  cette  qua- 
trième branche  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  précédentes. 
Le  deuxième  point  d'intersection  X'  avec  le  plan  horizontal 
sera  symétrique  de  B^  par  rapport  h  l'axe  DiF^Ei  de  cette 
branche;  de  plus  la  vitesse  en  X'  sera  égale  à  la  vitesse  en 
B^  et  également  inclinée  sur  le  plan  horizontal. 

On  aura  ainsi  sur  le  plan  horizontal  une  série  indéfinie  de 
bonds  identiques  ayant  leurs  sommets  et  leurs  foyers  sur 
deux  droites  parallèles  à  la  directrice  commune  AD^. 
c'est-à-dire  que  les  amplitudes  et  les  angles  de  réflexion 
sont  toujours  nuls.  On  a  donc  un  mouvement  vertical  alter- 
natif  indéfini,    dans  lequel    la    durée    constante  de  chaque 

oscilation  complète  est  ^^  ou  2  y  — - 

9  ^    9 

C'est  un  résultat  connu. 

2^  Dans  le  cas  particulier  oîi  a  =  45*^,  la  droite  des  foyers 
sera  verticale  et,  par  suite,  aussi  celle  des  sommets.  Nous 
aurons  une  série  de  branches  paraboliques  ayant  toutes 
leurs  sommets  et  leurs  foyers  sur  la  verticale  du  point  de 
départ  A  et  pour  directrice  commune  l'horizoutale  ADD'... 
Ces  paraboles  seront  faciles  à  construire  car  les  amplitudes  sont 

A  =  Sh, 

A'  =z  16/1, 

A"  =  24.I1,  ...  etc. 
et  la  connaissance  d'un  point  B'  eutraîne  celle  des  foyers  F 
et  F'  et  des  sommets  S  et  S'  puisque  la  directrice  ADD'  est 
déterminée. 

PRODUIT  DES  TERMES  D'UNE  PROGRESSION  ARITHMÉTIQUE 
Par  M.  Charles  Giiieyssc,  élève  à  l'École  Monge. 


Soit  une  progression  arithmétique 

a  -\-  Vy     a  -\-  2?%  ...  a  -\-  mr, 
et  soit  le  produit 

P  =:  (a  -|-  r){a  -\-  2r)  ...  (a  -\-  mr), 
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on  a  : 

P=  Ao^.'"  +  A, a"'-'/-  +  A/r-'^/-2  +  . . .  +  A,„?'"^ 
Pour  foniKM-  l(;  tormo  A^a"'  nous  avons  pris  a  dans  los  m 
binonios  ;   donc 

Ao  =  I. 
Pour  foriiKT   rensemble  A^rz/''-^/',  nous  avons  pris  f,ous  les 
termos  roini)ronantm —  r  foisaoti  fois?-;  donc  A^  constitue 
la  somme  des  produits  i  à  i  des  m  premiers  nombres,  somme 
que  nous  désiiiiKM'ons  par  li^  syml)ole  S^. 

Aj  =  S|. 
De  môme,  nous  avons: 

A2   ^^^^   ^2' 

A3     =     0;î, 

A„i  ^m* 

D'où  (en  posant  pour  généraliser  So=  i) 

p  =  Soa"^  +  Sitt^'-V  +  S.a'^-^r^  +  . . .  +  S^r"^. 

Si  nous  faisons  a  =:z  r  =  i  nous  avons  le  développement 
d'un  factoriel  en  une  somme  de  termes  : 

(m+  i)!  =  So  +  Si  +  S,  ...  +S^. 

Les  termes  Sq  S^  . . .  S^  . . .  S^  ont  une  loi  de  formation 
bien  déterminée,  traduisons  cette  loi  par  une  équation  algé- 
brique. 

Première  formule.  —  Calculons  S^  en  fonction  des 
termes  précédents  Sp_i  ...  et  en  fonction  de  S  ,  S  . . .  Sp.  Nous 
désignons  ainsi  la  somme  des  puissances  1"^®,  S'"^  . . .  p'"^ 
des  m  premiers  nombres. 

Nous  avons  Sq  =  1, 

et  Si  =  S/. 

Calculons  S^  ;  83  résulte  de  la  sommation  : 

a  et  s  étant  deux  nombres  quelconques  de  la  suite  i   ...  m. 
Considérons  l'un  des  facteurs,  y.  par  exemple,  comme  fixe 
et  faisons  varier  [3  ;  p  prendra  toutes  les  valeurs  dont  la  somme 
constitue  S^,  sauf  cependant  a,  donc  : 

2ap  =  Sa^Si  —  a). 
Maintenant  faisons  varier  a  : 

Sa[3  =  i(Si  -  i)  +  2(Si  —  2)  ...  +  m(S,  —  m). 
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EfTectuous  les  difTéreutes  multiplications  et  groupons  : 

sa6  =  s,s;  —  s;. 

Mais  a,  en  variant,  a  pris  les  valeurs  fi,  donc  le  même  terme 
s'est  formé  deux  fois,  et  comme  S^  n'admet  que  des  termes 
diflerents,  on  a  : 

2S2  =  s^s;  —  S2, 

ou  2S2 — S^Si -f- S2  =  o. 

Remarquons  que  2  =  2  !  =  Pg  (nous  appelons,  suivant 
l'usage,  P„  le  nombre  des  permutations  de  n  objets). 

Calculons  S3  ;    S3  résulte  de  la  sommation 

Considérons  a  comme  fixe  et  py  comme  variable. 
[5y  prendra  toutes  les  valeurs  dont  la  somme  constitue  28^ 
sauf  celles  contenant  a  c'est-à-dire  a(Si  —  a).  Donc 

SocSv  =  Sa[2S2  —  ^-{^1  —  a)] 
ou        Sapy  =  i[2S2  —  i(Si  —  i)]  H-  2(282  —  2(Si  —  2)] 

-)-...-}-  w[2So  —  m(Si  —  m)]. 
Effectuant  et  groupant  : 

Sapy  z=:  2S2S;  —  S^S;  +  S3. 

Dans   ilxpy  il  y  a  répétition  de  termes,  chacun  des  termes 
se  trouve  répété  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  permutations  de 
trois  lettres. 
Donc  on  a  : 

3  !  S3  —  2  !  S2S1  -\-  8^82  —  83  =  o. 
Le  raisonnement  sera  le  même  pour  le  terme  général.  On 
aura  : 

pi  S^8Ô  —  (p  —  i)!  8p_i8'i  +  (p  —  2)!  8^,^282+ 

..•+(-  i)'^(p-A-)!  8,,_„8;+  ...+(-  i)Po!  8o8;=:o; 
pour  donner  plus  de  symétrie  à  cette  formule  nous  posons 

Si)  =  So  =  0  !  =  I . 
Cette  formule  présente  une  sorte  d'homogénéité  indiquée 
par  les  indices  de  8  et  S';  il  suffit  de  considérer  la  valeur 
des   symboles  pour  voir  que  dans  chaque   terme   il  y  a  le 
produit  de  2^  termes  égaux  ou  différents. 

Deuxième  formule.  —  Aux  indices  inférieurs,  déjà 
expliqués,  joignons  des  indices  supérieurs  indiquant  le  nombre 
de  termes  de  la  progression  arithmétique. 
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Sy  (lésignora  la  somme  des  produits  /;  ùp  des  m  premiers 
noml)res. 

Si  l'on  considère  les  termes  entrant  dans  SJ"  et  dans  S^~  , 
on  a  évidemment 

Î5p   —  Oy,         :=  7/ÎOp_i  5 

d'oïl,  en  remarquant  qu'il  faut  supposer  m  >  p, 


cm— 1 
Op        - 

cm— 2 

-s;r^=mS';ii 

-  Sr'  -  {m  -  2)  S^Zi' 

Sf^- 

-    si;=  (p+i)sj;_, 

Additionnons  et  réduisons  : 

S;;-  -  Si;  =  mS»-'  +  (»i  -  OS^^z^  +  («  _  2)S^zï 
+  . . .  +  (p  +  i)S,';_,. 
Observant  quo  S!;  =  p!=pX(p  —  i)!  =  pS^zl 
il  vient  fmalomeul  : 

s;'  =  mS;!r/  +  (m  -  I  )S;;ri^  +  (m  -  2)8^=3 

Dans  la  première  formule  les  indices  inférieurs  changeaient; 
dans  cette  seconde,  ce  sont  les  indices  supérieurs,  après 
l'abaissement  d'une  unité  de  l'indice  inférieur. 

On  peut  à  l'aide  d'une  des  deux  formules  précédentes 
calculer,  par  voie  récurrente,  tous  les  termes  du  développe- 
ment du  produit  des  termes  d'une  progression  arithmétique. 

GÉNÉRALITÉS  SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 

LES  POINTS  RÉCIPROQUES  ET  LES   POTENTIELS    d'oRDRE  p 
Par  M.  G.  de  liougchamps. 

[Suite,  voir  p.  154.) 


14.  Correspondances  diverses.  —Mais  on  rencontre 
encore  dans  la  géométrie  du  triangle  des  points  qui  sont 
associés  les  uns  aux  autres  par  des  lois  géométriques  plus 
complexes  que  les  précédentes,  bien  que  relativement  très 
simples. 
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Imaginons  deux  points  M,  M'  dont  les  coordonnées  véri- 
fient les  égalités 


a        6       Y 


(M')  iL  =  i  =  i. 


considérons  maintenant  un  point  M"  (a",  p'',  y")  associé  aux 
précédents  au  moyen  des  formules 

(X  b  Y 


\m)     \B')      (c 


G[ 
B' 


et  proposons  nous  de  trouver  le  point  M". 

Nous  avons  : 

B[x__C 

Gu.  ""  B 

v;^\G7 

G-/'  -  /B 
VB' 


B(/ 

G|/ 

G 


.b)     \gJ 


^B^;x 


B'j    VG./y 

Gette  dernière  fraction  représente  le  rapport  anharmonique 

des  points  (B,  G,  \x,  ;/).  Me- 
nons par  G  une  parallèle  à  A(a', 
nous  avons 
B(x 

Gu   _HK 
Bj/  ~HG  ' 

Ga' 

J^'      et,  par  conséquent, 

C7'  ~"  HG  * 
Ainsi  la  droite  [x^H  est  parallèle  à  AB.  On  peut  donc,  par 
cette  construction  assez  simple  et  n'exigeant  d'ailleurs  que 
l'emploi  de  la  règle  et  de  l'équerre,  tracer  la  droite  Afx'  qui 
passe  par  le  point  cherché  M".  On  déterminera  complètement 
ce  point  en  répétant  le  tracé  indiqué  pour  l'un  des  deux  autres 

côtés. 

Une  autre  association  qui,  au  premier  abord,  paraît  plus 
difficile  à  réaliser  géométriquement  est  celle  qui  correspond 
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aux  formules  (M)  et  (M')  et  à  la.  suivante  : 


^"  -    ^'"   -  ^^"  -  (M") 


kk!      BB'      œ 

Mais  si  l'on  considère  le  point  Mo,  réciproque  du  point  M, 
on  a 

aao  =  pPo  =  YYo, 
ot,  par  suite, 

Aao  =  BPo  =  Gyo. 

Les  formules  (M")  s'écrivent  alors 

"  f  II  ti 

\^j     \^)     \7o. 

et  l'on  retombe  dans  le  cas  que  nous  avons  résolu  à  l'instant. 

15.  Potentiels  d'ordre  p,  —  Généralisons  maintenant 
cette  idée  d'association  entre  un  point  donné  et  un  point  cor- 
respondant, et  convenons  de  dire  qu'un  point  M'(a',  [I ,  Y)  ^^^ 
le  y?">*^  potentiel  (*)  d'un  point  donné  M(7.,  fi,  y),  lorsque  les 
égalités 

et 

±-  =  L  =  ï.,  (M') 

A.P       BP       QP 

sont  vérifiées. 

En  appliquant,  de  proche  en  proche,  la  construction  que 
nous  venons  d'indiquer  à  la  fm  du  paragraphe  précédent,  on 
obtiendra,  successivement,  les  potentiels  d'ordre  2,  3,  etc. 

Mais  cette  construction  offre  quelques  longueurs  que  l'on 
peut  éviter  et  nous  nous  proposons  d'établir  certaines  con- 
structions rapides  pour  les  potentiels  les  plus  simples,  ceux 
de  l'ordre  2,  3  ou  4. 

(A  suivre,) 


[*]  Celte  expression  "commode  est  de  M.  Neuberg. 
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NOTES  SUR  LES  QUESTIONS  5,  130  ET  140 

Par  Emile  Vigarîé. 


Sur  la  question  n°5.  —  Cette  question  proposée  eu  1882 
par  M.  J.  Neubcrg  et  résolue  en  1884  par  M.  Madiot  est  ainsi 
énoncée  : 

A  tout  triangle  ABC  on  ])eut  inscrire  deux  triangles  ayant 
leurs  côtés  perpendiculaires  à  ceux  de  ABC.  Ces  triangles 
sont  inscriptibles  dans  une  circonférence  ayant  pour  centre 
le  point  de  Lemoine  de  ABC. 

Cette  même  proposition  avait  été  énoncée  par  M.  Neuberg, 
dans  son  «  étude  sur  le  centre  des  médianes  antiparallèles  » 
(Mathésis  t.  I,  1881,  p.  185-186).  Elle  peut  encore  se  déduire 
des  propositions  suivantes  :  (E.  Lemoine,  Association  française, 
Lille  1874.  §2). 

1°  Si  on  considère  tous  les  rectangles  inscrits  à  un  triangle 
ABC  et  dont  l'un  des  côtés  repose  sur  l'un  des  côtés  BG  du 
triangle,  le  lieu  du  centre  de  ces  rectangles  sera  la  droite  qui 
joint  le  milieu  de  BC  au  milieu  de  la  hauteur  correspon- 
dante. 

2°  Le  point  de  Lemoine  est  le  centre  de  trois  rectangles, 
inscrits  dans  un  triangle,  et  ayant  deux  côtés  perpendicu- 
laires à  ceux  du  triangle  donné. 

"è^  Le  point  de  Lemoine  est  tel  que  les  antiparallèles  aux 
côtés  du  triangle  menées  par  ce  point  sont  égales  (E.  Lemoine, 
Lyon  1873,  §8),  ce  qui  peut  s'énoncer  en  disant  que  : 

Le  point  de  Lemoine  est  le  centre  d'un  cercle  qui  coupe  les 
côtés  du  triangle  en  des  points  diamétralement  opposés.  (A. 
Morel,  «  Étude  sur  le  cercle  de  Brocard  »,  (J.  M.  E.;  1 883,  p.  i  97.) 

Si  en  effet  par  le  point  K  de  Lemoine  on  mène  les  antipar- 
parallèles  AbA^,  BaB^,  C^Cj,  à  BC,  AC,  AB,  on  a  trois  rec- 
tangles C^BcCflB  ,  AcGa^^hdb,  BaAfcBcAc  ;  les  deux  triangles 
CaAî;Bc,  BaCb^c  satisfont  à  l'énoncé  de  la  question  n^  5  ;  le 
rapport  de  similitude  de  ces  triangles  à  ABC  est  égal  à  tg  a 
(ex  étant  y  angle  de  Brocard)  ;  la  longueur  commune  des  anti- 
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parallolcs  aux  côtés  du  triangle  est  égale  à  : 

2abc 

Enlin  Ic'S  six  iDoints  C,„  Br,  A^,  C„,  B„,  A,,  sont  deux  à  deux 
diaméiralemeni  opposés  sur  une  même  circonférence  ayant 
le  point  de  Leuioine  pour  centre  et  pour  diamètre  les  antipa- 
rallMes  précitées.  Cette  circonférences  est  appelée  deuxième 
cercle  de  Lemoine, 

Sur  la  question  n^  130.  —  Énoncée  par  M.  Perrin 
(1884)  nous  on  avons  donné  une  solution  (1885,  p.  211)  et  le 
théorème  que  nous  avons  donné  à  la  fin  est  dû,  comme  nous 
le  pensions  à  M.  G.  Dostor  (Mathésis,  1881,  t.  I,  p.  1Ô6).  Cette 
question  130,  se  trouve  résolue  dans  les  «  Questions  de  géo- 
métrie élémentaire  »  de  M.  Desboves  (p.  238,  3^  édition, 
1880). 

Elle  a  encore  été  proposée  sans  nom  d'auteur  dans  les 
Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (1859,  question  485, 
p.  357)  et  a  été  résolue  par  M.  E.  Françoise  en  1860  (p.  13- 
14). 

A  ces  propositions  se  rattachent  les  suivantes  qui  ont  une 
grande  analogie  (A^  ^4.  M.,  questions  483,  484,  proposées  en 
1859,  p.  357,  résolues  en  1860,  p.  11-12  et  13)  : 

D'un  point  B  extérieur  à  une  circonférence  0  on  mène  deux 
tangentes  BA,  BC,  on  projette  C  en  D  sur  le  rayon  OA;  si  on 
fait  exécuter  une  résolution  complète  autour  de  OA: 

1^  Le  segment  sphérique  engendré  par  CDA  est  équiva- 
lent au  volume  engendré  par  le  triangle  CBD. 

2°  Le  volume  engendré  par  le  triangle  mixtiligne  CBA  est 
équivalent  au  cône  engendré  par  le  triangle  BDA. 

C'est  en  s'appu^^ant  sur  cette  seconde  partie  que  M.  Cha- 
rodon  a  donné  une  seconde  solution  de  la  question  130 
(iV.  A.  M.,  1860,  p.  188-189). 

Sur  la  question  n*'  140.  —  Cette  question  proposée  par 
M.  L.  Lévy,  et  résolue  dans  ce  journal  (1885,  p.  22)  est  ainsi 
énoncée  : 

Si  d'un  point  0  pris  sur  une  circonférence  de  diamètre  AB,  on 
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décrit  une  circonférence  tangente  à  AB,  les  tangentes  AA',  BB' 
à  cette  circonférence,  issues  de  A  etB,  sont  parallèles. 

Si  l'on  observe  que  A'B'  est  un  diamètre  de  la  circonfé- 
rence 0  tangent  en  0  à  la  circonférence  AB  et  que  AO,  BO 
sont  deux  droites  rectangulaires,  il  est  évident  que  la  ques- 
tion aurait  pu  être  énoncée  ainsi  : 

Si  par  le  centre  0  d'une  circonférence  donnée,  on  mène  deux 
droites  rectangulaires  AO,  BO  et  que  par  un  point  quelconque  P 
de  la  circonférence,  on  mène  une  tangente  ;  elle  coupera  les 
droites  AO,  BO  en  des  points  A,  B  tels  que  les  tangentes  issues 
de  ces  points  sorit  parallèles. 

Sous  cette  forme,  il  est  facile  de  voir  que  c'est  un  cas  par- 
ticulier de  la  proposition  plus  générale  suivante,  dont 
M.  Kœhler  a  donné  deux  démonstrations,  l'une  analytique, 
l'autre  géométrique.  (Voir  Exercices  de  géométrie  analytique  et 
de  géométrie  supérieure,  1886,  p.  90-91,  première  partie): 

Par  un  point  0,  on  mène  deux  droites  conjuguées  par  rapport 
à  une  conique  ;  une  tangente  quelconque  les  coupe  en  deux 
points  A,  B  tels  que  les  deux  autres  tangentes  menées  par  les 
points  A,  B  se  coupent  sur  la  polaire  de  0. 


BIBLIOGRAPHIE 


Nous  avons  reçu  de  M.  N.  Philippof,  de  Saint-Pétersbourg, 
une  très  curieuse  et  très  intéressante  brochure  ayant  pour 
titre  Simplification  du  calcul  algébrique.  Cette  note  est  écrite 
dans  la  langue  russe  et  il  nous  eût  été  impossible  de  décou- 
vrir même  le  principe  de  ce  travail,  si  l'auteur,  en  nous 
l'adressant,  n'avait  eu  l'obligeance  de  l'accompagner  d'une 
lettre  française,  explicative  et  très  détaillée.  Cette  lettre  nous 
a  permis  de  comprendre  la  pensée  qu'a  eue  M.  Philippof  et 
qui  nous  paraît  de  nature  à  intéresser  nos  lecteurs. 

Voici  quelle  est  la  base  de  la  simplification  que  propose 
M.  Philippof. 
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Prenons  le  nombre  356  dans  le  système  décimal  ;  en  réalité, 
ce  nombre  devrait  s'écrire 

3.10^  +  5.10  4-  6; 
et,  plus  généralement,  dans  un  système  de  base  x, 

3x2  _|_  5^  _^  5^ 

Partant  de  là,  et  à  l'imitation  de  l'écriture  symbolique  de 
l'arithmétique,  on  peut  convenir  d'écrire  la  forme  algébrique 

ax"^  -\-hx  -\-  c, 
de  la  manière  suivante  : 

abc, 
ou 

c    6    a, 

suivant  que  la  fonction  entière  sera  ordonnée  suivant  les 
puissances  décroissantes  ou  croissantes  de  la  lettre  ordon- 
natrice. M.  Philippof  adopte  la  deuxième  convention  et  sup- 
prime purement  et  simplement  la  lettre  ordonnatrice  qu'il 
considère  comme  un  encombrement  et  une  superfiuité  de 
l'écriture  algébrique.  Celle-ci;  déjà  symbolique,  devient  donc, 
dans  l'écriture  proposée,  plus  symbolique  encore;  en  un  mot, 
c'est  un  symbole  au-dessus  du  symbole  ordinaire. 

Lorsqu'on  veut  expliciter  les  signes  des  coefficients,  on 
place  le  signe  —  au-dessus  du  coefficient  négatif  considéré 
et  l'on  écrit,  par  exemple, 

3  —  5a;  +  \x'^  :^  3  5  4, 
5  -j-  3a^2  ih:  5  o  3, 
etc.  Sans  doute,  l'écriture  est  moins  explicite  ;  mais  elle 
gagne  en  rapidité  ce  qu'elle  a  perdu,  pour  les  yeux,  en  clarté. 
Il  ne  faut  pas  d'ailleurs,  au  moins  à  priori,  se  révolter  contre 
ces  notations  abrégées  (*).  Il  convient  seulement,  croyons- 
nous,  de  les  soumettre  à  la   pratique  pour  voir  si,  oui  ou 

(*)  L'expression  (citation  déjà  faite  à  titre  de  curiosité;  G.  M.  S,  1. 1  ;  p.  119.] 

2b^  —  # 

z6  —  3d="' 
s'écrivait  autrefois 

b  cub.  bis  —  d  cub 


z  m  b  —  d  q  ter 
(V.  Journal  Sp.,  1883,  p.  17,  lettre  de  Fermât  à  Mersenne.) 

On  peut  supposer,    croyons-nous,  que  la   notation    des    exposants, 
proposée  par  Descartes,  malgré  tous  ses  avantages,  a  du  gêner,  au  début, 


I       0 

D 

2 

I 

I       O 

5 

2 

0    10 

0 
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non,  on  efTectuo,  avec  elles,  plus  vite,  et  plus  sûrement,  les 
calculs  algébriques. 

Voici  quelques  exemples,  choisis  parmi  les  plus  simples, 
pour  qu'ils  soient  saisis  plus  vite,  des  calculs  effectués  par 
la  méthode  de  M.  Philippof. 

1^  On  propose  de  multiplier  ; 

1-1-5^2         et         2  +  X, 

On   écrit   les  symboles   correspondants   et  on  effectue  la 
multiplication  suivante 


(A.) 


2       I     10       5 

Le  résultat  s'écrit,  symboliquement, 

2     I      10     5  ; 
ou,  si  l'on  veut  revenir  à  la  forme  explicite, 

2  -\-  X  -\-  lOCC^  -f"  505^. 

Mais  ce  calcul  même,  ou  plutôt  sa  représentation  figu- 
rative, se  trouve  encore  modifié  et  simplifié  par  la  convention 
suivante. 

Au  lieu  d'écrire  les  multiplications  partielles  comme  on 
le  fait  en  arithmétique  et  comme  le  rappelle  le  tableau  (A), 
observant  que  le  zéro  qui  est  souligné  est  un  signe  inutile  ; 

ceux  qui  étaient  familiarisés  avec  l'ancienne  notation;  elle  n'en  a  pas 
moins  fait  son  chemin. 

Pour  citer  un  autre  exemple  moins  ancien  et  qui  sera  mieux  adapté 
à  notre  pensée,  qui  ne  sait  tous  les  services  que  les  notations  abrégées 
rendent  aujourd'hui  à  la  géométrie  analytique.  Elles  étaient  pourtant, 
si  nous  nous  rappelons  bien,  fort  peu  employées,  il  y  a  de  cela  quelques 
années;  les  élèves  qui  ont  un  penchant  très  marqué  pour  les  notations 
explicites,  se  sont  pourtant  peu  à  peu  habitués  à  celte  nouvelle  écri- 
ture qui  est  aujourd'hui,  et  avec  raison,  fort  appréciée.  La  notation  de 
M.  Philippof,  je  crois  pouvoir  le  lui  prédu-e  en  toute  certitude,  ne  triom- 
phera pas,  de  longtemps,  des  habitudes  prises;  mais  si  elle  porte 
vraiment  avec  elle  une  simplification  notable  des  calculs  algébriques, 
qu'il  se  rassure,  elle  percera;  lentement  peut-être  mais  sûrement. 

A  propos  de  la  notation  cartésienne  des  exposants,  citée  plus  haut, 
le  mérite  de  son  invention  paraît  remonter  au  géomètre  Estienne  de 
la  Roche  qui  vivait  au  xvi*  siècle.  On  pourra  consulter,  sur  ce  point 
historique  intéressant,  une  note  publiée  dans  les  Noiarllcs  Annales  1847, 
p.  35. 
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qu'à  ce  litre  il  doit  èlre  rejeté  de  récritiiie.  si  l'on  veut  rendre 
cell(^-ri  aussi  rapide  que  possible,  M.  Philij)pof  propose  de 
substi(u(>r  à  l'éiM-ilun^,  liabiLuelle  des  mulliplicalions,  écriture 
([ui  conduil  à  la  forme  parallélogramme,  une  disposition  de 
/orme  rectangulaire  et  il  représente  la  multiplication  précé- 
(lent(>  (le  la   manière  suivante 

1  o     5 

2        I 

2  o    lO  ^ 
i     o     5                     B 


2      I    10     5  C 

mais  il  ellcetue  les  additions  en  prenant  la  somme  des  nombres 
écrits  dans  les  colonnes  obliques  et,  ajoutant  A  à  B,  il  obtient 
le  nombre  C  écrit  sous  le  nombre  B  comme  l'indique  le 
tableau  ci- dessus;  il  faut  seulement  commencer  la  multipli- 
cation par  le  premier  chiffre  à  gauche  du  multiplicateur. 

2<^  Pour  mieux  faire  comprendre  ces  conventions,  prenons 
un  deuxième  exemple.  Soit  proposé  d'effectuer  la  multipli- 
cation : 

(l  -\-  2X  —  cc2)(i  -{-  3x  —  x^) 
et  prenons  la  notation  symbolique  de  M.  Philippof. 

Nous  formons  alors  le  tableau  suivant 


I 

3 

0 

I 

I 

2 

I 

— 

1 

3 

0 

I 

2 

6 

0 

2 

T        3       O        I 

on  effectue  ensuite  l'addition  par  colonnes  obliques  et  l'on  a 
les  coeificients  cherchés  : 

I,     3  +  2,    0  +  6—  T,    -—  i+o— 3,     —2  +  0,     i; 
finalement,  le  résultat  s'écrit  symboliquement 

(  I     3     0     I  )  (  I     2     I  )  i^  (  I     5     5     4     2     I  ) . 
On  peut  ensuite  revenir,  le  résultat  une  fois  trouvé,  à  la 
notation  explicite. 

'6°  Proposons-nous  encore  le  calcul  du  carré  de 
a  -\-  bx  -{-  cx"^  -{-  dx^. 
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Nous  écrivons 


a 

b 

c 

d 

a 

b 

c 

d 

«2 

ab 

ae 

ad 

ab 

62 

bc 

bd 

ac 

bc 

c^ 

cd 

ad 

bel 

cd 

d' 

(B) 


Nous  efTectuons  ensuite  l'addition   par    colonnes  obliques 
et  nous  avons,  sous  forme  explicite,  le  résultat  suivant 
a^  +  2abx  -f  (62  -f  2ac)x^  +  (26c  +  2ad)x'^  -f  (c^  -[-  2bd)x'' 

+  2cdx^  +  d^^'\ 
On  peut  d'ailleurs,  pour  les  élévations  au  carré,  simplifier 
notablement  l'écriture  ci-dessus,  en  observant,  comme  le  fait 
M.  Philippof,  que  le  tableau  (B)  étant  nécessairement  symé- 
trique par  rapport  à  la  diagonale  principale  (a^,  6^,  c^,  d"^), 
il  suffit  de  doubler  les  éléments  qui  sont  placés  au-dessous 
de  cette  diagonale;  on  dispose  alors  le  calcul,  sous  forme 
triangulaire,  suivant  l'expression  de  M.  Philippof,  de  la 
manière  suivante  : 

(abc     dy  =:  a^ 

2ab     ¥ 
2ac     2bc    c^ 
2ad     2bd     2cd    d^ 
et  l'on  effectue  encore  l'addition  par  colonnes  obliques. 

La  brochure  de  M.  Philippof  traite  ensuite,  naturellement, 
des  autres  opérations  élémentaires  de  l'algèbre  :  la  division, 
l'extraction  des  racines  carrées,  la  puissance  des  polynômes. 
L'espace  me  manque  ici  pour  suivre  l'auteur  dans  ces  cha- 
pitres divers;  il  faudrait  presque  reproduire  la  brochure 
elle-même.  J'ai  préféré,  pour  faire  connaître  l'idée  de  M.  Phi- 
lippof, m'attacher  à  l'application  que  l'auteur  en  a  faite  à 
la  multiplication.  Je  ne  sais  si  cette  idée  est  neuve  et  si 
quelque  autre  mathématicien  ne  l'a  pas  déjà  proposée;  mais 
elle  est  certainement  curieuse  et  je  la  crois  utile.  Je  puis 
affirmer  dans  tous  les  cas  que,  bornée  à  la  multiplication, 
elle  conduit  au  résultat  plus  rapidement  et  plus  sûrement 
que  la  méthode  ordinaire;  on  peut  essayer,  comme  j'ai  tenu 
à  le  faire   sur  des  exemples  un   peu   compliqués,   l'emploi 
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successif  des  deux  méthodes,   l'avantae^e  appartient,  incon- 
testablement, à  celle  de  M.  Philippof. 

G.  L. 

Traité  élémentaire  des  déterminants  contenant  299  exer- 
cices, par  L.  Leboulleux,  licencié  es  sciences,  professeur  de 
mathématiques  à  l'Université  de  Genève  (Librairie  Delagrave 
1884;  Prix:  3  francsj.  Le  traité  de  M.  Leboulleux  est  conçu 
dans  le  même  esprit  que  celui  de  M.  Mansion,  sur  le  même 
sujet,  ouvrage  dont  nous  avons  rendu  compte  autrefois  (*). 
Gomme  celui-ci,  il  n'aborde  pas  immédiatement  la  théorie 
générale  des  déterminants  telle  qu'on  l'expose  ordinairement 
dans  les  cours  de  mathématiques  spéciales,  en  attaquant  de 
prime  abord  le  tableau  de  n^  éléments.  Le  lecteur  se  fami- 
liarise peu  à  peu  avec  l'idée  du  déterminant  et  avec  les  prin- 
cipes du  calcul  algébrique  correspondant  par  de  nombreux 
exercices  sur  les  déterminants  à  4  ou  9  éléments. 

Le  livre  de  M.  Leboulleux  renferme  un  très  grand  nombre 
d'exercices  accompagnés,  dans  la  plupart  des  cas,  d'une 
solution  développée  ou,  tout  au  moins,  indiquée.  Nous  recom- 
mandons particulièrement  cet  ouvrage  à  ceux  qui,  placés  loin 
d'un  enseignement  technique,  éprouveraient  quelque  difficulté 
à  s'assimiler  l'esprit  de  ce  puissant  algorithme,  qui  constitue 
aujourd'hui  la  base  de  notre  enseignement  classique. 

G.  L. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES  COMPLET 


(Session  d'Ajaccio.) 

24  juin  1885.  —  I.  Dans  un  triangle  rectangle  ABC  dont  on  connaît 
les  trois  côtés  a.  h,  c  on  mène  la  perpendiculaire  AD  du  sommet  de 
l'angle  droit  sur  l'hypothénuse  BG,  ensuite  on  mène  du  point  D  la  per- 
pendiculaire DE  sur  AG,  puis  de  E  la  perpendiculaire  EF  sur  l'hypo- 

(*)  Journal  de  Math.  Spéc.  (1884,  p.  22).  La  méthode  d'exposition 
adoptée  par  MM.  Mansion  et  L.  Leboulleux  est  aussi  celle  que  l'on 
trouve  dans  un  article  intitulé  :  Principes  élémentaires  sur  les  déterminants 
[Journal  de  Math.  Elém,.,  1877;  t.  I,  p.  5)  et  dans  l'Algèbre  élémentaire  de 
M.  J.  Bourget  [Librairie  Delagrave,  1880;  p.  133). 
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thénuse  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  On  demande  de  calculer  les 
lono-ueurs  des  lignes  AD,  DE,  l']F,  etc.  On  demande  aussi  de  calculer 
la  somme  AD  +  DE  +  EF  +  ...  On  appliquera  les  formules  obtenues 
au  cas  où  AB  =  3""  et  AG  —   5'". 

II.  On  donne  deux  droites  AB  et  CD  par  leurs  projeclioDS  [ab,  a'I/], 
(cd,  c'd');  on  donne  aussi  un  point  [oo')  situé  sur  la  ligne  de  terre  .//y. 
Trouver  l'intersection  du  plan  qui  passe  par  la  droite  AH  et  le  point  O 
avec  le  plan  qui  passe  par  la  droite  CD  et  qui  est  parallèle  à  ncy. 

(Session  de  Bastia.) 
l^'-  juillet  1885.  —  I.  Démontrer  l'identité 

3    +    COS  A.X 

tg-  X  +  colg-  j?  i:^  2 . -î— . 

I  —  COS  4X 

IL  Dans  un  cercle  O  de  rayon  R  on  inscrit  trois  cercles  égaux  A,B,  C. 

Ces  trois  cercles  sont  tangents  deux  à  deux  et  sont  tous  trois  tangents 

intérieurement  au  cercle   0.    Trouver  le  rayon  de  ces  trois  cercles  et 

l'aiie  de  la  surface  curviligne  EFG  compiise  entre  les  trois  cercles  et 

limiiée  par  les  arcs  EG,  GF,  F£  compris   sur  chaque  cercle  entre  les 

points  de  contact  de  ce  cercle  avec  les  deux  autres. 

(Session  de  Nice.) 

I.  Dans  un  cercle  de  layon  R,  on  inscrit  des  triaugles  tels  que  ABC 
dans  lesquels  le  côte  CA  est  double  de  BG.  Si  l'on  désigne  par  S  la 
surface  de  l'un  de  ces  triangles  et  par  a  la  longueur  de  BG  on  demande 

de  trouver  entre  quelles  limites  est  compris  le  rapport  —  ,   lorsque   R 

reste  constant  et  que  a  va  lie. 

II.  Un  parallélogramme  pesant  et  homogène,  dont  le  poids  est  P,  est 
supporté  par  quatre   forces  verticales   appliquées   aux   quatre  sommets 

P 
A,  B,  G,  D.  La  force  appliquée  en  A  est  égale  à  —.  Trouver  les  forces 

appliquées  aux  autres  sommets. 


ÉCOLE  NATIONALE  FORESTIÈRE  (1886) 


Mathématiques. 

I.  Si,  d'un  point  A,  extérieur  à  une  droite,  on  mène  à  cette  droite  la 
perpendiculaire  AB  et  les  obliques  AG,  AD,  AE  dont  les  longueurs 
croissent  successivement  d'une  même  quantité,  les  distances  BG,CD,  DE 
vont  en  diminuant. 

IL  Prouver  que  le  volume  d'une  tranche  sphérique  limitée  par  deux 
plans  parallèles  situés  du  même  côté  du  centre  est  équivalent  à  la 
diiférence  entre  le  cylindre  de  même  hauteur  que  la  tranche  dont  la 
base  serait  un  grand  cercle  de  la  sphère,  et  le  tronc  de  cône  de  môme 
hauteur  dont  les  bases  auraient  respectivement  pour  rayons  les  distances 
du  centre  de  la  sphère  aux  deux  plans  qui  limitcut  la  tranche. 
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III.  Une  pcr.sonno  conlractc  un  cmpruuL  remboursable  au  moy.n  de 
doux  amuiilrs  de  1  OCI  fr.  «0  c.  ;  on  a  calcule  ([uMl  serait  aussi  avantageux 
l)()ur  elle  de  paver  ([ualre  annuités  de  5GI  fr.  80  c.  Ou  demande  a  com- 
bien ou  évalue  *le  taux  de  l'intéréi.  Le  premier  paiement  s'ellectue  un 

an  ai)i-é^  le  jour  de  l'emprunt. 

(Durée  de  la  composition  :  S  heures. j 

Triyonométnr  cl  calcul  logarithmique. 


I.  Sur  une  droite  AB  comme  base,  on  décrit  trois  triangles  isocèle 


ABC,  ABC,  ABC"  dont   les  hauteurs   sont 
respectivement 

CD  =  I  AB  ,     CD  r=  AB  ,     CD  ==  -  AB 

2  2 

Démontrer  que  la  somme  des  angles  aux 
sommets  ÂCB^-|-  ACH  -j-  ACB  vaut  deux 
angles  droits. 

IL  Dans  le  trapèze  ABGD,  on  a 

CD  =  1925""  34  l^^^'^'^- 
AC  =-.  1024  448  j  ^,^^,,,.^. 
BD  =r   1227   142  )  '         ^ 
On  demande  de  calculer  les  angles  et  la 
surface. 


(Durée  de  la  composition  :  3  heures.)    A 


AGREGATION  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE 

SPÉCIAL 
(section  des  sciences  mathématiques) 


Concours  de  1886.  —  Épreuves  préparatoires 

Algèbre  et  Trigonométrie  (2  juillet). 

Soit,  dans  un  plan,  le  pentagone  non  convexe  ABCDE,  où  les  angles 
BAE  et  BCD  sont  supposés  égaux.  On  donne  leur  grandeur  commune  6, 
ainsi  que  les  longueurs  des  côtés,  savoir  : 

ABr=a,        BC=^CD  =  2a,        DE  =  3a,        EA==4a. 

Sur  EA,  à  partir  du  sommet  E,  on  porte  une  longueur  EK  égale  à 
DE,  et  sur  CD,  à  partir  du  sommet  D,  une  longueur  DH  égale  à  la 
moitié  de  DE. 

1»   Calculer  la   différence  BE^  —  BD^   des    carrés    des   distances    du 
sommet  B  aux  sommets.  E  et  D. 
2°  Résoudre  le  quadrilatère  DUKE. 
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3°  Les  bissectrices  des  quatre  angles  de  ce  quadrilatère  ont  un  point 
commun  O  :  calculer  le  rayon  de  la  circonférence  qui,  passant  par  les 
points  D  et  O,  a  son  centre  sur  le  côté  DE. 


Application.  —  Effectuer  numériquement  la  résolution  du  quadrilatère 
en  supposant 

a—i,        e  =  109°  46' 38". 

GéométrHe  descriptive  (3  juillet). 

On  donne  deux  droites  OA,  OB,  se  coupant  en  un  point  0,  et  telles 
que  l'angle  AOB  soit  aigu.  On  considère  la  surface  conique  engendrée 
par  une  droite  OM  qui  tourne  autour  du  point  0  en  formant  avec  OA 
et  OB  des  angles  MOA  et  MOB  complémentaires. 

Représenter  le  solide  limité  par  cette  surface  et  par  deux  plans  menés 
perpendiculairement  aux  deux  droites  k  la  même  dislance  du  sommet  O. 

On  prendra  l'un  de  ces  plans  pour  plan  horizontal  de  projection,  et  le 
plan  des  deux  droites  pour  plan  vertical .  On  supposera  le  solide  éclairé 
par  des  rayons  parallèles  à  la  ligne  de  terre,  et  les  ombres  sert)nt  indi- 
quées par  des  hachures. 

Mécanique  (5  juillet). 

Une  planche  rectangulaire  homogène  AB  de  longueur  /  et  de  poids  P 
c  peut  tourner  autour  d'un  de  ses  petits   côtés  fixé  hori- 

zontalement contre  un  mur  vertical  AG.  En  un  point 
B  du  côté  opposé  est  attaché  un  fil  BCAQ,  de  poids 
négligeable,  qui,  passant  sur  une  très  petite  poulie  G 
placp^  sur  le  mur  à  une  distance  h  de  la  charnière, 
retombe  verticalement  en  supportant  un  poids  Q.  Sur 
la  planche  repose  un  corps  cubique  d'arête  «,  qui 
s'appuie  contre  le  mur  par  une  arête.  Ge  cube  n'est 
pas  homogène,  mais  le  poids  spécifique  varie  propor- 
tionnellement au  carré  de  la  distance  à  la  face  de  con- 
tact; il  est  K  à  l'unité  de  distance.  Les  points  B,  G 
et  les  centres  de  gravité  de  la  planche  et  du  cube  sont 
d'ailleurs  dans  un  même  plan  vertical  normal  au  mur. 


JUUUNAL   DE    MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIrtES  191 

On  demande  de  calculer  le  poids  Q  qui  produit  rcquilibre.   Calculer 

ussi  les  réactions. 

Outre  AB --  /,  P,  AC  =  //,  a  et  K,  ou  connaît  l'angle  BAC  =  a  que  fait 
la  planche  avec  lo  mur. 

Ou  lera  abstractioii  des  frottements,  et  on  regardera  le  lil  comme 
parfaitement  llexible  (*). 


QUESTIONS  PROPOSEES 


217.  —  Démontrer  que  si  l'on  a 

a  -\-  b  -{-  c  ^^  o, 
les  deux  quantités  : 

a^c  -\-  ¥a  -f-  c^6, 
sont  égales  et  que  chacune  d'elles,  changée  de  signe,  repré- 
sente un  carré  parfait.  (G.  L.) 

218.  —  B  et  B'  désignant  les  aires  des  bases  parallèles 
d'un  tronc  de  pyramide  quelconque,  la  section  B".  parallèle 
et  équidistante  de  ces  bases,  est  la  moyenne  arithmétique 
de  leurs  moyennes  arithmétique  et  géométrique. 

(Glorget.) 

219.  —  Soient  H  l'orthocentre  et  H^  le  point  réciproque 
dans  le  triangle  ABC  ;  si  l'on  pose 

HAHo  =  a,         HBHo  =  p,       HCHo  =  y, 
démontrer  que  l'on  a 

tg  a  +  tg  [B  +  tg  Y  =  o. 


(Boutin.) 


220.  —  Dans  un  triangle,  on  a: 

cos  B  —  cos  G 


10 


p  —  a 

^2^  S  (p  —  a)(b  —  c)cos  A  -:  o, 

3^  (p  —  c)(ù  +  c)cos  A  +  p(a  —  c)cos"B 

=:  (p  —  à){a  -\-  6)cos  G. 

(G.  L.) 


*)  Énoncés  communiqués  par    M.   Monsallut,  professeur  au  collège 
Saint-Jean-d'Anirélv. 
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221.  —  Dans  le  triant^le  ABC,  les  côtés  AB  et  AC  sont 
égaux;  I  est  le  milieu  de  la  Lase  BC.  Si  l'on  porte  sur  le 
côté  BA  la  longueur  AA'  r=  »i.BA  et  sur  le  côté  BC  la  lon- 
gueur ce  =p.  BC;  si,  de  plus,  les  perpendiculaires  respec- 
tivement élevées  à  AC  et  à  A'C  aux  points  C  et  C  coupent 
la  droite  AI  aux  points  1)  et  D'  on  a 

ID'  _  (  r  +  ^P){  I  +  2/9  —  m) 
II)  I  -|-  m 

Corollaire.  —  Soit  I'  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  A'  sur  BC.  Si  l'on  prend  GC  =  IF,  la  perpendiculaire 
élevée  en  C  à  A'C  passe  par  le  point  D.  (D'Ocarjne.) 

222.  —  Trouver  la  condition  que  doit  vérifier  le  paramètre  y. 
pour  que  les  deux  polynômes  U  et  V, 

U  :ei  X'*  sec'-^  a  —  2X  ig  et.  -{-  i , 
V  ^:  ce''  —  2X'^  tg  a  -f"  sec^  a 
admettent  un  diviseur  commun  du  second  degré. 

(B.  Hanumenta  Rau), 
(Directeur  de  l'École  Normale  de  Madras.) 

223.  —  ABCP,  DEFQ  sont  deux  circonférences  concen- 
triques; ABC,  DEF  deux  triangles  équilatéraux  quelconques, 
inscrits  dans  ces  deux  circonférences;  P  et  Q  des  points  pris 
sur  chacune  de  ces  circonférences.  Démontrer  que  l'on  a 

QÂ^  ^  qE'  +  QC*  :- PD'  +  PE''  -r  PF''. 

(G.  Russo,  à  Catanzaro.) 

224.  —  a,  6,  c  étant  trois  entiers  satisfaisant  à  la  condition 

ab  -\-  bc  -\-  ca  =  i 
prouver  que 

Z(ab—  i)(a  +  i)(6  +  i)(c—  i)  =  M(r/  -f  6  +  c  +  i  ). 

(Catalan.) 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IMPRIMERIE  CENTHALE    DES  CHEMINS  DE   FER.  —  IMPRIMERIB   CtiAIX. 
RIE  BERGÈRE,    20,  PARIS.    —   -ijOSSÔ. 
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NOTES  A  PROPOS  DU  CERCLE 

DES   NEUF    POINTS 
Par  M.  E.  l-icmoiiic,  ancien  élève  de  TÉcole  Polytechnique. 


Soii  un  triangle  ABC,  soient  d\  d'ay  d\,  d'c  les  points  de 
contact  du  cercle  des  neuf  points  respectivement  avec  le 
cercle  inscrit  et  avec  les  cercles  ex-inscrits  au  triangle  ABC. 

On  sait  (voir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  1886, 
pages  122  et  suivantes);  que  les  coordonnées  normales  de  ces 
points  sont  : 

pour  d'  :        -(;-,,  —  rc)\        -Vc  —  ra)\         ~(ra  —  n)^ 
a  b  c 

•      /C  —  G\         .      /C  —  A\         .      /A  —  B\ 
ou       smM J^      sinM ],      sin'^  ( )• 

Pour  d'à  :      —  -(r,  -  i\)\     y{r  +  n)^     ~(r  +  r^Y 
a  b  c 

ou 

.      /B  — C\                 /C  — A\                 /A  — Bx      ^ 
—  smM J,        cosM J,        cosM J,etc., 

1%  ^'fl.  ^'/j»  ^'c  étant  les  rayons  du  cercle  inscrit  et  des  cercles 

ex-inscrits. 

L'équation  de  la  tangente  en  d',  commune  au  cercle  inscrit 

et  au  cercle  des  neufs  points,  est  : 

a     .    .        b  c 

;  -i -q  -] -C  =  o 

0  —  C        c  —  a        a  —  b 

et  un  point  quelconque   de  cette  tangente  peut  être  repré- 
senté par  les  coordonnées  : 

(o  —  a){b  —  c)2           (o  -  b){c  —  a)2           (o  —  c){a  —  bi'' 
,  . ,         

abc 
ou  S  a  une  valeur  variable. 

L'équation  de  la  tangente  commune  en  d'à  au  cercle  des 
neuf  points  et  au  cercle  ex-inscrit  de   rayon  r«  est  : 

c  —  b        a  -^  c         a  -{-  b 
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et  un  point  quelconque   de  cette  tangente  peut  être  repré- 
senté par  les  coordonnées  : 

(B  _  a){b  —  cY         (ô  +  b){a  +  cY  (S  +  c){a  +  hy 

• j       ; >        )  etc. 

abc 

On  sait  que  les  tangentes  au  cercle  des  neuf  points  en 
d',  d'à,  d\,  d'c  touchent  aussi  l'ellipse  maxima  inscrite  dans 
le  triangle^  ellipse  dont  l'équation  est  : 

a^a^  -|-  62p2  _^  Q^^i  __  2bcfj-(  —  2ac7.'f  —  2a6ap  =  o. 

Soient  respectivement  [x,  [jl»,  Ub,  [Jc  les  points  de  contact  de 

ces   tangentes   avec   cette   ellipse,    les    coordonnées   de   ces 

points  correspondent  à  la  valeur  de  8  =::  oo  et  sont  : 

(b  —  cY  (c  —  aY  (a  —  bY 

pour  [x  ;  ^^ )         ; j         

^  a  b  c 

Ib  —  cY  (a  +  cY  (a  +  hY      , 

pour  o-a'.  î         ; >  '  etc. 

^         '^  a  b  c 

Les  droites  A[i.a,  B;x5,  Gjjlc  se  coupent  au  point  p  : 

(6  +  cY           (a  +  cY           (a  +  bY 
,         . ,         , 

abc 
c'est-à-dire  que  les  triangles  ABC  et  [XajXbfjLc  sont  homologiques 
et  ont  p  pour  centre  d'homologie. 
L'équation  de  [jt.5  [jlc  est  : 

a  («2  _|_  c6)  a  —  62  (6  +  c)  p  —  c2  (6  +  c)  Y  =  o. 
L'axe  d'homologie  de  ABC  et  de  p-a  \^b  i^-c  est  donc  la  droite  : 
cLa^  -\-  pb^  +  yC»  =  o, 
qui  est  la  droite  réciproque  (suivant  la  dénomination  adoptée 
par  M.  G.  de  Longchamps)  de  la  droite  : 

oc  -f-  p  -f-  y  ^  o 
qui  joint  les  pieds  des  bissectrices  extérieures. 

Si  A',  B\  G'  sont,  sur  chaque  côté,  les  symétriques  par 
rapport  au  milieu  de  ce  côté  des  pieds  des  bissectrices  inté- 
rieures : 

ABC,  A'B'G'  sont  homologiques. 

III 
Le  centre  d  homoloffie  est  :  —  ?  7;  '  — ;  ' 
^  a^    b^    C' 

et  l'axe  d'homologie  précisément  la  droite  : 

m^-\-pb^  +  yc^  =  o. 
L'équation  de  [x  \i.a  est  : 

a  (bc  —  a'')  a  —  (c  —  b)  b'^fj  -\-  [c  —  b)  c^y  -.  o. 
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Rcruarquoiis  que  si  a'^  =  6c,  cette  droite  passe  par  le  som- 
met A. 

Les  deux  triangles  ABC,  \j.  \Ic  [h  sont  homologiques  et  les 

trois  droites  Aix,  B;xc  C;x{,  se  coupent  ou  p,t  : 

(b  +C)-'    {c  —  aY    (a  -  b}^ 
, ,  

abc 
leur  centre  d'homologie. 
L'axe  d'iiomologie  est  : 

—  y.a''  +  p62  -f  yc»  =  o, 
droite  réciproque  de 

laquelle  droite  joint  les  pieds  sur  AG  et  sur  AB  des  bissec- 
trices intérieures  des  angles  opposés  et  passe  aussi  par  le 
pied  sur  BG  de  la  bissectrice  extérieure  partant  par  A. 

On  aurait  de  même  p?,,  pc  : 

Gela  posé,  on  voit  facilement  : 

Que  ABG,  pa  pb  pc  ont  pour  centre  d'homologie  le  point  t^. 
déjà  rencontré; 

Que  ABG,  p  pc  pb  ont  pour  centre  d'homologie  le  point  [Xa 
déjà  rencontré,  etc. 


PROPRIÉTÉS  GENERALES  DES  CERCLES  DE  TUCKER 

Par  M.  Emile  Vigarié,  élève  à  l'École  des  Mines. 


1.  Définition.  —  Soit  ABG  un  triangle  donné,  Ha,  H5,  H^ 
les  pieds  des  hauteurs  et  K  le  point  de  Lemoine. 

Il  y  a  une  infinité  de  triangles  A"B"G"  homologiques  avec 
ABG,  ayant  K  pour  centre  d'homologie  et  qui  sont  homothé- 
tiques  avec  H  H/,Hc.  Les  côtés  des  triangles  A"B"G"  coupent 
les  côtés  de  ABG  ou  ses  prolongements  en  six  points  qui  sont 
sur  un  même  cercle.  On  obtient  ainsi  un  réseau  de  cercles 
que  M.  Neuberg  a  proposé  (Reprint  of  Ihe  Educational  Times ^ 
vol.  XLIII,  p.  81-8d)  d'appeler  Cercles  de  Tiicker. 

Les  cercles  de  Tucker  ont  été  rencontrés  par  plusieurs 
auteurs,  c'est  ainsi  que  leur  existence  a  été  signalée  par  MM  : 
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E.  Lemoine,  Associât,  franc.  Congrès  de  Lyon  (1873).  — 
McUhésis,  1884,  p.  201-204. 

J.  Neuberg,  Mathésis,  1881,  p.  15,  59,  187. 

H.  Taylor^  Relations  of  the  intersections  of  a  cercle  with  a 
triangle.  (Proceedings  of  tlic  London  Math.Soc,  vol.XV,  1884). 

Eafm  M,  Tucker  les  a  retrouves  sans  connaître  les  travaux 
antérieurs  (A  group  of  circles,  Quarterly  Journal ^  vol.  XX, 
n°  77,  1883)  ;  c'est  pourquoi  ils  portent  son  nom. 

Nous  allons  faire  connaître  les  principales  propriétés  des 
cercles  de  Tucker,  en  adoptant  pour  les  démonstrations,  un 
ordre  commode,  bien  qu'étant  peut-être  peu  logique. 

2.  —  Supposons  que 

B"G"  coupe  BG  en  X,       GA  en  A„       AB  en  A^  ; 
C'A."      —     GA  —  Y,       AB  —  Ba,       BG  —  B,  ; 
A"B"     —     AB  —  Z,      BG  —  G,„       GA  —  Ga. 
Les  droites  A^Ac^  BaBc,  GaGb  étant  parallèles  aux  côtés  du 
fiangle  HaH^^Hf,  sont  aussi  parallèles  aux  côtés  du  triangle 
A'B'G'  formé  en  menant  par  les  sommets  de  ABC  des  tan- 
gentes au  cercle  circonscrit  ;  elles  sont  donc  antiparallèles  à 
BG,  AG,  AB. 

3.  —  Les  droites  GaB^,  C^ki,  AcBc  sont  respectivement  pa- 
rallèles à  BG,  A  G,  AB. 

En  effet,  on  a  : 

AA,  _  AAb  AB  _  BG 

Tb  ~  AG  '  BBe  "~  BBa' 

ou 

AA,_BG       A^, 

BBc       AG       BBa'  ^^ 

Soit  a,  p,  Y  les  pieds  des  médianes  antiparallèles  ou  syme- 
dianes  de  ABG  ;  les  triangles  G'yAf,,  G'yA  ;  G'yB,  G"yB«  sont 
semblables  et  donnent  : 

AA,  _  œ' _  BB« 

Ay  G'y  By 

d'où  _ 

AA,  _  Ay  _  6^  _  CJA'^ 
BBa"'By~a^~(jB^* 
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Par  suite  (1)  dcvieiit  : 

AA.       AC 


197 


B13,       AB 


ce   qui   montre  que  BcAc  est  parallèle  à  AB.  On  prouverait 

de  la  môme  manière  que  B^^Ca,  A{,Gè  sont  parallèles  respec- 
tivement à  BG,  AC. 

4.  —  Les  droites  A^Ag,  B^Bc,  C^Cf,  sont  égales. 

Car  elles  sont  deux  à  deux  les  côtés  non  parallèles  des  tra- 
pèzes isocèles  AcAbB^Bc,  BaBcG^^Ca,  C^GaA^Af,. 

5.  —  Les  six  points  Ab,  Ac,  Cg,  Gb,  Bc,  Ba,  sont  six  points 
d'un  même  cercle  T  dont  le  centre  o/  est  sur  la  droite  qui  joint 
le  point  K  au  centre  0  de  la  circonférence  ABC. 

En  effet,  les  droites  A(,Ac,  B^Bc,  CaC;,  étant  antiparallèles 
aux  côtés  du  triangle  ABC,  sont  divisées  en  deux  parties 
égales  par  les  symédiaues  aux  points  a",  [i",  y"  ;  les  triangles 


198        JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

ABC,  k"B"C"  étant  homothctiques  par  rapport  à  K,  les  points 
a",  fi",  y"  homologues  de  A,  B,  C  sont  les  points  de  contact  du 
cercle  inscrit  à  A"B"G"  et  le  centre  est  situe  sur  la  droite 
KO.  Les  droites  Aj,Ac,  B^Bc,  CaCb  étant  égales  sont  par  suite 
les  cordes  d'une  même  circonférence  ayant  son  centre  sur 
KO. 

Ces  cercles  que  nous  désignerons  par  la  lettre  T  sont  les 
Cercles  de  Tiicker,  on  peut  donc  dire  que  : 

Le  lieu  des  centres  des  cercles  de  Tucker  est  la  droite  qui  joint 
le  point  de  Lemoine  K  du  triangle  ABC  au  centre  de  la  circon- 
férence circonscrite.  Autrement  dit  :  Le  lieu  des  centres  des 
ccîxles  de  Tiicker  est  le  diamètre  de  Brocard.  (A  suivre.) 


GÉNÉRALITÉS  SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DU  TRIANGLE 

LES   POINTS  RÉCIPROQUES  ET  LES   POTENTIELS    d'oRDRE   p 
Par  M.  G.  de  liongchamps. 

[Suite,  voir  p.  17  7.) 


16.  Constructions  diverses  pour  le  deuxième 
potentieL — Le  deuxième  potentiel  est  celui  qui  se  présente 
tout  d'abord,  dans  cette  érie;  c'est,  dans  la  loi  présente, 
l'associé  de  l'ordre  le  plus  simple  et,  pour  ce  motif  même, 
le  plus  intéressant. 

Nous  devons  nous  arrêter  un  instant  sur  ce  point  et  mon- 
trer comment  on  peut,  par  des  constructions  diverses,  dé- 
duire, d'un  point  donné,  son  deuxième  potentiel." 

Première  construction.  —  Prenons  d'abord  la  construction 
que  nous  avons  exposée  tout  à  l'heure  pour  un  cas  plus 
général. 

Soit  M  le  point  donné.  M'  le  point  inconnu,  associé  du 
deuxième  ordre  du  point  M.  La  détermination  de  M'  revient 
à  celle  d'un  point  ]x\  situé  sur  BC,  et  tel  que  l'on  ait 

Bî£_5? 
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Soit  m  le  point  isotomiquc  do  [j.;  l'cgalito  précédente  peut 


s  écrire 


Cl/.' 


ÎTj. 


Bm 
Cm 


Le  second   membre  représente    le  rapport   anharmonique 
des  points  (B,    C,  (x,   m); 
ayant  mené  CH    de    telle 
façon  que 

CK'  ■=  K'H, 
on  a 

B./  _  HK 

G^""  KC* 
La  droite  K;/   est  donc 
parallèle  à  AB  ;  le  point  ;/  ^ 
étant  ainsi  déterminé,  Ai/ 
et  les  deux  autres  droites    analogues  concourent  au   point 
inconnu  M'. 

Deuxième  construction.  —  La  construction  précédente  ne 
demande  que  l'emploi  de  la  règle  et  de  l'équerre;  celle  que 
nous  allons  faire  connaître  maintenant  exige  que  le  cercle  y, 
circonscrit  au  triangle,  soit  tracé  ;  mais,  abstraction  faite  de 
ce  petit  inconvénient,  elle  nécessite  un  nombre  moindre  de 
lignes. 

Comme  on  vient  de  l'observer,  la  question  revient  au  fond 
à  celle-ci  :  étant  donné  sur  BG  un  point  (x,  trouver  un  point 
uf  tel  que  l'on  ait 

B;/  _  /B;x\2 

Ca'         \Gu/ 

Soit  A' A"  le  diamètre  de  y  qui  est  perpendiculaire  sur  BG; 
enjoint  le  point  a  aux  extrémités  A',  A"  de  ce  diamètre;  ces 
droites  rencontrent  y  en  P  et  Q;  la  droite  PQ  coupe  BG  au 
point  cherché  a'. 

En  effet,  la  droite  PA'  étant  bissectrice  de  BPG,  on  a 

BP^By. 

CP       C-x  ' 
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Menons  à  y   la  tangente  en  P  et  soit  R  le  point  où  elle 

rencontre   BG. 

Une   propriété 

connue  donne 

RB  _  /PB\2 

avons 


\x   est  le  conjugué  harmonique  de  R,  par  rapport  à  BG. 

En  appliquant  le  même  raisonnement  au  triangle  BQG  dans 
lequel  Q[jA"  est  une  bissectrice,  on  verrait  encore  que  la  tan- 
gente en  Q  coupe  BG  au  point  conjugué  harmonique  du  point 
inconnu  ;j/,  c'est-à-dire  au  point  R. 

D'après  cela,  PQ  est  donc  la  polaire  de  R  et,  pour  conclure, 
on  peut  donc  dire  que  PQ  coupe  BG  précisément  au  point 
cherché. 

Par  exemple,  si  l'on  considère  le  point  de  Lemoinc 

a  p  Y 

ô^  ~~  F  ~  (?' 
et  le  centre  du  cercle  inscrit 

abc 
en  appliquant  la  construction  précédente,  S  étant  le  pied  de 
la  bissectrice  de  l'angle  BAG,  le  point  T  étant  déterminé 
comme  l'indique  la  figure,  la  droite  AT  passe  par  le  point 
de  Lemoine.  Gette  remarque  incidente  donne  donc  lieu  à 
l'énoncé  suivant  : 

Soient  un  triangle  ABC  et  son  cercle  circonscrit  y;  la  droite 
qui  joint  le  point  milieu  de  Varc  BAG,  au  pied  S  de  la  bissectrice 
de  V angle  BAG  coupe  de  nouveau  y  en  un  certain  point  T;  la 
droite  AT  et  les  deux  autres  droites  analogues  concourent  au 
point  de  Lemoine. 
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TiioîsiÈMK  ooNSTRUGTioN.  —  Eiifui  voici  uiio  ti'oisicmc  con- 
struction (j[ui  nous  paraît  encore  assez  simple  pour  être 
indiquée  ici. 

Prenons  le  point  m  conjugué  harmonique  de  [j.,  puis  oj  milieu 

de  ma,   enfin    \j!   conjugué    , , , 

harmonique  de  w,  par  rap- 
port à  BC  ;  [/  est  le  point  cherché  et  l'on  a 

En  effet,  posons 

[aB_      K  1) 

BÛ  ~  K+  I  * 

mB 

^  -=-  ^^' 

les  longueurs  mB,  mC>  étant  pris 33  en    valeur    absolue 
par  suite 

mB  _       K  (-2) 

hC  ~"  I  —  .V  * 
Les  égalités  (!)  et  (2)  donnent 

VÎ'X  2lv 


nous  en  tirons 


Nous  avons  aussi 


BC        1  —  iv' 
ou 

wx  K 


(O) 


BU        I  —  K-^ 
Enfin  (1)  et  (3)  prouvent  que 

o>B  __      K     /      I       _    \  _      K^ 
BÛ  ~  '  1  +  K\i  —  K  ~J~  1  —  K^ 
égalité  qui  donne 

ojB  _        _/'^-^Y 

Puisque  |/  est  le  conjugué  harmonique  de  w,  [/  est  donc 
bien  le  point  qui  partage  le  segment  BG  de  telle  sorte  que 
l'égalité  (A)  soit  vérifiée. 
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17.  Potentiels  proprement  dits.  —  Mais  nous  allons, 
dans  ce  qui  suit,  particulariser  les  points  potentiels  en  sup- 
posant 

A_B_G 

a        b       c 
ce  cas  particulier  étant  celui  qui  présente  un  intérêt  spécial 
dans  la  géométrie  du  triangle. 

Le  premier  potentiel  est  alors  le  centre  du  cercle  inscrit, 
le  deuxième  potentiel  est  le  point  de  Lemoine. 

Problème.  —  Connaissant  le  potentiel  d'ordre  p,  construire  le 
otentiel  d'ordre  p  +  i  (*). 

Soit  M  un  point  ayant  pour  coordonnées 

ÔP,  bP,  cP; 

Si  nous  prenons  le  réciproque  M'  do  ce  point,  les  coor- 
donnéps  de  M'  sont 

I  I  I 

ô^'  6p  '  CP 

et  les  distances  de  M'  aux  trois  côtés  sont  proportionnelles  à 
I  I  I 


av  +  ^  bP  +^  c'P  +  ^ 

La  droite  AM'  rencontre  le  cercle  circonscrit  en  un  cer- 
tain point  D  que  l'on  joint,  comme 
l'indique  la  figuio,  au  jooint  A'  milieu 
de  l'arc  BAC  ;  DA'  rencontre  BG  en  K' 
et  l'on  a 

I 
BD  _  cP  +  '  _   bP 


BK' 


CM' 


cl'  +  ^ 


bi'  + 


po 


D'après  cela,  les  droites  telles  que  AK'  concourent  en  un 
int  dont  le  réciproque  est  le  potentiel  de  l'ordre  p  -\-  i. 


(*)  Nous  ne  pensons  pas  que  le  langage  dont  nous  nous  servons  ici 
puisse  prêter  b.  confusion  et  l'on  comprend  bien  quelle  différence  il 
convient  de  faire  entre  le  potentiel  d'ordre  p  dont  nous  parlons  main- 
tenant et  le  potentiel  d'ordre  p,  associé  d'un  point  donné,  que  nous  avons 
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D'après  cette  remarque  générale  on  pourra  donc  de  proche 
on  proclie  construire  tous  les  potentiels  (*). 

18.  Rapprochement  entre  les  potentiels  et  les 
réciproques  de  l'ordre  p.  —  Il  existe  entre  les  potentiels 
d'ordre  p  dont  nous  nous  occupons  en  ce  moment  et  les  réci- 
proques d'ordre  p  dont  nous  avons  placé  plus  haut  un 
rapprochement  évident.  En  observant  que  les  coordonnées 
0^0)  Po»  ïo  ^^u  centre  de  gravité  sont  égales,  les  égalités 

peuvent  s'écrire 

(jp    "  bp  ~~  C  ' 

D'après  cela  nous  pouvons  dire  que  le  potentiel  d'ordre  p 
d'un  triangle  ABC  est,  en  même  temps,  le  réciproque  d'ordre 
p  du  centre  de  gravité.  Les  tracés  généraux  que  nous  avons 
indiques  pour  la  construction  des  réciproques  d'ordre  p 
pourraient  donc  s'appliquer  à  celle  dos  potentiels  d'ordre  p, 
mais  il  n'est  pas  sans  intérêt,  vu  1  importance  des  premiers 
potentiels,  d'établir  pour  chacun  d'eux  des  tracés  particuliers 
permettant  de  fixer  aussi  rapidement  que  possible  leur 
situation  dans  le  plan  du  triangle  de  référence. 

Nous  avons  examiné  déjà  le  premier  et  le  deuxième 
potoniiol  ;   mais  pour  le  motif   que  nous  avons  fait  valoir, 


considéré  plus  haut.  Mais,  pour  éviter  toute  ambiguïté,  nous  répétons 
que  le  potentiel  d'ordre  p,  associé  d'un  point  donné  (A,  B,  G)  est  celui  dont 
les  coordonnées  sont  (A'',  B'',  G'');  le  mot  plus  simple  potentiel  d'ordre 
p  (sans  autre  qualificatif)  désigne  le  potentiel  proprement  dit  (tointqui  a 
pour  coordonnées  (a",  b\\  c)  \  a,  h,  c  représentant  les  longueurs  des 
côtés  du  triangle  de  référence. 

[*)  Voyez  à  ce  propos  la  note  bibliographique  placée  plus  haut 
[Journal,  p.  129)  et  qui  serait  pout-être,  ici,  mieux  à  sa  place.  Nous 
citerons  encore,  pour  la  compléter,  une  note  de  M.  Poudra  {Problème 
^ur  les  côtés  dun  trianjle  élevés  à  des  puissances  données;  N.  J.,  1856, 
p.  217),  qui  nous  a  été  signalée  par  M.  d'Ocagne  [Journal  1885,  p.  204)  ; 

et  une  note,  plus  ancienne,  Construction  Qcométriquc  du  rapport  —-[N.A. 

ISH,  p.  371). 
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nous  voulons  encore  examiner  particulièrement  le  troisième 
et  le  quatrième  j^otentiel. 

19.  Le  troisième  potentiel.  —  Proposons-nous  d'abord 
de  déterminer  la  position  du  troisième  potentiel.  Nous  avons 

a,  p,  y  désignant  les  coordonnées  du  point  cherché  M.  Soit 
W  le  point  inverse,  do  telle  sorte  que 

co.   ^  (^.    ^  YY  ^ 

(i"         b"-         c''  ^  ^ 

Les  égalités  (1)  et  (2)  donnent 

UrL   ~  h[i'  =  cy'. 
Ainsi   le   point  M'  est   le  réciproque   du  centre  du  cercle 
inscrit  et  l'on  peut  dire  que  li  troisième  'potentiel  s'obtient  en 
prenant  4^  le  n^ciproque  du  centre  du  cercle  inscrit,  2°  l'inverse 
de  ce  réciproque. 

20  La  quatrième  potentiel.  —  Les  premiers  calculs 
que  l'on  entreprend  sur  les  nombres  a,  b,  c  font  apparaître, 
très  rapidement,  leurs  quatrièmes  puissances.  Nous  ne  voulons 
pas,  pour  ce  motif,  quitter  cette  question  des  potentiels  sans 
compléter  les  constructions  que  nous  venons  d'exposer  par 
l'indication  de  celles  qui  sont  relatives  à  la  détermination  du 
quatrième  potentiel.  La  considération  de  ce  point  rentre  dans 
celles  qui  nous  paraissent  constitu'U"  la  base.de  la  géométrie 
du, triangle,  et  l'on  peut  d'ailleurs  fixer  sans  avoir  recours 
aux  constructions  générales  sa  position  par  un  tracé  parti- 
culier que  nous  allons  faire  connaître. 

Considérons  le  triangle  AB(J,  le  cercle  circonscrit  y  et  la 
tangente  en  A  à  y;  cette  droite  rencontre  BC  en  D  et  nous 
avons 

]) C  _  M? 
DB  ■"  ÂB^* 
Soit  D'  le  conjugué  harmonique  de   D;   si  nous  prenons 
le  milieu  a  de  1)D'  nous  savons  (§  16)  que 

U.G  __  I)Û^  _  le'' 
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D'après  cola,  en  prenant  (/  conjui^uc  liarmoni([uc  de  u.  par 
rapport  à   BC, 

nous      voyons  ^^^  ^"^-^s.a 

donc  que  la 
droite  A/ et  les 
deux  autres 
droites  analo- 
gues concou- 
rent au  qua- 
trième poten- 
tiel. 

Onpeut  aussi 
déterminer  la 
position  de   ce 

point  ne  prenant:  1''  le   réciproque  du    point   de  Lemoine; 
2"  Tinverse  de  ce  point  réciproque. 

En  effet,  les  formules 

-  =-^  =  1. 
a'        ¥        c^  ' 

donnent 


'.X  =  fjfj   ==  YY  , 


r     II  r  rr  "  ' 

X  7.     __{,({J      _  Y 


21.  Remarque.  —  En  prenant  deux  points  M,  M' dont  les 
coordonnées  sont 

a         B  Y  '^'         \^'         ï' 

on  peut  imaginer  un  point  M"  associé  à  ces  deux  points  par 
les  formules 


6" 


Y 


Aî'A'''       B^^B''^       C?'C''/ 

La  construction  du  point  M"  peut  se  faire  en  cherchant 
d'abord  les  points  associés  d'ordre  p  el  q  des  points  M  et  Ai', 
on  a  ainsi  doux  points 


"1 
A^ 


B'' 


M'J 


Y-- 
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égalit^'s  d'où  l'on  tire 

{"        t" 


a^a 


1^2 


P1P2        Y1T2 
On  détermine  alors  M'  par  la  construction  indiquée  plus 

haut  (§  14);   mais,  naturellement,   le  tracé  devient  de  plus 

en  plus  compliqué. 

(A  suivre.) 


ÉCOLE  SPÉCIALE  MILITAIRE  (1886) 
Épure  du  Concours  d'admission  (2  h.  1/2). 

I^olution  par  M.  Ernest  Leuon. 


Oïl  donne  un  point  A  sur  la  ligne  de  terre^  un  point  S  distant  du 
plan  horizontal  de  78'""",  du  plan  vertical  de  5  i'"™,  et  du  point  A 
de  124""".  ConHruire  le  tétraèdre  SABC  dont  la  base  ABG  est 

sur  le  plan  horizontal  de  projection,  sa- 
chant que  le  jylan  BSG  est  perpendiculaire 
à  l'arête  SA,  et  que  les  angles  dièdi^es  AB 
et  AG  valent  chacun  68°.  —  On  aura  soin 
de  placer  le  point  k.  le  plus  à  g  ah  che  possible. 
Consti^uiî^e  i intersection  de  cette  jyyra- 
mide  avec  le  cylindre  de  révolution  qui  a  SA 
pour  axe  et  pour  rayon  55""". 

Dans  la  mise  à  Vencre,  on  ^uppo.era  que 
le  tétraèdre  est  seul  et  que  le  solide  commun  au  cylindre  et  à  la 
pyramide  est  enlevé. 

2 
Nous  avons  fait  l'épure  à  l'échelle  -• 

Supposant  que  la  droite  as,  as  est  connue,  rabattant  cette 
droite  on  a',si  sur  le  plan  voi  tical,  on  voit  que  pour  obtenir 
les  projections  de  S,  il  faut  mener  à  XY,  au-dessus  et  au- 
dessous  de  cette  ligne,  des  parallèles  aux  distances  78"'"' 
et  5i'"'^*;  couper  la  première  en  s\  par  l'arc  de  centre  a,  do 
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rayon  égal  à  1 24'"'"  ;  mener  la  ligne  de  rappel  s'iS^^  ;  couper  la 
seconde  en  5  par  l'arc  de  centre  a,  de  rayon  as^  ;  mener  la 
ligne  de  rappel  ss\ 

La  trace  bc  de  la  face  BSC  s'obtient  en  construisant  la  trace 
horizontale  d'un  plan  perpendiculaire  à  as,  a's\  au  moyen  de 
sa  droite  de  front  s'd',  sd. 

Supposant  que  la  trace  ac  de  la  face  ASC  est  connue,  on 
mène  la  perpendiculaire  se  à  ac,  on  rabat  le  triangle  rectangle 
S^e  en  s's^e'i  sur  le  plan  vertical  autour  de  la  verticale  Ss,  et 
on  obtient  l'angle  s'éiS^,  qui,  par  hypothèse,  égale  68°;  donc, 
après  avoir  mené  la  droite  s'éi  faisant  avec  XY  un  angle 
de  68°,  on  a  c\  sur  XY;  la  trace  cherchée  est  la  tangente  ae 
au  cercle  de  centre  s,  de  rayon  égal  à  ^oei.  Cette  tangente 
coupe  hc  en  c.  La  trace  ah  de  la  face  ASB  est  symétrique  de  ac 
par  rapport  à  as. 

On  achève  facilement  la  représentation  du  tétraèdre. 

La  face  BSC  coupe  le  cylindre  donné  selon  une  circonfé- 
rence de  centre  S,  de  rayon  égal  à  55'"'";  on  sait  construire 
les  ellipses  projections  de  cette  circonférence,  après  avoir 
rabattu  son  plan  BSC  autour  de  sa  trace  horizontale  hc;  on 
prend  ss"  égale  à  Sqs'  ;  /cS^  égale  à  ks" .  Les  rabattements  S  fi 
et  SjC  des  arêtes  coupent  en  Fj  et  en  G^  la  circonférence  de 
centre  S^,  de  rayon  égal  à  55"'"^;  d'où  l'on  a  les  extrémités 
/*,  /'  et^,  g  des  arcs  utiles  des  ellipses  projections  de  la  cir- 
conférence. L'extrémité  utile  du  petit  axe  de  l'ellipse  projection 
horizontale  est  h;  s" h"  égale  55""".  L'extrémité  utile  du  grand 
axe  de  l'ellipse  projection  verticale  est  i'  sur  s'd\ 

Les  faces  ASB  et  ASC  coupent  le  cylindre  selon  des  paral- 
lèles /m;  fm;  gn,  g'n'  à  sa,  s'a'. 

La  face  ABC  coupe  le  cylindre  selon  une  ellipse  dont  le 
demi-grand  axe  ap  est  déterminé  en  meuant  la  parallèle  h"p 
di  as  . 

Le  contour  apparent  vertical  utile  du  cylindre  est  la  paral- 
lèle i'f  à  s'a'. 

On  distingue  aisément  les  parties  vues  et  les  parties  cachées 
du  corps  qu'il  faut  représenter. 
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ÉCOLE  DES  HAUTES  ÉTUDES  COMMERCIALES  (1885) 


Concours  pour  l'obtention  des  bourses  de  l'État. 

I.  Trouver  la  fraction  ordinaire  équivalente  ù  la  somme  des  fractions 
I  I  1,1 

+  — - —  +    •  •  +  -r-r-:  + 


2()  X  21  21    X   22  ijS  X  99  99  X   100 

II.  Une  personne  possède  iio,ooo  francs  placé=!,  partie  à  un  taux,  par- 
tie à  un  autre  taux.  Si  la  première  somme  était  placée  au  taux  de  la 
deuxième  et  la  deuxième  au  taux  de  la  première,  elles  rapporteraient 
des  intérêts  respectivement  ci,^aux  à  3,6oo  francs  et  2,5oo  francs.  Trouver 
les  deux  sommes  et  les  deux  taux. 

III.  Résoudre  les  systèmes  x  -\-y  -\-  sjxy  =  a,        x-  -{■  y-  -\-  xij  ^=  h . 

(13  octobre,  durée  i  h.  i/2.) 

Concours  pour  l'obtention  des  bourses  de  la  Ville  de  Paris. 

I.  Trois  ouvriers  A,  B,  G  ont  à  faire  un  ouvrage;  A  et  B  travaillant 
ensemble  pendant  4  jours  feraient  les  2/3  de  l'ouvrage,  B  et  G  travail- 
lant ensemble  pendant  8  jours  en  foraient  les  14/15,  A  et  G  travaillant 
ensemble  pendant  5  jours  en  feraient  les  3/4.  Ou  occupe  A  seul  pen- 
dant 2  jours,  B  seul  pendant  6  jours.  Combien  de  jours  G  travaillant 
seul  metira-t-il  à  terminer  l'ouvrage? 

II.  Résoudre  le  système  — 3x  i- Hy- -{- 6z^^=o,  — x  —  21/-  -\-  i^z^^ 
=  —  4,           —  2J,'  -j-  6//-  —  3:;^  =  —  5. 

III.  Un  négociant  a  acheté  un  certain  nombre  de  mètres  d'étoile  pour 
600  francs.  Si,  pour  la  même  somme,  il  avait  obtenu  3"'  de  plus,  le 
mètre  coutera-t  10  francs  de  moins.  Combien  avait-il  acheté  de  mètres? 

(28  octobre,  durée  1  h.  1/2.) 


QUESTION  170 

^olutiou  par  M.  Paul  Cornud,  à  Thierô. 


Démontrer  la  proposition  suivante  : 

Dans  un  triangle  rectangle  : 

1^  Les  droites  antiparallèles  qui  joignent  les  projections  des 
pieds  de  la  médiane  antiparallèle  et  de  la  médiane,  sur  les  côtés 
adjacents,  sont  respectivement  égales  à  ces  droites  ; 
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2^  La  droite  qui  joint  les  projections  du  pied  de  la  médiane 
antiparallèle  sur  les  côtés  adjacents  est  antiparallèle  à  V  hypoténuse  ; 

8'^  La  médiane  et  la  médiane  antiparallèle  d'un  triangle  rectangle 
sont  la  médiane  antiparallèle  et  la  médiane  du  triangle  de  même 
sommet  déterminé  par  la  droite  qui  joint  les  projections  sur  les 
côtés  adjacents  du  pied  de  la  médiane  antiparallèle  du  premin- 
triangle: 

4^  La  droite  qui  joint  les  projections  du  pied  de  la  médiane 
antiparallèle  sur  les  côtés  adjacents  est  égale  à  la  somme  des 
perpendiculaires  abaissées  de  ses  extrémités  sur  l'hypoténuse. 

Déduire  de  là,  la  solution  de  la  questio7i  suivante  (Journal  de 
mathématiques  élémentaires,  question  154):  Etant  donné  un  triangle 
rectangle  kBC,  mener  une  droite  antiparallèle  à  l'hypoténuse  BC, 
de  manière  que  la  partie  DE,  comprise  entre  les  côtés  de  Vangle 
droit,  soit  égale  à  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  des 
points  J)  et  E  sur  l'hypoténuse. 

N.  B.  —  Dans  cet  énoncé,  la  médiane  et  la  médiane  antiparal- 
lèle considérées  sont  issues  du  sommet  de  l'angle  droit. 

Soit  ABC  le  triangle  rectangle,  AM  la  médiane  et  AN  la 
médiane  anti-parallèle. 

l''  En  menant  les  perpendiculaires  MP,  MQ  pour  obtenir 
les  projections  P  et  Q  du  pied  M  de  la  médiane,  nous  avons 
formé  Lin  rectangle  MPAQ  dans  lequel  les  deux  diagonales 
PQ,  AM  sont  égales. 

c.  Q.  F.  D. 

De  même  dans  le  rectangle  NRAS,  les  deux  diagonales  RS, 
AN  sont  égales. 

c.    Q.    F.    D 

2°  Puisque  la  médiane  antiparallèle  est  la  droite  qui  joint 
le  milieu  de  toutes  les  antiparallèles  au  côté  d'un  triangle, 
toute  droite,  qui,  terminée  aux  deux  autres  côtés  du  triangle 
est  partagée  par  la  médiane  antiparallèle  en  deux  parties 
égales,  sera  antiparallèle  au  troisième  côté.  Donc  RS  qui 
est  partagée  en  0  en  deux  parties  égales  par  AN  est  anti- 
parallèle à  l'hypoténuse  BG. 

G     Q.    F.    D. 
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3"  Il    faut  (Icmoiitrcr   que  AO   est  la    médiane   et  AK   la 
médiauo  autiparallcle  du  triangle  ARS.  Nous  venons  de  voir 


M   E 


que   RO  =:   OS.    Donc  AO   est   bien  la  médiane  du  trian 
gle  ARS . 

C.    Q.    F.   D. 

AM  partageant  BC  en  deux  parties  égales,  partagera  aussi 
toutes  les  parallèles  à  BG  en  deux  parties  égales.  Donc,  si, 
dans  le  triangle  ARS,  on  mène  des  parallèles  à  l'hypoté- 
nuse, ces  droites  seront  partagées  en  deux  parties  égales 
par  AK.  Or  l'hypoténuse  étant  antiparallèle  à  RS,  ses  pa- 
rallèles menées  dans  le  triangle  RAS  seront  aussi  antiparal- 
lèles à  RS.  Donc  AK  est  la  médiane  antiparallèle  du 
triangle  RAS. 

4°  Il  faut  démontrer  que  RS  z=  RE  -\-  SF.  Pour  le  démon- 
trer, menons  du  point  N  une  perpendiculaire  à  RS.  Les  deux 
triangles  rectangles  REN,  NRH,  ont  :  l'hypoténuse  commune, 
l'angle  i  =  angle  3  comme  ayant  les  côtés  perpendiculaires, 
et  les  angles  2  et  4  sont  égaux  comme  alternes  internes. 
Or  angle  4=  l'angle  3,  donc  angle  2  =:  4.  Les  angles  i  et  ? 
sont  donc  égaux,  de  même  que  les  triangles  RNE,  RNH  et 
et  Ton  a  RE  =  RH. 

De  même,  les  deux  triangles  rectangles  NHS^  NSF  ont:  l'hy- 
poténuse commune,  l'angle  5  =  Tangle  3  comme  corres- 
pondants, l'angle  6  =:  l'angle  4  comme  ayant  les  côtés 
perpendiculaires.  Or   angle    4    =    angle    3,  donc   angle   5 
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=  angle  6,    les   triangles  NHS,  NSF    sont   aussi    égaux    et 
HS  =  SF. 
Donc 

RE  +  SF  =:  RH  +  HS  =  RS. 

C.  Q.  F.  D. 

Ainsi,  pour  mener  une  droite  antiparallèle  à  l'hypoténuse 
d'un  triangle  rectangle,  de  manière  que  la  partie  RS  com- 
prise entre  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  soit  égale  à  la  somme 
des  perpendiculaires  abaissées  de  ses  extrémités  R,  S,  sur 
l'hypoténuse  BG,  il  suffira  de  projeter  le  pied  de  la  hauteur 
sur  les  côtés  de  l'angle  droit. 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM,  Anatole  Chapelier,  élève  au  lycée  de 
Nancy;  Bourdier,  au  lycée  de  Grenoble;  Perreau,  au  lycée  Henri  IV;  Guyenet, 
au  lycée  de  Brest;  Chapron,  à  Bragelogne ;  Georges  Nesty,  à  La  Guadeloupe; 
Henri  Martin,  au  lycée  Condorcet;  L.Philippon,  au  collège  de  Thiers;G.  Po 
lier,  élève  au  lycée  Henri  IV  (classe  de  M.  Colas);  Maurice  Frogerd'sChesne.«, 
école  de  Pontlevoy  (classe  de  M.  Pelle);  Fitz-Patrick,  élève  au  lycée  de 
Poitiers. 


QUESTION  172 

$§»olution  et  généralisation  par  M.  A.  Fitz-Patrick,  cIcvg 
de  mathématiques  élémentaires  au  Lycée  de  Poitiers. 


On  considère  un  cercle  à  et  un  diamètre  AB  de  ce  cercle.  S"it 
M  un  point  jjris  sm^  à,  de  M.  on  abaisse  une  perpendiculaire  MR 
st(r  AB. 

RH        I 

Cela  posô,  soit  H  un  point  de  MR  tel  que  —  —  -  ;  par  M 

on  mène  une  parallèle  à  AB  qui  rencontre  A  aux  points  P  et  O. 
Les  tangente-^  à  A  aux  points  M,  P,  Q  déterminent  un  triangle 
WV'Q'  (W  désignant  le  sommet  qui  correspond  à  la  tangente  en 
M,  et  ainsi  des  autres). 
Démontrer  que  l'on  a 

Menons  les  droites  OQ,  OM,  OM'  et  remarquons  que  les 
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deux    triangles    M'P'G    et    OQE    sont    semblables    comme 

éqiiiangles;  car  OQÏ!:  r=  PM'C' 
comme  ayant  les  côtés  perpen- 
diculaires et  étant  tous  les  deux 

aigus,  de  plus  CMF'  =  MOQ 

comme     supplémentaires     du 

môme  angle  MP'Q. 

On  a  donc 
P'G  _  OE  _  OE       KM        I 

~"  ÔQ  ""  ÔM       KM       n 


P'M' 
Mais 
FG 


Q^G  _ 

P'M'  ""  Q'M'  ~ 
par  suite 

P'Q' 


RH 

'rm 

P'Q' 


P'M'  +  Q'M' 


P'^l'  _|_  Q'M' 


—  9 

n 


d'où 


P'M'  +  Q'M'=:n.P'Q'. 
En  supposant  n  =2,  on  a  le  cas  particulier  proposé. 

Nota.  —  Nous  avons  aussi  reçu  de  bonnes  solutions  de  MM.  Chapron; 
Bourdier,  au  lycée  de  Grenoble;  Rogier;  Couade  (Gaston),  élève  de 
mathématiques  spéciales  au  collège  Ghaplal;  Prince,  élève  au  lycée  de 
Grenoble;  Henri  Martin,  lycée  Condorcet. 


QUESTION  173 

Solution  par  M.  L.  Prince,  élève  au  Lycée  de  Grenoble. 


On  considère  deux  droites  rectangulaires  Ox  et  Oy  et  sur  Ox 
deux  points  fixes  A  et  B.  D'un  point  G  mobile  sur  Oy,  avec  GO 
pour  rayon^  on  décrit  un  cercle  A  et  Von  mène  à  ce  cercle,  par  les 
points  A  et  B,  deux  tangentes  qui  se  coupent  en  M.  Démontrer 
que  si  Von  projette  le  point  A  sur  QM,  le  lieu  décrit  par  cette 
projection  est  un  cercle  passant  par  0,  le  centre  de  ce  cercle  est 
d'ailleurs  situé  au  milieu  de  AB.  (G.  L.) 
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Soient  P  et  N  les  points  de  contact  des  tangentes  AP,  BN; 
menons  CM,  GN,  GP,  GA,  GB  et  enfin  ON  qui  coupe  GM  et  H. 
On  a 


.,— r,       OGP    ,    PGN       UGN 

ACM  =  ' ~ 

2  2  2 


OUB  ==  BON. 


Le  quadrilatère  AOGH   est  donc   inscriptible  et  AHG  est 
droit,  ainsi  H  est  la  projection  de  A  sur  CM.  Élevons  en  H 

une  perpendiculaire  à  ON,  elle 
coupe  Ox  en  F.  Les  triangles 
rectangles  HOF,  HGA  sont  sem- 

blales,  car  HGA  =  HOA,  alors 

OF^^^^:^. 

HC 
Mais    HGA,   0GB   sont    aussi 
semblables,  on  en  tire 
AH.OG 


0B  = 


HC 


Enfin  dans  le  quadrilatère  AOGH 

AG  X  OH  =  OG  X  AH  +  OA  X  HC 


ou 


AG  X  OH   OG  X  AH 


ou 


OF  =  OA  +  OB; 


HG        HC 

ce  qui  prouve  que  F  est  fixe.  Comme  OHF  est  droit;  le  lieu 
de  H  est  le  cercle  décrit  sur  OF  comme  diamètre;  son  centre 
est  au  milieu  de  AB. 


Nota.  —  Ont  résolu  cette  question  MM.  G.  Bourdier,  au  lycée  de 
Grenoble;  Ghapron  ;  Rogier;  Gouade;  René  de  Vaulchier,  clcve  à 
Tinstitution  Sainte-Marie,  à  Besançon;  Fitz-Patrick,  élève  au  lycée 
de  Poitiers. 

Quelques-unes  de  ces  solutions  empruntent  la  propriété  fondamen- 
tale des  tangentes  aux  coniques;  une  démonstration  plus  élémentaire 
était  évidemment  préférable. 
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QUESTION  175 

^Solution  par  M.  A.  Ghapellier,  élève  au  Lycée  de  Nancy. 


On  considère  un  cercle  F  de  centre  0  et  deux  diamètres  rec- 
tangulaires A,  A';  soit  A  Vune  des  extrémités  de  A.  Autour  de  0 
on  fait  tourner  un  rayon  OM  et  Von  projette  en  P,  sur  A , 
V extrémité  M  de  ce  rayon; 
AP  rencontre  OM  en  un  point  I. 

Démontrer  que  le  lieu  de  I 
est  une  parabole,  ayant  pour 
foyer  le  centre  0  et  pour  direc- 
trice la  parallèle  à  A'  menée 
par  A. 

Il  suffit  de  prouver  que  01 
=  IB. 

Les    triangles    semblables 
AHI  et  AOP  donnent 
AH_  OA 
ÎH  ""ÔP* 

De  même,  les  triangles  semblables  OHI  et  OPM  donnent 

01  __  OM 

ÏH'"'~'ÔP* 
On  a  donc 

01  =  AH  =  IB. 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  A.  Bodez  au  lycée  de  Chau- 
mont;  Etienne  Thevenet,  à  Thiers;  J.  Ghapron  :  Rogier;  Gouade;  Georges 
Gaye,  élève  au  lycée  Gharlemagne  (classe  de  M.  Richard);  Pierre  Ghazeau, 
de  Thiers;  G.  Bourdier,  élève  de  mathématiques  élémentaires  au  lycée 
de  Grenoble;  René  de  Vaulchier,  élève  à  l'institution  Sainte-Marie,  à 
Besançon;  Henri  Martin,  élève  au  lycée  Gondorcet;  L.  Prince,  élève 
au  lycée  de  Grenoble;  Giovanni  Russe,  à  Gatanzaro;  A.  Gouvert,  au  lycée 
Gondorcet. 

M.  Ghapron  a  généralisé  la  question  proposée,  par  une  voie  très  natu- 
relle, en  considérant  deux  diamètres  quelconques  et  en  effectuant, 
parallèlement  à  ces  droites,  des  projections  obliques.  Le  lieu  est  alors 
une  hyperbole. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


225.  —  1**  L'orthocentre,  le  point  de  Lemoine  d'un  triangle 
ABC  et  le  point  de  Lemoine  du  triangle  orthocentrique  sont 
trois  points  en  ligne  droite. 

2°  Le  point  de  Lemoine  K,  le  centre  0'  du  cercle  d'Euler 
(cercle  des  neuf  points)  d'un  triangle  ABC  et  le  centre  Z'  du 
cercle  de  Brocard  du  triangle  A'B'C  formé  en  menant  par 
les  sommets  de  ABC,  des  parallèles  aux  côtés  opposés  sont 
trois  points  en  ligne  droite  et  l'on  a  : 

KO'  =  O'Z'. 

3"  Le  centre  0  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC,  le 
point  de  Lemoine  K^  du  triangle  A^B^Gi  obtenu  en  joignant 
les  milieux  des  côtés  de  ABC  et  le  centre  Z'  du  cercle  de 
Brocard  du  triangle  A'B'C  formé  en  menant  par  les  sommets 
de  ABC  des  parallèles  aux  côtés  opposés  sont  trois  points 
en  ligne  droite  et  tels  que  : 

OKi  =  K^Z'.  (Vigarié.) 

226.  —  On  donne  une  circonférence  de  diamètre  AB  ;  deux 
points  C  et  D  sur  la  circonférence,  de  part  et  d'autre  de  AB. 
Du  milieu  E  do  CD  on  mène  EF  perpendiculaire  sur  AC  et 
EG  perpendiculaire  sur  AD. 

Démontrer  que 

BC  X  EF  +  BD  X  EG  =  2CDI        (Griess.) 


I 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IMl'RIMERIE  CENTRALE    DES  CHEMINS  DE   FER.  —  IMPRIMERIE   CHAIX. 
BUE  BERGÈRE,   20,  PARIS.   —   136186. 
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RÉSOLUTION  DU  SYSTÈME 

DE    DEUX    INÉGALITÉS    DU    SECOND    DEGRE 
A    UNE    INCONNUE 

Par  M.  K.  liîiuvcrnay,  professeur  au  Collège  Rollin. 


1.  Définition.  —  Etant  donnés  deux  polynômes  entiers  en 
X,  du  second  degré;  déterminer  entre  quelles  limites  on  doit 
faire  varier  x  pour  que  l'on  ait  constamment  ces  deux  polynômes 
ou  de  même  signe  ou  de  signes  contraires^  constitue  la  7'ésolution 
d'un  système  de  deux  inégalités  du  second  degré  à  une  inconnue. 

Il  est  évident  que,  ce  problème  résolu,  on  saura  satisfaire 
à  un  nombre  quelconque  d'inégalités  du  premier  et  du 
deuxième  degré. 

2.  —  Dans  cette  étude,  il  n'y  a  lieu  de  considérer  que 
le  cas  ou  les  racines  des  deux  équations  obtenues,  en  substi- 
tuant le  signe  =  aux  signes  d'inégalité,  sont  toutes  réelles; 
car,  si  l'une  de  ces  équations  avait  ses  racines  imaginaires  : 
ou  l'inégalité  correspondante  serait  contradictoire,  et  il  y 
aurait  impossibilité  de  satisfaire,  en  même  temps,  aux  deux 
inégalités;  ou  cette  inégalité  serait  identique,  et  le  système 
se  réduirait  à  une  seule  inégalité, 

Soient  donc  les  deux  inégalités  : 

ax"^  ■{-  bx  -{-  c  -^  o, 

a'x^  -\-  b'x  +  c'  ^  o 

a  et  (3  les  valeurs  de  x  annulant  le  premier  trinôme;  a   et  p' 

celles  annulant  le  second;  nous  supposerons  dans  tout  ce  qui 

suit 

a  <  p         et         a'  <  (3'. 

Considérons  d'abord  le  cas  particulier  où  les  coefficients 

des  termes  variables  sont  proportionnels,  et  supposons  que 

nous  ayons 

-=-  = 
a       a' 
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Posons: 

c  c 

-  —  q,      -  =  q  ; 

a  a 

en  divisant  par  a  la  première  inégalité  et  par  a  la  seconde, 

on  a  : 

x"^  -\-  px  -\-  q  ;zf  o, 

x^  -\-px  -\-  q  ;zf  o, 

Des  deux  quantités  g,  q\  l'une  q  est  supérieure  à  l'autre; 

posons  donc 

qz=.(^-\-  K2  (K  réel). 

Les  trois  systèmes  à  considérer  sont  les  suivants  : 


x'^  -\-  j)X  -\-  q  >>  o 
x'^  -\-  px  +  r/'  ^  o 


x^  -{-  px  -{-  q  >>  o 
x"^  -{-  px  -\-  q'  <^  o 


x^  -\-px-\-  q  <<  o 
X'  -\- px  -\-  q'  <l  0  : 


car  les  inégalités  simultanées 

œ^  -\-px-{-  q'  +  K^  <o, 

x^  +  P'^  +  9'  ^  o? 

sont  évidemment  incompatibles. 

3.  Résolution  du  premier  système  : 

x"^  -\-  px  -\-  q'  -\-  K^  >>  o, 
x"^  -{-  px  -}-  q'  >  o. 

La  seconde  inégalité  étant  remplie,  la  première  l'est  à  for- 
tiori ;  donc  il  est  nécessaire  et  suffisant  de  satisfaire  à  la 
seconde  et  la  solution  est  : 

ou        X  <i  a',         ou         X  >  fi'. 

4.  Résolution  du  second  système  : 

x"^  -j-  px  +  q'  +  K^  >>  o^ 
ct'^  -^  px  -\-  q'  <io. 

Puisque  a  -j-  p  =  7/  -\-  p'  =z  —  ^  et  que  ap  >  a'S',  on  a 

a'  <  '^  <  P  <  P'. 
Nous  appliquons  ici,  comme  on  le  voit,  le  théorème  sur 
le  maximum  du  produit  de  deux  facteurs  dont  la  somme 
est  constante;  or,  le  second  trinôme  est  négatif,  lorsque  x 
est  compris  entre  a  et  p' ;  d'ailleurs,  d'après  la  première 
inégalité,  x  ne  peut  être  compris  entre  a  et  f ,  donc  x  doit 

varier 

soit  de  a'  à  y,     soit  de  f-  à  |i'. 
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5.  Résolution  du  troisième  système  : 

x^  -\-  yx  -\-  q  <io, 

x""  -j-  px  +  7  —  K'*  <  o. 
De  même  que  dans  le  premier  cas,  il  est  suffisant  et  néces- 
saire de  satisfaire  à  la  première  inégalité,  et  \)Omv   cela   x 
doit  varier  de  a  à  [3. 

6.  —   Revenant   au    cas    général,    nous    nous   proposons 
d'abord  de  résoudre  le  problème  suivant  : 

Problème.  —  RecomiaUre,  sans  résoudre  les  équations 
x^  +  px  + q  —  o, 
x2  4-  p'x  +  q'  :=^  o, 
quel  est  tordre  de  grandeur  de  leurs  racines  supposées  réelles  . 

Considérons  l'équation 

x"-  -\-  i^x  -\-  q  =:^  x"^  -\-  p'x  -j-  q', 
dont  la  racine 

—  ^/'  ~  7 
P—P 
représente  l'unique  valeur  finie  que  Ton  puisse  attribuer  à 
X,  pour  que  les  deux  trinômes  : 

x^  +  P^  +  Ç>  ^^  +  p'^  -|-  (/ 

soient  égaux.   Substituons  cette  valeur  x^  dans  l'un  de  ces 

X 

trinômes  et  appelons  , —    le  résultat  de  cette  substi- 

ip  —  p) 
tution,  nous  aurons  : 

X  =  (9'  -  qr  +  P(9'  -  (ÙiP  -  P')  +  Clip  -  P')\ 

OU 

X  =  (7/^'  -  y.r,Y  +  (a  +  f.)(/p'  -  a.8)(a  +  6  ~  a'  -  ^) 

or,  cette  expression  s'annule  pour  : 

a  =  oc',      a  r=  [/     et     f,  —  X,      p  —  r^'  ; 
car,  si  a  =  -/,  cela  signifie  que  a,  substitué  à  x,  annule  en 
même  temps  les   deux  trinômes,  donc  leur  différence  étant 

nulle,  leur  racine  commune  a  n'est  autre  que on  a 

p  —  p' 
donc  X  =  o. 

Le  polynôme  X  esi  donc  divisible  par  le  produit 
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et  le  quotient  de  X  par  ce  produit  étant  indépendant  de 
a,  p,  a ,  \J ,  est  égal  à  l'unité  ;  il  est  d'ailleurs  facile  de  le 
voir,  en  ordonnant  X  et  le  produit  précédent  par  rapport 
à  7/  et  en  ne  considérant  que  le  coefficient  de  a'^ 

Corollaire.  —  La  conàiiion  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  deux  équations  P  =  o,  P'  :=  o  aient  une  racine  commune  est 

(q'  -  q)'  +  p(q'  -  q)(p  -  p')  +  q(p  -  v'Y  =  o. 

Supposons  que  a  soit  la  plus  petite  des  quatre  racines 
a,  p,  ou,  {"/;  si  le  résultat  de  la  substitution  de  x^  dans  l'un 
des  trinômes  est  positif,  on  a  donc 

X>o     ou     (a-7/)(oc-[3^)(6-a%6-r,')<o; 
les  deux  premiers  facteurs  étant  négatifs,  l'ordre  de  gran- 
deur   des    quatre    racines   est    indiqué    par   l'un   des  deux 

tableaux  suivants  : 

a<(3<a/<f.', 

a  <C  a'  <;  f/  <  p  ; 

ou  l'un  des  deux  suivants,  si  a'  est  la  plus  petite  des  quatre 

racines  : 

a   <  p'  <  a  <  (3, 

a'  <1  a  <^  [i  <^  f^'. 
Gela   posé,  on  peut,  sans  troub'.er  la  généralité    de    cette 
discussion,  supposer  p  >  p';  alors  on  distinguera    trois  cas, 
selon  que  l'on  a 


nu 


ou 


,Ti 

>  " 

2 

>oc. 

>   — 

.1 

2 

— 

2 

X,. 

Premier  cas  :  a^i  >> —  Il  en  résulte  que  x^  est  supé- 
rieur aux  quatre  racines. 

Faisons  croître  ce  de  —  00  à  ar^,  par  conséquent  dans  cet 
intervalle,  on  a 

p—p 


ou 


donc 
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px  -\-  q  <^  f/x  +  f/', 


x^  -\-  px  -\-  q  <^  x^  -f-  P'^  H~  ^'' 
Ainsi  X  croissant  do  —  oo  à  x^,  la  valeur  du  premier 
trinôme  est  constamment  supérieure  à  celle  du  second;  or, 
Xi  est  supérieur  à  la  plus  petite  des  quatre  quantités  a,  p, 
a ,  1^'.  Donc,  lorsque  le  premier  trinôme,  d'abord  positif, 
s'annulera  pour  la  première  fois,  le  second  n'aura  pas  encore 
changé  de  signe  ;  c'est-à-dire  que  a  est  la  plus  petite  des 
quatre  racines. 

D'autre  part,  si  on  fait  décroître  x  à  partir  de  x^,  le  premier 
trinôme,  qui  est  d'abord  positif,  puisque  l'on  a  supposé 
X  ;>  o,  ayant  une  valeur  constamment  inférieure  à  celle  du 
second,  s'annulera  le  premier;  c'est-à-dire  que  x,  en  décrois- 
sant d'une  manière  continue,  passe  par  la  valeur  p  avant 
d'atteindre  les  autres;  donc  p  est  la  plus  grande  des  quatre 
racines,  et  leur  ordre  de  grandeur  est  : 

a  <  a  <<  p'  <  P  <,  a?i. 

P^  P 

Deuxième  cas  :  —  —  .>  oCi^  —  -  •  —  I^  ^li  resuite  que  x^ 

2  2 

est  supérieur  à  a  et  p,  et  au  contraire  inférieur  à  -/  et  p\ 
puisque  X  ^  o  ;  donc  l'ordre  de  grandeur  est 
a  <  p  <  CCi  <  a  <  3'. 

p  f  -      ' 

Troisième  cas  :  —  -  >  cCj .  —  Il  en  resuite  que  x^  est  mfe- 

rieur  aux  quatre  racines. 

Faisons  décroître  x  de  -j-  oo  à  j?i  ;  par  conséquent,  dans  cet 

intervalle,  on  a 

q'  —  q 
x>- 7' 

d'où 

x^  +  px  -{-  g  >  œ^  +  p'x  H-  q  . 
Donc,  la  valeur  du  second  trinôme,    d'abord  positive,   est 
constamment  inférieure  à  celle  du  premier;  lorsque  le  second 
s'annulera  pour   la    première    fois,   le   premier   sera  encore 
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l^ositif  et  n'aura  pas  change  de  signe  ;  ainsi    p'  est  la  plus 
grande  des  quatre  racines. 

D'autre  part,  si  on  fait  croître  x  à  partir  de  o^i,  on  voit  de 
même  que  le  second  trinôme,  d'abord  positif,  s'annulera  le 
premier;  donc  a/  est  la  plus  petite  des  quatre  racines  et  leur 
ordre  de  grandeur  est  : 

^1  <  'j'  <  ^-  <  P  <  P'- 
Enfin,  si,  au  contraire,  le  résultat  de  la  substitution  de  a?, 
dans  l'un  des  trinômes  est  négatif,  on  a 

(a  _  a') (a  -  (3')([3  -  a'j(p  -  fJ)  <  o, 
et  l'ordre  de  grandeur  des  quatre  racines  est 

oc  <  ./  <  f.  <  r^\ 
ou 

a''  <^  a  <  p'  <■'  Pj. 
Or,   puisque  a  +  P  <  a  +  p',  d'après  l'inégalité  :  p  >p', 
la  première  série  d'inégalités  est  seule  admissible. 

(A  suivre.) 


PROPRIETES  GENERALES  DES  CERCLES  DE  TUCKER 

Par  M.  Emile  Vig^arié,  élève  à  l'École  des  Mines. 
[Suite,  voir  p.  195.) 


6.  —  Les  deux  triangles  Ac.B„Ci„  Aj^BcCa  sont  égaux  entre 
eux  et  semblables  à  ABC. 

Ils  ont  les  trois  côtés  égaux  comme  étant  deux  à  deux  les 
diagonales  de  trapèzes  isocèles;  donc  : 

^J^b  =  BpCa  C5A     =  CaAj,  AcBa  =z  Aj^Bc- 

Ils  sont  semblables  à  ABC,  car 

(XaIB,  =:=^  B'XCa  =  A  ..=:  B^Â^J. 
iUB^a  =  AÂC„  =z  B  =:  ASCf. 
K;^^  =.  AÂBe  -=   G  =  k^a. 
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7.  — (lousiilérons  luaiuLciiaut  un  Iriani^lo  ABC  et  un  second 
triani^lo  A,.B„(I/,  inscrit  clans  le  premier,  et  ((ui  lui  soit  sem- 
hlahlc.  La  circonférence  circonscriteau  triangle  A^B^C^ coupera 
l(^s  cotes  (le  ABC  en  trois  autres  points  qui  détermineront  le 
triangle  Ai,BcCa;  nous  nous  trouvons  donc  maintenant  dans 
l'hypothèst*  formulée  dans  la  note  sur  les  Théorèmes  sur  les 
intersections  (('1111  cercle  et  d'un  triangle,  que  nous  avons  publiée 
dans  ce  journal  (Journal  de  Math.  Elém.  iS86,  pp.  106-109, 
151-153);  nous  allons,  par  suite,  pouvoir  en  tirer  des  consé- 
quences résultant  des  formules  générales  que  nous  avons  don- 


A"        A"    A"        A 


nées.  En  nous  reportant  à  cette  étude,  nous  voyons  immé- 
diatement que  :  ' 

1**  Les  angles  de  AcB^Bb  étant  A,  B,  C,  le  triangle  AcB^Cf, 
lui  est  semblable  [§  1  formule  (1)]  i"^); 


(*)  Les  renvois  se  rapportent  à  notre  note  précitée:  Théorèmes  sur  les 
intersections  d'un  cercle  et  d'un  triangle  d'après  M.  II.  Taylor 
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2''  Les  droites  A^Bc,  B„Ca,  A,,C(,  se  coupent  en  trois  points 
situés  sur  les  sy médianes  du  triangle  ABC  (§  3); 

3°  L'équation  du  lieu  du  centre  du  triangle  (§  5,  formule  5) 
devient  ici  : 

-  sin  (B  —  G)  +  ^i  sin  (G  —  A)  +  -  sin  (A  —  B)  =  o, 
a  b  c 

et  l'on  voit  immédiatement  que  cette  équation  est  vérifiée 
par  les  coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit  ABC  et 
par  celles  du  point  de  Lemoine. 

4^  L'enveloppe  des  cercles  de  Tucker  est  une  ellipse  tou- 
chant les  côtés  de  ABG  aux  pieds  des  symédianes.  Les  foyers 
de  cette  ellipse  sont  les  points  de  Brocard. 

8.  —  Nous  avons  vu  (paragraphe  4)  que  les  droites  A^Bf,, 
BaBc,  CaCjj  sont  égales  et  que  (paragraphe  5)  les  six  points 
Ab,  Ac,  Ba,  Bc,  Ga,  Gb  sont  sur  un  même  cercle.  Ges  résultats 
ont  été  énoncés  différemment  par  M.  Neuberg  {Mathésis,  1881  )  ; 
on  peut  dire  : 

Les  extrémités  de  trois  droites  égales,  menées  entre  les  angles 
d'un  triangle  ABG,  parallèlement  aux  côtés  du  triangle  ortho- 
centriquCf  sont  situées  sur  un  même  cercle  de  Tucker, 

ou  bien  encore  : 

Si  les  sommets  d'un  triangle  se  trouvent  sur  les  symédianes 
d'un  autre  triangle  ABG  et  que  ses  côtés  soient  parallèles  aux 
côtés  du  triangle  orthocenlrique  de  ABG,  les  côtés  de  ces  triangles 
se  coupent  mutuellement  en  six  points  d'un  même  cercle  de  Tucker. 

9.  —  Soient  a ,  p',  y'  les  points  ou  se  coupent  les  droites 
AcBc,  Af,Gb,  BaCfl. 

Le  centre  d'un  cercle  de  Tucker  est  au  milieu  de  la  droite  qui 
joint  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ABG  et  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  y-'^'y. 

La  perpendiculaire  élevée  en  A  à  B'G'  passe  par  0  ;  le  triangle 
a'j^Y  ayant  ses  côtés  parallèles  à  ABG,  la  droite  menée  par  a 
parallèlement  à  AO  passera  par  le  centre  w  du  cercle  cir- 
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conscrit  à  oc'C^'y'.  Le  centre  du  C(Mc!e  de  Tucker  est  sur  la 
perpendiculaire  a'o)'  qui  est  parallèle  à  AO.  Les  trois  points 
0,  u)',  (1)  sont  sur  une  même  droite.  Comme  la  lii^ure  AA^/Ac 
est  un  parallélogramme  et  que  Aa'  passe  par  a"  milieu  de  At,Ac, 
il  en  résulte  que  co'  est  le  milieu  de  Ow. 

10.  —  Les  trois  points  X,  Y,  Z,  sont  en  ligne  droite. 

En  effet  les  deux  triangles  ABC,  A"B"C",  étant  homologiques, 
les  points  d'intersection  des  colés  homologues  sont  trois 
points  en  ligne  droite. 

11.  —  Le  cercle  T  et  la  circonférence  circonscrite  à  ABC 
ont  la  droite  XYZ  pour  axe  radical. 

En  effet,  car  dans  les  triangles  semblables  ZACa,  Z(^j,B 
on  a 

ZA      _     ZCg 

ZGb~~  ZB' 
ou 

ZA.ZBrrrZCa.ZCb. 

12.  —  Les  cercles  CBAgAb,  BACaC?,,  ACBcB^  ont  pour  centre 
radical  le  point  de  Lemoine. 

Le  triangle  AcB"Ca  étant  isoscèle,  on  a  B"Ac  =  B"Ca;  or 
comme  Aî,Ae  =  OJ^h  on  a  : 

B"Ae  X  A,A,  =^  B"Ca  X  CA. 

Le  point  B"  situé  sur  la  médiane  antiparallële  ou  symé- 
diane  Bp  est  un  point  de  l'axe  radical  des  deux  circonférences 
BAfjÀcC,  ACaCbB;  comme  ces  circonférences  passent  par  le 
point  B,  la  symédiane  Bp  est  l'axe  radical.  On  prouverait 
de  même  que  les  circonférences  prises  deux  à  deux  ont 
pour  axe  radical  une  symédiane;  elles  ont  donc  pour  centre 
radical  le  point  de  Lemoine. 

De  là  résulte  ce  théorème  : 

Si  deux  cercles  passant  par  A,  B  e/  A,  C  se  coupent  en  un 
point  de  la  symédiane  AK,  les  angles  ACB,  ABC  interceptent 
des  cordes  égales. 
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13.  —  Les  côtés  des  deux  triangles  AcBaC/,,  A),B,.G«  font 
avec  les  côtes  homologues  de  ABC  le  môme  angle  0,  car 
on  a  : 

ciB^i,  =  iUclÀ,  =  b;a;b,  =  0, 

on  peut  donc  dire  que  : 

Si  dans  un  triangle  ABC  on  inscrit  deux  triangles  AcBaC,,, 
A/,BcC«,  semblables  à  ABC,  tels  que  les  côtés  font  avec  leurs 
tiomologues  de  ABC  le  même  angle  6,  les  sommets  des  deux 
triangles  inscrils  appartiennent  à  un  cercle  de  Tacher. 

14.  —  ABaAc,  BBaCf,,  CCikf.  se  coupent  en  un  point  Q  tel 
que  les  angles  B^OCj,  =^kQB  =  iz  —  B;  XjOAe  =  BQG 
=  71  —  G.  Donc  : 

Les  triangles  ABG,  G^AcB^  ont  même  premier  point  de  Bro- 
card ^, 

De  même  : 

Les  deux  triangles  ABG,  Ai^B.Ga  ont  même  deuxième  point 
de  Brocard  Q'. 

15.  —  Si  Q,  Q'  sont  les  points  de  Brocard  du  triangle 
ABG  et  si  nous  appelons,  avec  M.  Neuberg.  faisceaux  de  Bro- 
card les  groupes  de  droites  (QA,  QB,  aO\  {OJk,  Q'B,  Q'G^, 
on  peut  énoncer  ainsi  un  autre  mode  de  génération  des  cercles 
de  Tucker  : 

Si  Von  fait  tourner  les  deux  faisceaux  de  Brocard  autour  de 
leurs  centres  d'un  même  angle  0  et  en  sens  contraire^  les  rayons 
rencontrent  les  côtés  correspondants  de  ABG  en  six  points  d'un 
cercle  de  Jucher. 

Les  points  de  Brocard  sont  donc  les  deux  centres  perma- 
nents de  similitude. 

Les  propriétés  générales  des  cercles  de  Tucher  que  nous 
venons  de  donner,  et  dont  la  plupart  ont  été  énoncées  par 
les  auteurs  dont  nous  avons  cité  les  mémoires  au  commence- 
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in(>iit  ilo  celle  note,  et  particulicrcmcnf  par  M.  E.  L(3moiiic 
{Matlwsis  18S4),  donnont  comme  cas  particuliers  remar- 
quables :  le  premier  cercle  de  Lemoinc,  les  cercles  de  Taylor, 
NiMiberi;-.  M'Cay,  elc.  Ils  feront  l'objet  d'un  prochain  article. 


SUR  QUELQUES  EQUATIONS  TRIGONOMETRIQUES 

REMARQUABLES 
Par  M.  A.  Boutiii,  professeur  au  Gollôij^c  de  Vire. 


1.  —  Résoudre  T équation 
C  ^  cos  X  -f-  cos  3x  -f-  cos  5x  -\-  •  •  •  +  cos  (2"  —  i)x  ^=0.  (1) 

Groupons  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  et 
transformons  leur  somme  en  produit;  il  vient  : 

cos     X  -J-  cos  (2"  —   l)x  =  2  cos  2"~*a?  cos  (2"~^  —   î)x 

cos  3x  -\-  cos  (2"  —  3)x  =  2  cos  2""^a?  cos  (2"~*  —  3)x 
cos  5x  -\-  cos  (2"  —  5)x  =  2  cos  2''~^x  cos  (2''~*  —  5)x 

La  dernière  des  égalités  comprend  les  deux  termes  du 
milieu;  le  nombre  des  termes  du  premier  membre  de  (1)  est 
2"~^;  il  est  donc  toujours  pair,  sauf  pour  ?i  =  i;  ces  deux 
termes  du  milieu  ont  les  rangs 

2"-2,       2»-2-f-    I, 

et  leur  expression  est:  cos  (2""^  —  1)^:*.  pour  le  premier;  et 
cos  (2"-'  -{-^)x,  ou  cos  (2"  —  2"~'  -|-  i)x,  pour  l'autre. 

Donc 
cos  (2""*  —  i)x  -j-  cos  (2"  —  2"~'  +  i)a;  =  2  cos  2"~*ir  cos  x, 

Ajoutons  membre  à  membre  toutes  les  égalités  précédentes, 
nous  avons 

G  =  2  cos  2"-*a:[cos  (2"-'  —  O-^  +  cos  (2"-^  —  3]x  -{-  . . 
-f-  cos  3x  -\-  cos  x]  =  o. 

La  quantité  entre  crochets  est  de  la  môme  forme  que  le 
premier  membre  de  l'équation  proposée  ;  il  suffit  pour  l'obtenir 
tl'y    remplacer  n  par  n  —  i  ;  on  pourra  donc,  par   le  môme 
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moyen,  faire  apparaître  le  facteur  2  cos  2^-^x'^  puis,  dans  la 
nouvelle  parenthèse,  un  facteur  analogue;  et  ainsi  de  suite. 
On  arrive  ainsi  à  la  formule  que  nous  avions  en  vue  : 
G  =  2""*  cos  X.  cos  2x.  cos  4CC.  cos  Sx  . . .  cos  2"~^a7. 
Les   racines    de    l'équation  G  =1  o   sont   celles  des  équa- 
tions : 

cos  X  =^  O,        cos  2X  =.  0,        cos  4.x  =  O,    ...        cos  2^~^X  =  O. 

Toutes  ces  équations  rentrent  dans  la  dernière,  si  on  suppose 

que  n  puisse  recevoir  toutes  les  valeurs  entières  de  i  à  n. 

On  a  donc,  finalement, 

(2k  4-  1)71 
oc=^- » 

k  étant  un  entier   quelconque  positif,  négatif  ou  nul;  et  p 
ne  pouvant  recevoir  que  les  valeurs  entières  de  i  à  n. 

2.  —  Résoudre  l'équation 

C  z=  i  -\-  cos  2x  -|-  COS  4x  -)-  cos  6x4"  ... 

-|-  C0S(2"  +  ^  —  2)X  =  o. 

Groupons,  comme  précédemment,  les  termes  équidistants 
d.3  extrêmes;  il  vient: 

I   -|-  cos  (2^^  +  ^  —   2)X  =  2  COS^  (2"  —    l)x 
COS  2X  -j-  COS  (2"  +  *  -—  ^)X  =  2  COS  (2"  —  I  )x  COS  (2"  —  3)x 

cos  4x  4-  cos  (2"+*  —  6]x  =  2  cos  (2"  —  i)x'  cos  (2"—  5}x. 

CÔS   2"X  -f  cos  (2"+'  —  2"  —  2)X  —  2  cos  (2"  —   l)x  COS  X. 

Ajoutons  membre  à  membre  toutes  ces  égalités  et  mettons 
en  facteur  2  cos  (2''  —  i).x,  dans  le  second  membre  ;  il  vient 
G'  =  2  cos  (2'*  —  i)cc[cos  (2"  —  i)cc  +  cos  (2"  —  3)x 
-]-...+  cos  x]. 
La  quantité  entre   crochets  est  le  premier   membre  G  de 
l'équation  traitée  précédemment  ;  on  a  donc  immédiatement 
G'  =  2"  cos  (2"  —  i)^.  cos  2"-^^.  cos  2»--^  ...  cos  2X  cos  X. 
L'équation   G'  =  o  admet    donc    pour   racines,    outre   les 
racines  de  G  =  o,  celles  de  l'équation 

cos  (2"  —  \)  X  =z  o, 
c'est-à-dire 

_(2/H-_I> 
2(2"—  l) 
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3.  —  lUKsoudre  r équation 

S  —  siii  X  -f-  siii  3x  -f-  «iii  5x  -f-  sin  jx  -\-  ... 
+  sin  (2"  —  i)x  ^=  o. 

Groupons  encore  les  termes  à  égale  distance  des  extrêmes  : 
sin    X  +  sin  (2"  —  i)ic  ==  2  sin  2^~^x  cos  (2"~*  —  i)x 
sin  3x  +  sin  (2"  —  3)x  =  2  sin  2"~^cc  cos  (2""*  —  3)x 
sin  5.^  +  sin  (2"  ■ —  5)a:  =  2  sin  2"~*x*  cos  (2"~*  —  5).t 

sin  (2""'  —  0^  +  sin  (2"  —  2"~^  -|-  i  ).x  =  2  sin  2"~^a?  cos  x. 

Ajoutons  membre  à  membre  ces  égalités  et  mettons  2  sin  2"~^j; 

en  facteur,  il  vient 

S  =  2  sin  2"~^a:[cos  (2'*"*  —  i)x  -f-  cos (2""'  =  3)x 

+  - . .  +  cos  a*]. 

La  quantité  entre  parenthèses  est  C,  où  n  a  été  remplacé 

par  n  —  1.  On  a  donc 

S  =  2"~*  cos  X.  cos  2X.  cos  ^x  . . .  COS  2^~^x.  sin  2"~*a?. 

Ainsi  les  racines  de  S  =  o  sont 

(2/t  4-0'^  ^7^ 

X  =  ,        et       x 


k  pouvant   recevoir  toutes  les  valeurs  entières   de  —  00    à 
+  oc,  et  p  les  valeurs  positives,  entières,  de   i  a  n —  i. 


GENERALITES  SUR  LA  GEOMETRIE  DU  TRIANGLE 

LES   POINTS  RÉCIPROQUES   ET    LES    POTENTIELS  d'ORDRE  J) 
Par  M.  Of.  de  l<oiig^cIianips. 

[Suite,  voir  p.  198.) 


22.  Points  Brocardiens.  —  Si  l'on  considère  un  point  M, 

A-B-G'  (^^ 

parmi  les  points  que  l'on  peut  associer  à  celui-ci  on  doit 
encore  signaler  deux  points  M',  M"  dont  les  coordonnées  véri- 
fient les  égalités 

B'/  =:Cfi'  =  Ay',  (M') 

C-y."  =  Afi"  =  Bf,  (M") 
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et  qui  constituent  avec  le  point  M  ce  que  M.  Neuberg  nomme, 
familièrement,  un  triumvirat.  Ces  points  M'  et  M",  ainsi  asso- 
ciés à  M,  se  déduisent  de  celui-ci,  comme  le  couple  de  Bro- 
card du  point  de  Lemoine;  on  peut  les  appeler  points  Bro- 
cardiens  correspondant  au  point  donné  (^). 

La  construction  de  ces  points  se  fait  très  simplement  de 
la  manière  suivante  (**). 
Les  droites  KM,  BM,  CM  rencontrent  les  côtés  du  triangle 

en  des  points  y.,  v,  p;  me- 
nons : 

fj.p'  parallèle  à  CA, 
v|^/  —  AB, 

pv'  —  BG, 

les  droites  A;/,  Bv',  Go'  con- 
courent en  un  point  qui 
est  l'un  des  points  Brocar- 
dions correspondant  au 
point  M. 

On  voit  d'abord  que  les 


^  e' 


droites  en  question  concourent;  il  suffit  d'appliquei*  aux 
points  \x,  V,  p  ;  [x',  v',  p'  le  théorème  de  Jean  de  Géva,  et  la  pro- 
priété réciproque. 


En  outre,  on  a 


Bp' 

To' 


B|x 
G'/ 


ou     —  =^ 


f^' 


B' 


et 


Av'_  Ap 

g7'~"b^' 

(,<es  égalités  donnent  bien 


B 
A 


B/  =  G'^'  =  A- 


(*)  Cette  généralisation  de  l'idée  qui  fait  apparaître  les  points  de  Bro- 
card dans  l'étude  de  la  géométrie  du  triangle  paraît  due  à  M.  Lemoine, 
qui  Ta  fait  connaître  dans  un  très  intéressant  mémoire  communiqué 
au  congrès    de    TAssociation  française,  à  Grenoble.  (V.  Annuaire  1885.) 

Ce  mémoire  se  trouve  aussi  dans  le  Supplément  du  mtniéro  de  mai  1886 
de  Mathésis. 

(**)  Cette  construction  a  été  donnée  par  M.  Lemoine,  XouvcUes  Annales, 
1885,  p.  202. 
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Pour  ol)t('iiir  le  second  point  Jh'ocardicn,  il  faut  cfTcctuer 
le  trac'c  in(li([UO,  mais  dans  Fordr'*  invors(î;  mener  \j.^" 
parallèle  à  13A,  etc. 

23.  Points  isobariques.  -- A  un  point  donné  M  (A,  B,  C) 
on  peut  aussi  associer  des  points  que  nous  désignerons  par 
Ml,  M2,  M3,  M4,  M3  conformément  aux  tableaux  suivants  : 


M  .. 

A, 

B, 

C 

M,.. 

.     A, 

C, 

B 

M,.. 

.     B, 

C, 

A 

M... 

•     C, 

B, 

A 

M,.. 

C, 

A, 

B 

M,   . 

B, 

A, 

C 

On  obtient  ainsi  un  groupe  de  six  points  que,  pour  une 
laison  que  nous  allons  donner,  nous  appellerons,  avec  M.  Neu- 
berg,  groii^pe  isobarique  associé  à  un  point  donné. 

La  raison  de  cette  dénomination  découle  de  ce  fait  que 
les  deux  triangles  MM1M2,  MgM^Mg  ont  le  même  centre  de  gra- 
vité que  le  triangle  de  référence. 

Dans  le  premier  groupe  que  nous  qualifierons  groupe  de 
première  espèce,  pour  le  distinguer  du  second,  le  point 
milieu  (^^)  de  M^Mj  est  représenté  par  les  coordonnées 

B  +  C,     G  +  A,     A  +  B; 
or,  ces  quantités  sont,  précisément,  les  coordonnées  du  point 
complémentaire  de  M. 

Cette  démonstration  si  simple  s'applique,  de  même,  au  groupe 
isobarique  de  seconde  espèce  M3M4M3. 

La  construction  des  points  isobariques,  associés  à  un  point 
donné,  n'offre  aucune  difficulté. 

Pour  les  points  de  première  espèce,  il  suffit  d'observer 
qu'ils  sont  les  réciproques  des  points  Brocardions. 

Pour  ceux  de  seconde  espèce  la  construction  est  encore 
beaucoup  plus  simple. 

Prenons,    par    exemple,    le    point  M3  et  comparons-le  au 

(*)  Lorsque  les  coordonnées  de  deux  points  M,  M'  sont  : 
A,  B,  G;        A',  B',  C  ; 
si  l'on  a 

A  +  B  +  G  =  A'  +  B'  +  C 
les  coordonnées  du  point  milieu  w  sont  proportionnelles  à 
A  +  A',    B  -H  B',    G  +  G'. 
On  démontre  ceci,  en  deux  mots,  et  très  élémentairement,  en  cherchant 
les  coordonnées  aèso/ues  des  points  M,  M'  et  w. 


232  JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES    ÉLÉMENTAIRES 

point  donné  M.  Nous  observons  alors  :  1°  que  les  deux  points 
M  et  M3  formant,  avec  la  base  BG  du  triangle  de  référence, 
deux  triangles  de  même  aire,  la  droite  MM3  est  parallèle  à 
BG  ;  2°  que  les  droites  AM  et  AM3  rencontrent  BG  en  deux 
points  isotomiques.  De  cette  double  remarque  on  déduit  la 
détermination  de  M3,  connaissant  M,  par  un  tracé  tout  à  fait 
simple. 

24.  Construction  de  l'associé  à  l'infini.  —  Celte 
construction,  que  nous  avions  réservée,  peut  se  faire  très  sim- 
plement par  la  considération  des  points  isobariques. 

Soit  M  un  point,  et  soient  A,  B,  G  ses  coordonnées;  les 
points  isobariques  de  première  espèce  correspondants  Mj,  M2 
sont  représentés  par 

B,     G,     A;        G,     A,     B; 
la  droite  M^Mj  a  donc  pour  équation 

P         T 
B        G        A    =0, 
G        A        B 
ou  S  a(BC  —  A2)  —  o. 

Cette  droite  passe  visiblement  par  le  point  Mq^ 
B  —  G,        G  —  A,        A  —  B, 
en  vertu  de  l'identité 

S  (B  —  G)(BG  —  A^)  =:  o. 
Par  exemple  :  au  centre  I  du  cercle  inscrit  (a,  b,  c)  corres- 
pondent deux  points  isobariques  de  première  espèce  I^  (b,  c,  a), 
I^  (c,  a,   b)    qui    ont  été  étudiés  par   M.    Jérabek  {MathesU^ 
t.    P"";    p.    192);    la    droite  IJ2  donne  la   direction   du  point 
situé  à  l'infini,  associé  de  I,  et  dont  les  coordonnées  sont 
b  —  c,        c  —  a,        a  —  b. 
La  droite  IJ2  a  pour  équation 

S  a(6c  —  a^j  —  o, 
et  le  point,  harmoniquement  associé  à  la  transversale  réci- 
proque de  cette  droite,  a  pour  coordonnées 

bc — a^,         ac  —  6^,         ab  —  c"^. 
Ce  point  a  été   déjà  signalé;   les  considérations  qui    pré- 
cèdent donnent   un    moyen    assez    rapide    pour   trouver    sa 
position. 
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Observons  encore  qu'il  résulte  d'une  remarque  faite  plus 
liaul  un  autre  moyen  pour  trouver  le  point  qui  est  associé 
à  l'inlini  avec  le  centre  du  cercle  inscrit.  Ce  point  est  en 
effet  liarmoniquement  associé  avec  la  transversale  réci- 
proque de  la   droite  qui  joint  le  centre  du  cercle  inscrit  au 


centre  de  gravité. 


(A  suivre.) 


EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Boutiu,  professeur  aux  Collège  de  Vire. 


1.  —  Si  dans  un  triangle  ABC  on  considère  les  trois 
cercles  qui  ont  leur  centre  sur  un  côté  et  sont  tangents  aux 
deux  autres ,  la  sonime  des  inverses  de  leurs  rayons  est 
égale  au  double  de  l'inverse  du  rayon  du  cercle  inscrit  dans 
le  triangle  ABC. 

2.  —  Si  l'on  considère  les  cercles  qui  ont  pour  centres  les 
pieds  des  bissectrices  extérieures  d'un  triangle  et  qui  sont 
tangents  aux  deux  autres  côtés  prolongés,  le  diamètre  de 
l'un  d'eux  est  une  moyenne  harmonique  entre  les  rayons  des 
deux  autres. 

3.  —  Chacune  des  hauteurs  d'un  triangle  ABC  le  partage 
en  deux  autres;  on  a  ainsi  six  triangles.  Si  dans  chacun 
d'eux  on  inscrit  un  cercle,  et  qu'on  désigne  dans  un  certain 
ordre  leurs  rayous  par  r^,  i\,  ?'3,  r^,  i\^  i\,  le  produit  des 
rayons  d'indice  pair  est  égal  au  produit  des  rayons  d'indice 
impair. 

4.  —  Si  on  substitue  aux  hauteurs  considérées  dans 
l'exercice  précédent  les  bissectrices  intérieures,  et  que 
a,  a" ,  h',  h",  c\  c". soient  les  segments  déterminés  sur  chaque 
côté  par  la  bissectrice  de  l'angle  opposé,  ?>,  ?>/,  ?v  •  • .  soient 
les  rayons  des  six  cercles  considérés,  on  a  la  relation 

r\j>  Vc'  Va'  Te"         Ta"  T^" 
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5. —  Si,  dcius  l'exercice  précédent,  on  substitue  aux  bis- 
sectrices intérieures  les  bissectrices  extérieures,  et  que 
l'on  désigne  par  ?Vj  ^''a",  ^''//  •  •  •  les  six  rayons  des  cercles 
considérés,  on  a,  en  employant  les  mêmes  notations,  la  rela- 
tion 

c  b  \  i      /  a  c 


c  —  b\r\,       r'au)       a  —  c\r\'        r',,> 

a  \        I 
r 


b—a\r'c        r'c"J 


6.  —  Si,  aux  lignes  considérées  précédemment,  on  substitue 
les  droites  qui  joignent  le  sommet  d'un  triangle  au  point  de 
contact  du  cercle  inscrit  sur  le  côté  opposé,  et  que  l'on 
désigne  par  i\,  i\,  rg  . . .  les  six  rayons  des  cercles  analogues 
dans  un  certain  ordre,  on  a  la  relation 

I  II  III 


,v 


?\r         r^r  r~^r        r^r  7\r        r^i 

7.  —  Si  aux  lignes  précédemment  considérées  on  substitue 
les  droites  qui  joignent  le  sommet  d'un  triangle  au  point  de 
contact  du  cercle  ex-inscrit  sur  le  côté  opposé,  on  a  encore 
six  cercles  inscrits,  soient  i\,  i\,  r^  . . .  leurs  rayons,  dans  un 
certain  ordre;  le  produit  des  rayons  d'indice  pair  est  égal 
au  produit  des  rayons  d'indice  impair. 

8.  —  Si  on  considère  les  cercles  analogues,  en  remplaçant 
])ar  les  médianes  les  lignes  considérées  dans  les  exercices 
précédents,  et  que  ?*^,  7*2,  ^'3  •••  soient  leurs  rayons,  la 
somme  des  inverses  des  rayons  d'indice  pair  est  égal  à  la 
somme  des  inverses  des  rayons  d'indice  impair  (*). 

9.  —  Si  on  joint  le  centre  de  gravité  d'un  triangle  aux 
trois  sommets,  on  le  décompose  en  trois  autres  triangles;  si 
Ra,  R(,,  Rc  sont  les  rayons  des  cercles  inscrits  dans  ces  trois 

(*)  Ce  résultat,  que  je  croyais  nouveau,  tigure  dans  le  Journal  de 
Mathématiques  {année  1^81,  p.  64).  Il  n'est  conservé  ici  que  pour  com- 
pléter la  suite  de  ces  propositions. 
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clci'uicrs  Iriaiiglos,   on  a  la  relation 


^  +  -1+---  +  - +  -+-  +  -  +  - 


10.  —  Si  dans  un  triangle  ABC  on  considère  simultané- 
ment les  trois  médianes^  elles  partagent  ABC  en  six  triangles; 
si  7\,  i\,  ?'g,  }\,  ?*5,  7'6  sont  les  rayons  des  cercles  inscrits  dans 
ces  six  triangles,  et  dans  un  certain  ordre,  la  somme  des 
inverses  des  rayons  d'indice  pair  est  égale  à  la  somme  des 
inverses  des  rayons  d'indice  impair. 

11.  —  Si  par  le  sommet  A  d'un  triangle  on  mène  une 
droite   AD   quelconque,    arrêtée   au   côté  a,    elle   partage  le 

triangle  ABC  en  deux  triangles  T^  et  T2,  additifs  ou  soustractifs, 

"P 
tels  que  le  rapport  — ^  des  cercles  circonscrits  aux  triangles 

Tj ,  T2  est  égal  au  rapport  7   des    côtés   qui    comprennent 

l'angle  A. 

On  en  déduit  que  si  l'on  mène  par  les  sommets  B  et  C 
d'autres  droites,  et  que  si  l'on  considère  les  rayons  R3,  R4, 
R3,  Rg  des  cercles  analogues  à  R^  et  R2,  le  produit  K  des 
rayons  d'indice  pair  est  égal  au  produit  des  rayons  d'indice 
impair. 

Nota.  —  On  trouvera 


8  sin  A  .  sin  B  .  sin  C 

Voici  la  valeur  de  K  pour  quelques  lignes  remarquables 

du  triangle 

(Médianes)  (*) 

a'^b^c'^mm'm" 

(Hauteurs) 

abc 
h.  =  — r-  ; 


(*)   La  proposition  rapportée  par  M.  Gino-Loria  (Journal,  année  1881, 
p.  64)  n'est  cfu'un  cas  particulier  de  ce  théorème  très  général. 
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(Bissectrices  intérieures) 

abc 


8sin(B  +  |)ins^C  +  2)sin(A  +  ^^' 


(Bissectrices  extérieures) 


-wr  OL  ^h  ^C  1 

K  =  5—: : :— 5 7—x  »          etc. 

8  siu  A  .  sm  B  .  siu  L 

12.  —  Calculer  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle, 
connaissant  les  rayons  a  et  6  des  demi-cercles  qui  ont  leur 
centre  sur  un  côté  de  l'angle  droit  et  sont  tangents  aux  deux 
autres  côtés. 

13.  —  Si  on  considère  les  trois  hyperboles  qui  ont  pour 
foyers  les  deux  sommets  d'un  triangle  et  passent  par  le 
troisième  sommet  : 

1"*  L'un  des  axes  focaux  est  égal  à  la  somme  des  deux 
autres; 

2*^  Le  produit  dos  demi- axes  non-transverses  est  égal  au 
produit  de  la  surface  du  triangle  par  le  rayon  du  cercle  inscrit; 

3^  Si  2a,  2(3,  2 Y  représentent  les  angles  des  asymptotes  de 
ces  trois  hyperboles,  on  a  la  relation 

sin  p  .  sin  B  =  sin  a  .  sin  A  -|-  sin  y  •  sin  C; 

4^  Les  trois  branches  de  courbe  passant  par  les  sommets 
se  coupent  en  un  même  point.  (Il  en  est  «le  même  d'une  de 
ces  branches  et  des  deux  secondes  pour  les  deux  autres 
hyperboles  ; 

5^  Deux  des  ellipses  considérées  dans  la  question  proposée 
n"20l  {Journal  de  Mathématiques,  décembre  I880)  et  l'hyper- 
bole passant  par  le  troisième  sommet  se  coupent  en  un 
même  point. 

On  peut  exprimer  les  côtés,  la  surface  et  le  rayon  du  cercle 
inscrit  dans  le  triangle  ABC  au  moyen  des  axes  non-trans- 
versales 2a,  2b,  2C  des  trois  hyperboles.  Le  carré  de  l'inverse 
du  rayon  du  cercle  inscrit  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
des  inverses  des  demi- axes  non-transverses. 

14.  —  On  considère  un  cercle  0  et  deux  diamètres  kk',  BB' 
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rcctant>Tilaircs;  on  inciio  un  rayon  (|uolconque  OC,  puis  CD 
parallèle  à  OA,  D  étant  le  point  ou  CD  coupe  OB;  on  mène 
AD  qui  coupe  OC  en  un  point  M  dont  on  demande  h;  lieu. 

Ce  lieu  est  une  parabole  qui  a  pour  loyer  le  point  0  et 
pour  directrice  la  tangente  en  A  au  cercle. 

15.  —  On  a  entre  les  côtes  a,  b,  c  d'un  triangle  quelconque 
ABC  et  les  distances  d^,  d^y  d^  du  point  de  concours  H  des 
hauteurs  aux  sommets,  la  relation 

abc  abc 

T  +T  + 


(■fi        tvn        a  2        u^anUo 

16.  —  Couper  un  cône  circulaire  droit  donné  par  un 
plan  parallèle  à  une  des  génératrices  et  tel  que  le  segment 
parabolique  de  section  ait  une  aire  maximum  (*). 

17.  —  On  considère  un  cercle  0  et  deux  points  fixes  A  et 
B  à  égale  distance  du  centre  sur  le  diamètre  fixe  A'B';  un 
troisième  point  mobile  C  parcourt  la  circonférence.  On  joint 

,  CA,  CB;  ces  deux  droites  rencontrent  respectivement  en  D 
et  en  E  la  circonférence  ;  les  tangentes  en  D  et  en  E  se  cou- 
pent en  un  point  M  dont  on  demande  le  lieu. 
Ce  lieu  est  une  ellipse  qui  a  pour  petit  axe  A'B'. 

(A  suivre.) 


BACCALAURÉAT   DE  L'ENSEIGNEMENT   SPECIAL 


FACULTÉ  DE  LYON 

29  juillet  1885.  —  I.  Mesure  de  l'aire  de  la  sphère. 

II.  Quel  est  le  poids  de  glace  à  o»  nécessaire  pour  amener  à  l'état 
d'eau  liquide  à  S",  gS-''  de  vapeur  d'eau  saturante  à  loo»?  La  chaleur 
de  fusion  de  la  glace  est  8o,  la  chaleur  de  condensation  de  la  glace 
est  537. 


(*)  Cette  question,   qui  figure  dans  le  recueil  d'exercices  d'analyse 
infinitésimale  de  M.  Frenet,  peut  se  traiter  élémentairement. 
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1<='-  août.  —  Mesure  du  volume  engendré  par  un  triangle  tournant 
autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan  et  passant  par  un  seul  sommet. 
Appliquer  au  cas  d'un  triangle  équilaléral  dont  le  côté  =  i'"  tournant 
autour  d'un  axe  incliné  à  46"  sur  l'un  des  cotes. 


CORRESPONDANCE 


Remarque  sur  les  puissances  de  11. 

Mon  cher  ami, 

La  présente  remarque  est  tellement  simple  que  j'ai  presque 
honte  de  vous  l'adresser.  Tout  le  monde  a  dû  la  faire,  et 
cependant  je  ne  l'ai  vue  imprimée  nulle  part.  Elle  aurait 
cependant,  à  mon  avis,  une  véritable  utilité  si  on  l'introdui- 
sait dans  l'enseignement  d'une  façon  régulière. 

Voici  ce  dont  il  s'agit.  Les  puissances  successives  de  1 1 
sont:  II,  121,  i33i,  1 4641,  etc.  On  reconnaît  immédiatement 
a  l'inspection  des  chiffres  de  chacun  de  ces  nombres  les 
coefficients  des  puissances  du  binôme,  et  il  n'en  peut  être 
autrement,  puisque  la  régie  de  la  multiplication  par  1 1  est 
identique  avec  la  formation  ordinaire  du  triangle  arithmétique 
de  Pascal.  D'ailleurs,  11  étant  égal  à  10  -f  i,  11^  sera 
(^10  -|-  i)î%  c'est-à-dire  que  les  chiffres  seront  les  coefficients 
des  termes  dans  le  développement  de  {x-{-i)p.  Pour  le 
système  décimal,  la  remarque  ne  s'applique  que  jusqu'à  la 
4*^  puissance;  car  au  delà  les  coefficients  sont  supérieurs  à  10. 
Mais  si  l'on  considère  le  nombre  11  comme  écrit  dans  une 
base  de  numération  aussi  grande  qu'on  voudra,  il  n'y  a  plus 
de  limitation ,  et  les  chillres  successifs  seront,  pour  les 
diverses  puissances, 

10,  (') 

{>).  (2),  (u 

(I).  (3).  (3),  (I) 

(■),  (4),  (6),  (4),  (i) 

(.),  (5),  (10),  (10),  (5),  (I) 

(,),  (6),  (i5),  (20),  (i5),  (6),  (i; 
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(Je  mois  ici  les  nombres  outre  piu'ciitheses  j)Oiir  exprimer 
({ii'ils  représentent,  sans  exception,  des  clii/frcs  d'un  certain 
système  de  numération.) 

Par  (v\em])le,  la  6°  puissance  de  38  dans  le  système  de 
numération  de  base  3y  s'écrira 

(.)(6)(.5)(20)(.5)(G)(.). 

Ne  pensez-vous  pas  ({ue  cette  remarque  ramène  au  fond 
la  formule  du  binôme  aux  plus  sim])les  notions  de  l'arithmé- 
tique élémentaire,  c'est-à-dire  à  la  théorie  de  la  multiplica- 
tion la  plus  facile  et  qu'à  ce  titre  elle  devrait  prendre  cou- 
ramment place  dans  l'enseignement? 

Si  oui,  donnez-lui  accès  dans  l'un  de  vos  deux  excellents 
journaux. 

Si  non,  excusez-moi  de  tous  avoir  pris  vos  instants  pour 
une  chose  insioni liante. 

Et  dans  tous  les  cas  croyez-moi  bien  toujours  votre  tout 
dévoué. 

G. -A.  Laisant. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Ed.  Lucas. 

M.  Ed.  Lucas  nous  écrit  pour  nous  faire  observer  qu'on 
peut  ajouter  aux  renseignements  bibliographiques  que 
M.  Casimir  Rey  a  donnés  dans  sa  note  sur  l'omniformule, 
le  suivant. 

Un  mémoire  de  Ghelini  publié  dans  le  Giornale  Arcadico, 
t.  98,  a  pour  titré  :  Teorema  di  Steitier,  sut  volume  di  un  corpo- 
terminato  da  basi  parallèles  circoscritto  luteralimento  da  una 
superficie  rigata,  par  D.  Ciielini,  délie  scuole  Pie. 

M.  Ed.  Lucas  possède  l'exemplaire  de  Ghelini  dédié  à  Stei- 
ner  mais  il  ignore  la  date  de  sa  puh!ica(ion;  un  de  nos 
correspondants  d'Italie,  s'il  possède  le  journal  cité,  nous  la 
fera  sans  doute  connaître. 

G.  L. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


227.  — Etant  donnée  une  parabole  de  foyer  F,  on  considère 
la  perpendiculaire  à  l'axe  passant  au  foyer  et  coupant  la 
parabole  en  A  et  B  :  par  ces  points  on  mène  des  parallèles  à 
l'axe  AA'.  Soit  M  un  point  de  la  parabole,  on  joint  AM,  BM 
qui  coupent  AA'  en  K^  H.  Enfin  HK  coupe  AB  en  I  et  l'on 
projette  M  en  G  sur  AB.  Démontrer  : 

1^  Que  le  cercle  ABM  est  coupé  par  CM  en  un  point  dont 
le  lieu  est  une  droite  ; 

2°  AH  +  BK  =  const.  ; 

S'^  HK  passe  par  un  point  fixe  D  ; 

4°  Le  cercle  DIG  est  tangent  à  l'axe  en  un  point  fixe  ; 

S"  Les  cercles  qui  ont  leur  centre  sur  HK  et  passent  par 
HG,  IG,  sont  orthogonaux  ; 

6°  L'axe  radical  de  ces  cercles  passe  par  un  point  fixe  ; 

7^  Get  axe  radical  et  les  droites  MF  et  HK  concourent  ; 

8<^  HK  est  parallèle  à  la  tangente  en  M.  ; 

9°  AH  —  BK  =  2GF.  (Louis  Prince, 

élève  au  lycée  de  Grenoble.) 

228.  —  On  donne,  dans  un  plan,  un  angle  xOy,  et  un 
point  A.  Par  les  points  0,  A,  on  fait  passer  une  infinité 
de  circonférences.  Soit  BG  la  corde  déterminée,  dans  l'une 
d'elles,  par  les  côtés  de  l'angle.  Soit  M  la  projection  de  A 
sur  BG.  Le  lieu  de  M  est  la  droite  de  Simson  relative  aux 
données  (*).  (Calalan.) 

(*)  Cette  proposition,  évidente,  a  seulement  pour  o}3Jet  de  généraliser 
la  définition  habituelle. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE  CKNTRALE   DES   CHRMINS   DK   FER.   —   IMPRIMEKIE  CHAiX. 
RUB   UERGÈRE,   20,    TARIS.    —    18666-6. 
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ÉQUATION  (lÉNÉRALE  DES  CERCLES  DE  TUCKER  C) 

Par  J,  Mcuberg^,  professeur  à  l'Universilc  de  Liège. 


» 


1.  —  Les  côtés  d'un  triangle  A'B'C  homothétique  au 
triani^le  de  référence  ABC  par  rapport  au  point  de  Lemoine  K 
peuvent  être  représen- 
tés, en  coordonnées 
barycen  triques,  res- 
pectivement par  les 
équations 

y  =  Ab\ 
z  =  }c\ 

1  désignant  le  rapport  BB'  :  (a^  +  ^^  +  c^)BK.  La   somme 
des    trois  coordonnées  absolues    d'un    point    étant    égale    à 
l'unité,  on  trouve  aisément  pour  les  coordonnées  des  points 
I2,   I3  où  BC  est  coupé  i  ar  A'C,  A'B' : 

I2   ...   o,       X62,        I  — X6^  ;        I3   ...    o,        [  — >c%        Xo^^ 
Exprimant  que  ces  valeurs  vérifient  l'équation  d'une  cir- 
conférence : 

a^yz  +  b^zx  -\-  c^xy  +  (^  +  i/  +  z)(kx  -\-By  -}-  Cz)  =  o, 
on  obtient 

B  =  —  c2an(i  —  W),  G  =  —  a^b^l{i  —IC'). 

La  forme  de  ces  égalités  montre  que  si  l'on  pose 

Ê^=z—b^c^l{i  —Icf-), 

la   circonférence    passe    par    les    six    points    d'intersection 

I2?    ^3)  2i,  23,  3i,  82  des  côtés  non  homologues  des   triangles 

ABC,  A'B'C.  Donc  l'équation  d'un  cercle  de  Tucker  est  (**) 


S  ^5 Xilicsf-  —  xV  —  o  . 


W 


(*)  Vovez  dans  le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  (1886;  p.  195) 
une  étude  géométrique  des  cercles  de  Tucker,  par  M.  E.  Vigarié. 

{**)  Comparer  A  group  of  cirâtes,  hj  R.   Tucker  (Quarterly  Journal  of 
Pure  and  Applied  Mathenialivs,  vol.  XX). 
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L'axe  radical  de  ce  cercle  et  du  cercle  ABC  a  pour  équation 

i]— —  li:x  =  o; 

il    est  donc  parallèle  à  la  droite  de  Lemoine  et  les  centres 
des  cercles  de  Tiicker  sont  sur  la  droite  OK. 
L'équation  (1)  peut  être  écrite  ainsi  : 

On  en  déduit  l'équation  de  l'enveloppe  des  circonférences 
de  Tiicker,  savoir 

x"^  ^^  xy 

Cette  enveloppe  est  donc  une  ellipse  qui  touche  les  côtés 
de  ABC  aux  pieds  des  symédianes  el  a,  avec  le  cercle  ABC, 
un  double  contact  sur  la  droite  de  Lemoine. 

2.  —  On  peut  arriver  plus  rapidement  à  l'équation  (1). 

Si  l'on  pose  I  ih:  x  +  ?/  +  js,  les  côtés  du  triangle  A'B'C 
ont  pour  équations 

et  toute  cubique  passant  par  les  neuf  intersections  des  côtés 
des  triangles  ABC,  A'B'C  est  représentée  par 

On  obtient  la  cubique  formée  de  la  droite  I  passant  par  les 
intersections  des  côtés  homologues,  et  de  la  conique  passant 

par  I2,   I3,  2i,  23,  3i,  32  si  l'on  pose  7?i  =  ^^-.  Le  facteur  I 

se  sépare  alors  de  l'équation  et  il  reste  l'équation  (1). 

3.  —  La  même  méthode  sert  à  démontrer  analytiquement 
un  second  mode  de  génération  des  cercles  de  Tiicker. 

Soient  A,B<^v  le  triangle  formé  par  les  tangentes  en  A,  B,  C 
à  la  circonférence,  et  a[^Y  ^^^  triangle  homothétique  à  A,B,Ct 
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par  rapport  à  K.  Les  équations  des  côtés  de  ces  triangles 
sout 

6ï  +  ?  =  °.       ?+;?  =  °'        â^  +  ¥-°' 

y    ,    z  z    ,    X  X    .    y 

a,  ixj,  [Xj  étant  des  constantes.  Si  l'on  retranche  l'une  de 
l'autre  deux  des  dernières  équations,  on  doit  trouver  les 
équations  des  syniédianes;  donc  [7,  =  jji^  =  [Xj.  On  voit  faci- 
lement que  l'axe  d'homologie  des  triangles  ABC,  afBy  a  pour 
équation 

c'est  une  parallèle  à  la  droite  de  Lemoine.  Les  équations 
des    côtés  de  aj^y  étant  mises  sous  la  forme 

H =  0,     H  —  ~  =:  o,     H =0, 

l'équation  d'une  cubique  passant  par  les  neuf  intersections 
des  côtés  de 'ABC  et  aSy  est 


Cette  courbe  se  décompose  en  une  droite  H  et  une  conique, 

si  l'on  prend  m  =  —-, —  ;   on  retrouve  ainsi   Técruation  (1). 

On  peut  observer  que  la  droite  H  est  l'axe  radical  du  cercle  (I) 
et  du  cercle  ABC. 


4.  Passons  aux  cas  particuliers  les  plus  remarquables. 

A.  On  obtient  le  premier  cercle  de  Lemoine  en  menant  par  K 

des  parallèles  à  BC,  G  A,  AB.  On  a  alors  X  z=z  .  ; 

^  a^  +  b^  +  c'' 

donc  ce  cercle  a  pour  équation 

^._r__     x  +  y-hz      ^^  6^  +  c^ 

B.  Le  deuxième  cercle  de  Lemoine  correspond  au  cas  où  les 
côtés  de  aSy  passent  par  K;  le  triangle  A'B'C  est  alors  svmé- 


>2 

X  =  o. 
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triqiKi   de  ABC  par  rapport  à  K.  Il    faut  maintenant   poser 
l—- ,  ce  nui  donne  pour  l'equatiou  du  cercle: 

H  ^ 2  ^^^ XI  ^ ^  =^  O. 

C.  Le  ce?'de  c/r?  Taylor  conduit  à  des  calculs  intéressants. 
Soient  A/„  B/„  C/,  les  pieds  des  hauteurs  de  ABC,  et  pour 
avoir  les  mêmes  notations  qu'au  1°,  soient  : 

i;3  et  I2  les  piojections  de  B/^  et  C/,  sur  BG  ; 
2i  et  23  —  —        G/t  et  A/i  —    GA;  j 

82  et  3i  —  —        A„  et  B^  —    AB. 

Gherchons  les  coordonnées  barjcentriques  de  ces  points. 
On  a  G13—  GB/,  cos  G  =  a  cos^  G,  Big^a  —  Gi3  =  asin2G; 
d'où  les  coordonnées  de  1 3  : 

p  T> 

xz=  O,     y  =z  —-^  =  cos^  G,     ;j  =  -^  =  sin^  G. 

On  peut  donc  former  le  tableau  suivaut: 

I3  (o,  cos2  G;  sin^  G),  23  (cos^  G,  o,  sin^  G); 

2i  (sin2  A,  o,  cos2  A),  3^  (sin^  A,  cos^  A,  o); 

3^  (cos^  B,  sin2  B,  o),  I2  (o,  sin^  B,  cos^  B); 

D'où  l'on  conclut  que  les  droites  I323,  2i3i  33X2  ont  pour  I 

z  =  sin»  G,  x=  sin^  A,  y  =:  sin^  B,  I 

et  forment  un  triangle  A'B'G'  liomothétique  à  ABG  par  rap- 
port à  K;   la  valeur  de  X   (1«)  est,  visiblement,  X  = -^  et 

celle  du  rapport  de  similitude   des    deux    triangles  A'B'G', 

ABG  est 

o^  4-  62  -f  c'^  ,  T,         n  I 
! — ^^-J z=  2  cos  A  cos  B  cos  G  —  i .                       M 

L'équation  du  cercle  de  Taylor  est  donc 

S  -^ -—  11  X  H  X  cotcr^  A  =:  o. 

b'^c^        ibR*  ^ 

Les  coordonnées  des  points  A',B',G'  sont  maintenant 

oos  (B  +  G)  cos  (B  — G),  sin^  B,        sin^  G; 

sin^  A,  cos  (G  +  A)  cos  (G  —  A),  sin^  G  ; 

sin2  A,  sin^  B,      cos  (A+ B)  cos  (A  —  B). 

Les  droites  2332,  3^13,  I221  ont  pour  équations 


^  4K^ 


jouiiNAi.  i)i;  aiatiii^:matiqiii:s  spkciai.es 


î.) 


—  X  +  //  coti^*'^  B  -j-  s  co(g-^  C  ^=  o,  c(,('. 
elles  joignent  les  milieux  de   deux  côtés  du  triangle  ortho- 
centrique  A/,B/,C/,  et  ont  i)Our  longueur  commune   le  demi- 
périmètre  de  ce  triangle. 


VARIÉTÉS 


ESSAI  SUR  LA  GEOMETRIE  DE  LA.  REGLE 

ET   DE    l'ÉQUERRE 
Par  M.  <*•  de  liougchamps* 

[Suite,  voir  p.  209.) 


CUBIQUES  DIVERSES 

Le  tracé  des  cubiques  unicursales  (*j  par  la  règle  et  l'équerre 
se  prête  naturellement  à  toutes  ces  cubiques,  et  celles  que 
nous  avons  examinées  jusqu'ici  ne  constituent  qu'une  faible 
partie  des  courbes  de  cette  famille.  Ne  pouvant  les  considérer 
toutes,  nous  nous  sommes  attaché  aux  plus  célèbres  et  aux 
plus  simples'  et  nous  nous  sommes  borné  à  indiquer  l'un 
des  procédés  généraux  qui  permettent  de  les  obtenir  toutes. 
Mais  en  quittant  le  tracé  des  cubiques 
nous  voulons  indiquer  encore  deux 
constructions  qui  conduisent  à  des 
cubiques  que  l'on  rencontre  assez  fré- 
quemment. 


117.  La  cubique  mixte.  —  Pre- 
nons un  angle  droit  yox  et  une  droite 
A  parallèle  à  Oy;  ayant  effectué  le 
tracé  (I,  2,3;  fig.  99)  et  posé 

OA  =z  h,  01  =  p,  lOx  =  co 


Fiu   'f'f- 


[*]  Vojez  sur  celte  question  un  mémoire  de  M.  P. -II.  Schoule  {An- 
nuaire de  l'Association  françai>'e\  p.  169,  Congrès  de  Grenoble,  1885  . 
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011  trouve,  pour  l'équation  du  lieu  décrit  par  I, 

h  =  p  siu^  w  cos  (o, 
ou,  en  coordonnées  cartésiennes, 

ifx  =  liix"-  +  y''). 
Cette  cubique  est  une  transformée  conchoïdale  de  la  para- 
bole dans  les  conditions  sui- 
vantes. 

Considérons  une  parabole 
P  représentée  par  l'équation 
y^  —  hx=o  ;  par  le  sommet  0 
menons  une  transversale  mo- 
bile qui  rencontre  la  droite 
fixe  A  {x  —  h  =:  o)  en  K;  et 
la  parabole  P,  en  M;  puis, 
prenons  MI  =  OK  et  cher- 
chons le  lieu  décrit  par  I. 
Nous  avons 

^^_        h  C0S03 

OM  =  — : >  OA  =  MI 


Fig.   tOO. 

h  cos  0) 


cos  0) 


h 


et,  par  suite 
h 


^  sin^  o)  cos  (o  sin^  w  cos  lo 
Le  lieu  décrit  par  le  point  I  est  donc  la  cubique  trouvée 
plus  haut,  elle  est  constituée  par  deux  branches  mixtes:  de 
forme  hyperbolique,  à  l'une  des  extrémités;  de  forme  para- 
bolique, à  l'autre;  elle  affecte  l'apparence  générale  indiquée 
par  la  figure  (*). 

En   considérant  deux  positions  infiniment  voisines  de  la 
transversale  OKMI  on  obtient  la  tangente  à  U  au  point  I  par 
l'application    évidente  du  principe    des  transversales  réci- 
proques. 
La  cubique    qui  vient  de  nous  occuper  peut  encore  être 


(*)  Les  courbes  P  et  U  sont  disposées,  l'une  par  rapport  à  l'autre  comme 
l'indique  la  figure,  mais  elles  ne  sont  pas  asymptotiques.  La  parabole 
asymptote  de  U  est  une  parabole  égale  à  P  lorsqu'on  a  transporté  celle- 
ci,  de  la  droite  vers  la  gauche,  parallèlement  à  elle-même,  à  la  distance /i. 
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engOlul^o(^,  point  par  })oiiit,  au  moyen  dcî  la  consLruclion 
(i,  2.  3,4)  in(li(j[uoo  par  la  (li»urc  ci-dcssous.  On  est  ainsi 
conduit  à  un  certain  point  J. 
En  observant  que  l'angle 
JOX  est  égal  h|BOC.  on  a 
//  =  X  tg  a, 


et 


OG^i/- 
h 


OB 


COS  a 


— Fia.  fOl. 

sin  a  cos  a  -^ 

Ces  deux  relations  donnent,  par  combinaison^ 
ifx  —  /i(a,2  +y^). 

Ainsi,  le  lieu  décrit  par  le  point  J  est  encore  la  courbe  U 
que  nous  venons  de  considérer.  Les  parallèles  à  ox  coupent 
cette  courbe  en  deux  points  I  et  J  qui  se  trouvent  déterminés 
simultanément:  l'un,  par  la  première  construction;  l'autre, 
par  la  seconde.  C'est  un  fait  que  nous  avons  rarement  ren- 
contré et  qui  semble  assez  curieux. 

118.  Remarque.  —  La  cubique  mixte  qui  vient  de  nous 
occuper  affecte  deux  formes 
très  différentes  suivant  que 
son  point  tlouble  est  :  isolé, 
comme  dans  le  cas  que  nous 
avons  examiné;  ou  situé  sur 
les  branches  réelles  de  la 
courbe,  comme  dans  celui  que 
nous  allons  signaler. 

Considérons  un  angle  droit 
fjox  et  soient  A,  A'  deux  paral- 
lèles à  Oij\  si  nous  etîectuons  l'^'ij-  102. 
la  constr  iction  (i.  2,  3;  fig.  i02)  nous  obtenons  un  point  I, 
dont  le  lieu  géométrique,  si  l'on  pose  OA  =  rf,  AB  =  cV  est 
une  courbe  représentée  par  l'équation 

ff  {d  —  x)  =  d'x\ 

Cette  courbe  est  constituée  encore  par  deux  branches 
mixtes,  mais,  dans  ce  cas,  elles  passent  par  le  point  double. 


248 


JOURNAL   DE    MATHEMATIQUES    SPECIALES 


119.  La  cubique  conchoïdale.  —  Parmi  les  cubiques 
unicursales   que   l'on  rencoutre   le  plus  fréquemment,  nous 

citerons  encore  celles  qui  sont  con- 
stituées par  une  branche  conchoï- 
dale et  un  point  double  isolé.  Voici 
un  exemple  très  simple  de  ces  sortes 
de  cubiques. 

Considérons  un  angle  droit  yox, 
une  droite  A  parallèle  à  0?/;  effec- 
tuons la  construction  (i,  2,  3,4,  5: 
fig.  i03),  le  lieu  du  point  I,  comme 
on  le  vérifiera  sans  peine,  est  une 
cubique  ayant  pour  équation 


y^=z(x—  hy 


X 


Fig.  103. 
qu'indique  la  figure. 


h  —  2X 

La     courbe     qui    correspond     à 
cette  équation  a  la  forme  générale 


■i^^- 


120.  La  conchoïdale   circulaire.  —  Mais,  parmi  les 
conchoïdales,  il  y  a  lieu  de  remarquer  celle  qui  est  circulaire 

et    qui    s'obtient    par     la 
Y  construction  suivante. 

Soit  GAB  un  triangle 
rectangle  isocèle;  on  pro- 
jette en  Q  et  en  P,  sur  ses 
côtés  AB,  AG  un  point  M 
mobile  sur  l'hypoténuse 
BG.  La  perpendiculaire 
abaissée  de  M  sur  PQ  va 
passer  (*)  par  un  po'nt 
fixe  0.  quatrième  sommet 
du  carré  construit  avec  le 
^^3-  ^O'u  triangle    proposé    GAB   et 

elle  rencontre  PQ  en  un  point  I  dont  le  lieu  géométrique  est 
une  cubique  circulaire  uuicursale  ayant  pour  équation,  dans 


Voyez  Nouvelles  Annales  [Sh3  y  p.  228. 
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in  -  .^')  (//;  +  .^•;)  +  !>■  (f  +  -^-^  -  -m  =  o,  (AI3  =  AC  =  h) 
courbe  rcpivscîiitoe.  dans  le  sysLbmc  YOX,  })ar  réqualioii 

X  (X'^  +  Y'^)  =  h  yJ-  (Y^  +  SX*-'). 
4 
L'asymptolc  réelle  s'obtient  eu  menant  par  0',  milieu  de  01), 

une  parallèle  à  BC  (*);  le  sommet  0"  est  au  milieu  de  AD;  les 
points  B  et  C  sont  deux  poinls  d'inflexion  réels  de  la  courbe. 
La  forme  de  celle-ci  se  trouve  ainsi  nettement  indiquée. 

Le  tracé  de  la  tangente  se  fait  assez  simplement  en 
observant  que  Ton  peut  considérer  le  lieu  du  point  I  comme 
étant  la  podaire  du  point  0  par  rapport  à  une  certaine  para- 
bole, enveloppe  des  droites  PQ  ;  parabole  qui  a  pour  sommet  0" 
et  pour  foyer  1);  ce  qui  la  détermine  complètement, 

121.  Le  Folium  parabolique  droit.  —  Cette  courbe  est 
une  cubique  unicursale  caractérisée  par  les  faits  suivants 

l*'  Elle  admet  une 
direction  asymptotique 
unique  ; 

2"  Elle  est  droite  ; 

S''  Les  tangentes  au 
nœud  sont  rectangu- 
laires. 

Considérons  un  angle 
droit  yox  et  une  droite 
A  parallèle  hoy\  posons 
OA  =  /?.  Si  nous  effec- 
tuons la  construction  ^■^-  '^^• 
(i,  2,  3,  4;  ^(/.  lOô)  nous  obtenons  un  point  1  dont  le  lieu  est 
une  courbe  correspondant  à  l'équation 

cc3  —  /i(.x-2  — î/2). 

[" }  La  courbe  qui  nous  occupe  ici  a  élc,  comme  la  plupart  des 
cubiques  simples,  distinguée  par  Newton  dans  son  énumérat ion  des  lignes 
du'  troisième  ordre  et  par  Euler  dans  sa  magistrale  introduction  à  l'analyse 
infinitésimale.  Elle  a  fait  l'objet  d'une  note  (A.  A.,  1843,  p.  316)  ;  le  lecteur 
qui  se  reportera  à  celte  note  voudra  bien  rectifier  la  construction  indi- 
quée pour  l'asymptote. 

L'err-eur  en  question  a  d'ailleurs  été  relevée  (A.  A.,  184  ;  p.  299) 
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Si  l'on  prend  OJ  r=  IM,  le  lieu  du  point  I  est  une  cubique 
que  nous  avons  examinée  plus  haut  {œ'''  —  hjf  =^  o)  et  nous 
savons  construire  la  tangente  à  cetle  courbe  au  point  J. 
L'application  du  principe  des  transversales  réciproques  per- 
met de  tracer  la  tangente  au  folium  parabolique,  au  point  T. 

122.  Le  Folium  parabolique  oblique.  —  Cette  cubique 
unicursale  admet,  comme  la  précédente,  une  direction  asymp- 

^,  totique  unique  et  un  nœud 
droit;  mais  elle  n'a  plus 
d'axe  de  symétrie. 

Exposant  OA  =  a,  OB 
=  b  et,  en  exprimant  les 
diverses  lignes  de  la  figure 
au  moyen  de  l'angle  w, 
on  trouve  sans  peine  l'é- 
quation polaire  du  lieu 
décrit  par  le  point  I 
a 


û 

• 

y 

x/ 

^ 

\      ^ 

./^^'^ 

^^ 

\ 

û' 

\    ^ 

/ 

/y 

> 

1 
/ 

^^2 

0/ 

V 

a 

y 

A 

X 

COSto 


tgo) 


a  tg  co  —  h 


cos  to 


¥\<j.   lOCi 

L'équation  cartésienne  est  donc 

x^  =  a[x'''  —  î/2)  -f-  hxy^ 
et  celle-ci  pi'ouve  que  la  cubique  correspondante  est  un  folium 
parabolique  oblique,  courbe  que  nous  avons  définie  tout  à 
l'heure. 

CHAPITRE  XII 


LES  QUAPvTIQUES  UMCURSALES 

Toutes  les  courbes  unicursales  sont  évidemment  suscep- 
tibles d'être  tracées,  point  par  point,  au  moyen  de  la  règle 
et  de  l'équerre  parce  que,  à  un  élément  mobile,  donné  et 
convenablement  choisi-,  ne  correspond  qu'un  seul  point  do 
la  courbe.  Nous  avons  déjà  fait  cette  remarque  au  chapitre 
précédent,  mais  nous  y  insistons  encore  à  cause  de  son  im- 
portance et  nous  allons  montrer  de  nouveau,  sur  àas  exemples 
divers,  l'application  de  cette  idée  générale. 

Nous  considérerons  uniquement  quelques  quartiques  uni- 
cursales. 


Fig.  107. 
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123.  Le  Folium  double.  —  Lo  Folimu  (loiil)le  est  une 
quar(i([ue  caraclcrisce  par  les  propriétés  suivantes  : 

l''  Elle  admet  les  directions  isotropes  comme  directions 
asymptotiques  doubles; 

2"  Elle  possède  un  point  triple  présentant  la  particularité 
d'un  rebroussement  pour  deux  des  bras  qui  passent  par  ce 
point. 

Il  résulte  de  cette  définition 
qu'en  prenant  rorigine  au  point 
triple,  la  tangente  de  rebrousse- 
ment pour  axe  des  y  et  des  axes 
rectangulaires,  l'équation  du 
folium  double  est 

(.r2  +  i/Y  —  oc'-iax  +  />.//). 

Voici  comment  on  peut  con- 
struire cette  courbe  point  par 
point  avec  la  règle  et  l'équerre. 

Imaginons  un  angle  droit  AOB  et  soit  (i,  ?,,  3,  4;  fig.  107) 
une  construction  condui- 
sant au  point  l  en  posant 

OA  :=  «,         OB  =  b, 

AI  —  p,       MAO  =  0), 
nous  avons,  par   applica- 
tion du  théorème  des  pro- 
jections, 

AM  =z  a  cos  w  -|-  6  sin  0) 
et  comme 

p   :=  AH  cos  0) 

nous  pouvons  écrire 

p  z=z  a  cos^  csi  -\-  b  sin  co  cos^  oj. 

C'est  l'équation  polaire  du  lieu 
décrit  par  le  point  I;  l'équation  car- 
tésienne est  donc 

(.r'  -f-  If  y  =  x^[ax  -[7  b]i). 

On  peut  distinguer  deux  espèces 
de  foliums  doubles  :  le  folium  droit,  ^'«'ô'-  ^^^• 

et  le  folium  oblique;  suivant  que  la  tangente  de  rebrous- 
sement est  ou  n'est  pas  un  axe  de  symétrie. 


=  A]\t  cos2 


Fij.  tOS. 


1-^ 

^<'7 

^.1 

/  ^^^\^ 

<;^ 

^         "-v^ 

^       ^^^ 

0 

0                      0' 
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Le  folium  double  droit,  qui  correspond  au  cas  particulier  oli 
l'on  suppose  a  =:  b,  est  uno  courbe  bien  remarquable  (*); 
les  constructions  (i,  2,  3,  4)  des  figures  108  et  109  condui- 
sent encore  au  tracé  du  folium  droit;  point  par  point. 

Dans  cette  dernière  figure,  on  suppose  00' =:=  O'O". 

124.  Le  limaçon  de  Pascal.  —  On  sait  que  cette  courbe 
se  construit  très  rapidement,  point  par  point,  conformément 
à  sa  définition,  si  l'on  s'accorde  l'usage  du  compas  à  pointes 
sèches,    puisqu'il    suffît    de    porter    sur   un    rayon    vecteur 

mobile,  à  partir  d'un 
point  qu'on  déter- 
mine, une  longueur 
constante. 

Mais  on  peut  aussi, 
par  le  seul  usage  de 
la  règle  et  de  l'équerre , 
construire  ces  cour- 
bes; le  tracé  (1.2. 3.4. 


.'T  i 


0" 


O'  O  " 

Fig.  110. 

t);fîg.  VIO)  donne  un  point  I  qui  est  un  point  d'un  limaçon, 
considéré  comme  étant  la  podaire  du  point  0  par  rapport  à 
un  cercle  qui  serait  décrit  du  point  0",  milieu  de  O'O",  comme 
centre,  avec  0"0'  pour  rayon. 

Pour  le  tracé  de  la  tangente  (' *)  au  limaçon,  menons  0"J 
parallèle  à  MI,  et  prenons  J' isotomique  de  J  sur  01;  la  tan- 
gente au  lieu  décrit  par  I  sera  partagée  (;n  deux  parties  égales 
par  les  tangentes  0,  0'  aux  lieux  décrits  par  les  points  J  et  J' 
et  cela  par  application  du  principe  des  transversales  réci- 
proques. Les  points  J  et  y  décrivent  des  circonférences  ;  les 
centres  sont:  le  milieu  du  segment  00''  pour  l'une  ;  et  0, 
pour  l'autre;  or,  nous  savons,  avec  la  règle  el  l'équerre, 
tracer  les  tangentes  6,  6';  nous  saurons,  par  suite,  construire 
celle  du  limaçon  au  point  I. 


(*)  Nous  nous  proposons  de  publier  prochainement  une  étude  du  folium  dou- 
ble ;  nous  donnerons  alors  diverses  consiructions  de  la  tangente  à  cette  eourjjo. 

(**)  Maguus  a  donné  (yo^/rna/ cZo' C''e//e,  t.  IX,  1832,  p.  135)  une  construc- 
tion de  la  tangente  à  la  cardioïde  ;  mais,  cette  cDn:Slruction  exige  rem- 
ploi du  compas,  et  elle  ne  s'applique  qu'à  ce  limaçon  particulier. 
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125.  La  Lemniscate  (').  —  Prouons  sur  doux  axes  lec- 
iani^ulairc^s  douiiés  ox,  oi/,  deux  points  fixes  A  et  B,  puis 
cilectuons  la  coustruction  (i,  2,  3,  4);  le  lieu  du  point  I  est 
une  lomuiscaie. 

Eu  effet,  on  a  \r 

p  =  OB'  cos  oj, 
0  =  OA'  sin  w  : 
et 
OA'.OB'i^O  A.OB. 

En  posant 
OA  =  G,     OB  =  b 
on  obtient  ainsi  l'é- 
quation 
(^2  +  ?/2)2  ^  (jI^x^^  Fig.  m. 

qui  représente  le  lieu  décrit  par  I  ;  la  courbe  qui  correspond 
à  cette  équation  passe  doublement  par  les  ombilics  du  plan  ; 
de  plus,  le  point  0  est  un  centre  de  la  courbe  et  un  nœud  droit; 
le  lieu  considéré  est  donc  une  lemniscate  {CM.  S.,  t.  II,  p.  539).^ 

On  voit,  en  un  mot,  que  nous  venons  de  considérer  la 
lemniscate  comme  la  podairc  du  centre  de  l'hyperbole  équi- 
latère  et,  de  cette  génération  remarquable,  on  déduit  très 
simplement,  comme  nous  allons  le  montrer,  la  normale,  et 
par  suite,  la  tangente  à  la  lemniscate. 

D'une  façon  générale,  on  sait  (C.  M.  S.,  t.  II,  p.  33)  que 
si  l'on  considère  une  courbe  quelconque  U  et,  par  rapport 
à  cette  courbe,  la  podaire  d'un  point  0,  la  normale  au  lieu 
décrit  par  le  point  I  passe  par  le  milieu  de  MO,  M  étant  le 
point  de  contact  de  la  tangente  considérée  MI. 

Cette  remarque  étant  faite,  reportons-nous  à  la  ligure  111  ; 
A'B'  enveloppe  une  hyperbole  ayant  pour  asymptotes  Ox  et 

[*)  Ou  :saiL  que  lalenmiscaLe  représente  un  cas  particulier  des  ovales 
de  Cassini;  voici,  sur  celte  courbe  célèbre  quelques  détails  bibliogra- 
phiques que  nous  empruntons  à  l'une  de  ces  notes  si  intéressantes  que 
le  savant  Terquem  a  jetées  çà  et  là  dans  les  Nouvelles  Annales. 

(c  Le  nom  de  celte  courbe  dérive  du  mot  grec  Xeio-vioxoç  qui  signifie 
une  bandelette  nouée  en  huit.  Fagnano,  (vers  1750]  a  découvert  les 
principales  propriétés  de  cette  ligne  qui  est  d'une  si  grande  utilité  dans 
la  théorie  des  fonctions  elhptiques.  Les  démonstrations  du  géomètre 
italien  sont  géométriques  ;  la  théorie  analytique  est  due  à  Euler  {Mémoires 
de  Saint-Pétersbourg j   t.  Y,  p.  351],  » 


"f     Tcycf  L,.^        Cour^  Je   Al:^/{     '^A^'c/à/eS 


/_  p 


2oi 


JOURNAL   DE    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 


0//;  1(!  point  do  contact  do  A'B'  avec  cotte  hyperbole,  c'est 
le  milieu  M  de  A'B',  déterminée  omnie  l'indione  la  ficrure. 
En  achevant  le  rectangle  qui  correspond  au  triangle  OKvI  on 
obtient  un  certain  point  C;  IG  est  la  normale  à  la  lemniscate. 

126.  Le  Trifolium  droit.  —  Cette  courbe  est  caracté- 
risée par  les  propriétés  suivantes: 

1"  Elle  n'a  pas  d'autre  direction  asymptot.iqne  que  les  direc- 
tions isotropes; 

2<*  Elle  admet  un  axe  de  symétrie  A  et  un  i)oint  triple  0 
dont,  les  tangentes  sont  :  la  perpendiculaire  A'  à  l'axe  A  pour 
Tune  des  branches  et  les  bissectrices  des  droites  A,  A'  pour 
les  deux  autres. 

D'âpres  cela,  l'équation  du  trifolium  droit  est 

{x^  +  1/2)2  —  Acc  (.r^  —  y^). 
On  a  pris  pour  axes  les 
droites  A,  A'  que  nous 
venons  de  définir  et,  dans 
cette  équation,  A  désigne 
une  constante. 

Soit    00'    un     seo'ment 
donné,  efTectuons  la  con- 
struction    (i,     2,     3,     4; 
fig.  142),  construction  dans 
;'  laquelle  M'   est  le    symé- 

F'kj.  112.       v.i  trique  de  M  par  rapport  à 

00',  et  cherchons  le  lieu  du  point  I. 
En  posant 

00'  =  (/,       01   =   p.        MOO'  :=:  co, 


*v 


\ 


-'T, 


\ 

M  ^- 

^  ^^^"'^"^ 

'^\ 

\ 

►M- 

on  a 


ou 


0  =  (/  cos  0)  —  là  sin^  w  cos  oj, 


Le  lieu  du  point  I  est  donc  un  trifolium  droit,  courbe 
définie  comme  il  vient  d'être  dit.  Pour  sa  forme  et  pour  le 
tracé  de  la  tangente  en  un  point  pris  sur  elle,  nous  renver- 
rons à  notre  Traite  de  Géométrie  analijtique  (p.  ol2).* 

(A  sukre.) 
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CORRESPUNDANi^K 


Nous  avons  rcçyi  de  M.  d'Ocagm-:  la  lot(r(3  siiivanlo  : 

«  Vous  lue  citez  très  aimablement  à  la  pai^'C  200  du  dernier 
numéro  du  Journal  de  Mathématiques  spéciales;  mais  je  vous 
demanderai  la  permission  de  vous  faire  remarquer  que  l'ar- 
ticle que  vous  mentionnez  {Nouvelles  Annales,  1880,  p.  88)  est 
la  suite  de  mon  Mémoire  sur  l'enveloppe  de  certaines  droites 
variables  dont  la  première  partie  a  paru  dans  les  Nouvelles 
Annales  en  1883  (page  252).  Je  vous  prie  de  vouloir  faire 
cette  reclification  afin  d'établir  l'ancienneté  de  mes  recherches^ 
de  beaucoup  antérieures  d'ailleurs  à  la  publication  de  la 
première  partie  du  Mémoire. 

)  Le  problème  que  vous  traitez  (pages  200  et  201)  se  trouve 
à  la  fin  de  mon  article  intitulé  :  Nouvelles  remarques  sur  la 
droite  de  Sinison  {Journal  de  Mathématiques  élémentaires,  1885, 
p.  8  et  27)  ou  je  démontre  (en  me  référant  à  vos  notations 
de  la  page  201)  que  le  point  [j.  divise  PQ  comme  le  point  M 
divise  le  segment  de  la  tangente  correspondante  à  la  courbe  \J , 
compris  entre  Ox  et  Oy.  (Voir  le  post-scriptum.) 

»  Enfin,  je  vous  signalerai  que  le  théorème  du  centre 
instantané  de  rota  lion  donne  une  construction  élégante,  de 
la  normale  à  la 
trisectricede  Mac- 
laurin. 

);  MH  perpen- 
diculaire à  O'xM, 
0"H  perpendi- 
cuailrc  à  0"M 
donnant  H  cen- 
tre instantané  de 
rotation  de  l'an- 
gle  droit  0"MI. 

»  Donc,  HE  perpendiculaire  a  MI  est  normale  à  l'enveloppe 
de  cette  droite. 
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»   OK  perjDendiculaire  à  01  donne  avec  HE  : 
»  K  centre  instantané  de  rotation  de  l'angle  droit  ElO. 
»  Donc  Kl  normale  au  lieu  du  sommet  I,  c'est-à-dire  à  la 
trisectrice... 

y  ]\-S.  —  Le  llieorënic  ({no  j'ai  rappelé  plus  haut,  joint  à 

celui  que  j'ai 
proposé  dans  les 
Nouvelles  A  nnales 
(question  1557, 
1885,  p.  536), 
montre  que  la 
construction  du 
point  [j.  (page  201 
de  votre  article) 
est  la  suivante  : 
»    Les    droites 

PS  et  QT  se  coupant  en  m.  le  point  [j.  est  à  la  rencontre  de  PQ 

et  de  Om. 

;■)  Cette  construction  est  plus  simple  que  celle    que   vous 

donnez,  dans  laquelle  interviennent  deux  perpendiculaires  à 

tracer.  » 

jSfoTA.  —  En  remerciant  M.  d'Ocagne  des  remarques 
diverses  qu'on  vient  de  lire  et  qui  ajoutent  à  l'intérêt  que 
peuvent  avoir  les  articles  cités,  je  lui  ferai  observer  que 
l'ancienneté  relative  de  ses  recherches  n'élait  nullement  dis- 
cutable, puisque,  dans  la  crainte  d'un  malentendu,  j'avais  pris 
soin,  la  chose  étant  à  ma  connaissance,  de  dire  que  sa  note, 
publiée  seulement  en  1880,  était  écrite  depuis j^lusiair s  années. 
Le  lecteur,  en  se  reportant  à  la  source  citée,  aurait  vu  d'ailleurs 
que  la  nouvelle  note  faisait  suite  à  celle  qui  avait  paru  en 
1883;  je  ne  croyais  pas  une  ambiguïté  quelconque  possible 
sur  ce  point,  mais  je  publie  bien  volontiers  la  réclamation 
précédente;  la  propriété  scientifique  ne  saurait  être  trop  scru- 
puleusement respectée. 

G.  L. 
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QUESTIONS   D'EXAMENS 


11.  —  Lieu  des  sommets  des  coniques  F  qui  passent  par  quatre 
points  donnés.  De  quel  degré  sera  le  lieu. 

Le  réseau  des  coniques  F  renferme  un  paramètre  variable 
^,  mais  au  premier  degré  seulement;  il  est  représenté  par 
l'équation 

/•==U-fXV  =  o,  (1) 

U  et  V  désignant  des  fonctions  du  second  degré  en  x  et  î/, 
indépendantes  de  X. 

On  sait  que  le  faisceau  quadratique  des  axes  est  donné  par 
l'égalité 
/7(A.'  cos  e  -  B")  +  /•;/';(A  -  A')  +  f;/(W  -  a  cos  6)  =  o. 

Cette  équation  est  du  troisième  degré  par  rapport  aux  coef- 
ficients de  (1);  elle  renferme  donc  X  au  troisième  degré,  du 
moins  en  général.  On  peut  donc  l'écrire  sous  la  forme 

MX3  +  NX2  +  P    +Q=:o,  (2) 

M,  N,  P,  Q  désignant  des  fonctions  du  second  degré  en  x  et  y. 

L'élimination  de  X  entre  (1)  et  (2)  prouve  que  le  lieu 
cherché  est,  en  général,  du  huitième  degré. 

Il  va  sans  dire  que  l'ordre  du  lieu  en  question  ])eut  s'abais- 
ser dans  certains  cas;  lorsqu'on  fait  abstraction  des  lieux 
impropres  ou  singuliers  qut  sont  inhérents  à  la  question  par- 
ticulière que  l'on  traite. 

Pour  exprimer  qu'un  point  M  est  le  sommet  d'une  conique 
/,  on  écrit  que  la  normale  en  M  passe  par  le  centre  de  /';  et 
l'on  cherche  le  lieu  des  points  communs  à  cette  droite  et  à  la 
conique.  C'est  ainsi  qu'en  cherchant  le  lieu  des  sommets  des 
coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère  inscrit  à  un  cercle  y 
on  trouve  ce  cercle  comme  lieu  singulier. 

Un  autre  exemple  bien  connu,  lui  aussi,  est  celui  ou  l'on 
propose  de  trouver  le  lieu  des  sommets  des  coniques  circon- 
scrites à  un  losange. 

La   conique   singulière  formée   par   les   diagonales  de  ce 
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losange  fait  doublement  partie  du  lieu  et  l'on  trouve  que  le 
lieu  propre  est  la  quartique  cp  qui  correspond  à  l'équation 
(x^  +  y^'Xb^x^  —  ahf)  —  «252(^.2  _  ^2)  _  o. 
Cette  courbe  cp   est  constituée  par   un   double    folium   en 
forme  de  Icmniscate  et  par  deux  branches  hyperboliques  dont 
la  sinuosité  diffère  suivant  que  l'on  suppose  : 

,  .      a  ,        O' 

0  >  -—:=  >      on     0  <'  ——  ' 

On  peut  aussi  séparer,  sur  cp,  les  pointa  qui  proviennent 
des  ellipses  ou  des  hyperboles  du  réseau  considéré,  en  abais- 
sant du  centre  du  losange  des  perpendiculaires  sur  ses  côtés. 

Pour  citer  un  cas  d'abaissement  encore  plus  remarquable, 
on  peut,  à  ce  propos,  rappeler  que  le  lieu  des  sommets  des 
coniques  qui  touchent  deux  droites  rectangulaires  ox,  oy  en  deux 
points  A,  B  (OA  =  OB  =  a)  est  une  parabole. 

L'équation  de  cette  parabole  est  (//  —  x)^  —  a{x  -{-  y)  =  o, 
et  les  facteurs  singuliers  sont,  dans  cet  exemple  :  1°  le 
cercle  inscrit  à  l'angle  yox  aux  points  A  et  B;  2°  la  droite  AB 
considérée  comme  droite  double;  3°  les  axes  ox,  oy. 

Remarque.  —  La  théorie  des  caractéristiques  permet  d'aper- 
cevoir immédiatement  le  résultat  précédent. 

En  effet,  les  caractéristiques  des  coniques  passant  par 
quatre  points  sont  : 

a  —  I ,  V  =  2  ; 

Or,  on  sait  (*)  que  dans  un  système  (|j.,v)  le  lieu  des  sommets 
des  coniques  du  réseau  est  une  courbe  de  l'ordre 

2[Jv  -)-  3v. 

Dans  le  cas  présent,  on  a 

2a  -|-  3v  =  2  -(-6  =  8. 

12.  —  On  considère  la  courbe  U  qui,  en  coordonnées  polaires, 
correspond  à  réquation 

(*)  Comptes  rendus  des  séances   de   l'Académie   des  sciences,  tome  LVIII; 
séances  du  1"  et  du  15  février  1864. 
La  note  citée  porte,  par  erreur, 

2(2U.    -\-    V), 

Cette  inexactitude  a  d'ailleurs  été  relevée  par  Chasles  lui-même  (séances 
des  27  juin,  4  et  18  juillet  1864). 
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-  =  (o)  -  7.j((..  -  fO; 

0 
\ 

démontrer  :  1*^  (/uune  droite  A,  issue  de  l'origine,  rencontre  cette 
courbe  en  des  points  Ai,  Aj,  ...  en  nombre  injini,  2^  que  les  tan- 
gentes à  U,  en  ces  points,  enveloppent  une  même  conique. 

Soit  ^.o^  uuc  valeur  particulière  de  03;  eu  posant 

LOi  =  2kr.  -\-  loi  (k  entier) 

on  obtient  pour  p  des  valeurs  réelles,  quel  que  soit  /i,  et  diffé- 
rentes. Ainsi,  sur  A,  il  y  a  une  infinité  de  points  réels. 

Prenons  l'un  quelconque  de  ces  i)oints  A^;  la  tangente  A 
correspondante  est  représentée  par  l'équation 

-=  — cos(o3  —  Wt)+(-")   sin  (o)  —  coj, 
p        p*  \pi/ 

égalité  qui  peut  s'écrire 

-  =  (2/î7r  +  Wi  —  'J.)[2k-K  -\-  ^^il  —  fi)  COS  (w  —  w^ 
P 

-j-  {^kiz  -f~  2(i)i  —  a      -  p)  sin  (oj  —  toi). 

En  posant 

2/i7r  -j-  to^  :=  A, 
cette  équation  devient 

I  =  (A  —  (x)(X  —  |3)(j3  COS  (i)i  +  î/  sin  lo^) 
-\-  (2X  —  a  —  p)(î/  COS  co^  —  X  sin  ojj. 
Supposons  que  X  varie;  cette  équation,  étant  du  second 
degré  en  X,  prouve  que,  par  un  point  du  plan,  passent  deux 
des  droites  qui  lui  correspondent;  en  d'autres  termes,  l'eu- 
veloppe  des  droites  (1)  est  une  conique  et,  de  cette  remarque, 
on  déduit  l'intéressante  propriété  en  question. 


QUESTION  :^(i 

Solution  par  M.  X.  Barthe,  au  Lycée  de  Montaubaa. 


Soit  f(x,  y,  z)  1=  o  l'équation  d'un  paraboloide ;  trouver  V équa- 
tion donnant  les  paramètres  des  paraboles  principales. 

Cette  question  est  bien  connue,  nous  rappellerons  rapide- 
ment comment  on  la  résout. 
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Prenons  l'équation  du  paraboloïde  elliptique  sous  la  forme 
réduite 

^-\ 2X'=:o;  (i) 

V       q 
les  paramètres  des  paraboles  principales   sont  alors  égaux 

à  p  et  q. 

D'après  les  notations  adoptées  (C.  M.  S.,  t.  III)  la  quantité 

—  est  un  invariant;  mais  pour  la  forme  (1)  puisque  les  axes 

sont  rectangulaires  Ao  =  i  et  le  hessien  est  éeal  à  — 
^  ^         pq 

On  a  donc 

±  —  E. 

pq~  K' 
et  aussi 

I       _i  _  A  +  A^  -f  A"  ^ 

v^  q~        ^0       ' 

par  suite,  --  et  -   sont  les  racines  de  l'équation 
P       q 

AoX^  —  (A  +  A'  +  A")X  +  II  =  o. 

En  considérant  le  paraboloïde   hyperbolique,  on    obtien- 
drait la  même  équation,  seulement  les  racines  seraient  alors 

iet-I. 

P         q 


QUESTION  33 

^olutiou  par  M.  X.  Barthe,  au  Lycée  de  Montaub  .n. 


Lieu  des  points  d'où  l'on  peut   mener  à  une  conique  quatre 
normales  formant  un  faisceau  harmonique. 

Prenons  le  cas  de  l'ellipse  et  soient  x,  y  les  coordonnées 

d'un  point  du  lieu  ;  les  coefficients  angulaires  des  normales 

menées  par  ce  point  sont  les  racines  de  l'équation 

r'hn 
ij  ^^  mx  -jz  —  —  •> 

s/ a'  +  b'^m- 
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qu'on  peut  écriro 

mV/-.r*  —  2h'^m^.n/  -\-  m'^(n^x'^-{-h'^y'^ — c')  —  'ima'^xy  -f-  a'^if  ^=  o. 
Soieiil  ///j,  ///.^,  //ig,  ?/i^  les  quatre  raciues  do  cette  équation; 
les  relations  entre  les  coelïicients  et  les  raciues  donnent 

2h'^xn 


Z 


m, 


'«.»^     = yr;^. ' 

Z2a'xy  (1) 


mim^m^m^  = 


b'^x'- 
aHf 


b^x""  ' 
auxquelles  il  faut  adjoindre  : 

2{mim^  -[-  mg??!^)  =  (iWi  +  m,,)(m3  +  m,).  (2) 

Pour  obtenir  le  lieu  demandé,  il  suffit  d'éliminer  m^,  m^y 
wig  et  m^  entre  les  relations  (1)  et  (2;. 

Or  ce  problème  a  été  résolu  précédemment  (voir  Journal, 
année  1884,  p.  282);  dans  le  cas  présent  et  en  utilisant  les 
notations  de  l'article  cité,  nous  avons 

A  =  b^x\ 
b'^xy 


u  —  » 

2 

,.       a^x^  +  b^y^  - 

-c* 

^                      6 

/ 

I)  _  "'"^V 

E  =  «2j^^ 
Transportant   ces  valeurs  dans    a  condition  trouvée   (loc. 
cit.)  on  obtient,  toutes  réductions  faites, 

S^a'b'xY  +  (tt'Js'^  +  6'/y'  —  c'y  =  o. 
C'est   une    courbe    du   sixième   degré    possédant    quatre 
points   de    rebroussement   situés   sur  les    axes,  aux   points 
mêmes  de  rebroussement  de  la  développée  de  l'ellipse. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


209.  —  Soit  un  triangle  ABC; 
M,  N,  P  désignent  les  milieux  des  côtés  BC,  GA,  AB. 
J.  K,  L,   . . .   les  pieds  des  bissectrices  issue.;  des   sommets 

ABC. 
HaHft  H.  . . .  les  pieds  des  hauteurs  issues  de  A,  B,  C. 
A'  B'  C  ...  les  points  de  contact  du  cercle  inscrit  avec  BC, 

CA,  AB. 
A"  B"  C"  ...  les  isotomiques  de  A',  B',  G'. 

On  propose  de  démontrer  les  propriétés  suivantes  : 

1"  Les  quatre  droites  H,,Hc,  B'C\  KL  B"C"  se  rencontrent  en 
un  même  point  G„. 

Soient  ôj,  et  Oc  les  points  analogues. 
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±'  Les  côtes  du  trlamjle  OJ)hOr  passent  par  les  sommets  A,  B,  C 
du  triangle  co7isidéré. 

3«  Les  quatre  droites  kOa-  AO^  0^ ,  AB,  AG  forment  un  faisceau 
harmonique . 

4°  Les  triangles  ABC,  0,,  0,,  Oc  sont  homologiques. 

(Paul  Bourgarel,  à  Antibes.) 

N.-B.  —  Si  l'on  traite  cette  question  par  les  coordonne'es  barycen- 
triques  qui  nous  paraissent  les  coordonnées  naturelles  de  cet  intéressant 
exercice,  on  pourra  vérifier  que  les  droites  :  B'C,  B'C  (transversale 
réciproque  de  B'G),  KL,  lit, Ile  sont  représentées  respectivement  par 

a  [p—a]  —  p  (P-.6)  —  Y  [p—c\  =  o, 
a  /3  y 


^  o, 


p—a        p—b        p—c 

(1)  <!        ^  _  ^  _  Z      =^  o 

abc  ' 

a  iS  y 

-  cos  A  —  7  cos  B cos  G  =  o. 

abc 

On  trouve  alors  que  ces  droites  concourent  en  un  point  Oa ,  dont  les 
coordonnées  sont  proportionnelles  à 

a  (cos  B  —  cos  G),      b  (cos  A  —  cos  G),      c  (cos  B  —  cos  A) 
ou,  si  l'on  préfère,  à 

a  [c—b]  ip-a),    b  [c—a)  [p—b],    c  [a—b)  [p—c). 

Les  trois  points  Oa,  Qb  ,  ^c  signalés  dans  cet  exercice  sont  alors  a/^é6W- 
quemenl  adjoints  kun  certain  point  Q  dont  les  coordonnées  sont  proportion- 
nelles à  a  [c—b)  [p—a],    b  {a—c)  [p—b],    c  [b—a]  ip-c). 

Les  propriétés  signalées  par  M.  Bourgarel,  ne  sont  plus,  quand  on  a 
fait  cette  remarque,  qu'une  conséquence  immédiate  des  théorèmes  géné- 
raux que  M.  Lemoiue  a  établis  [Journal,  1885,    p.  193). 

Le  point  9,  qui  apparaît  ici,  est  un  point  remarquable  du  triangle;  il 
est  situé  au  point  de  concours  des  quatre  droites  représentées,  respec- 
tivement par  les  équations  (1),  quand  on  a  changé,  dans  celles-ci  1;^ 
signes  de  jS  et  de  y. 

En  considérant,  en  particulier,  les  équations 

a  [p-a)  -^3(p  ~b)+  y(p-c)=o,  -JL_  ^  _J±_  _^   —  =  o, 

p—a        p—b        p—c 

on  peut  dire  que  0  est  à  l'intersection  de  la  droite  A,  harmoniquement 

associée  au  point  de  Gergonne,  avec  la  transversale  réciproque  de  i. 

G.L. 

210.  —  On  considère  un  cercle  de  rayon  variable  et  de 
centre  fixe  0,  et  une  droite  fixe  xOy  qui  coupe  le  cercle  en 
deux  points  A  et  B.  On  porte  de  A  vers  0,  sur  xy,  une 
longueur  constante  AB  =  /.  Par  le  point  C,  on  mène  une 
droite  inclinée  à  45^  sur  OA  ;  elle  coupe  le  cercle  en  P,  Q. 
Lieu  de  ces  deux  points.  (Troille.) 
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211.  —  On  considère  un  angle  droit  yox  et  par  un  point 
C,  donné  sur  oy,  on  mène  une  droite  A  parallèle  à  ox. 

Autour  de  0,  on  fait  tourner  un  angle  droit  dont  les  côtés 
rencontrent  A  aux  points  M  et  M'  et  l'on  imagine  les  deux 
paraboles  U  et  V  qui  ont  pour  sommets,  respectivement, 
les  points  M,  M'  ;  dont  les  axes  sont  MO  et  M'O  ;  et  qui 
passent  par  C. 

Cela  posé  : 

l*'  Trouver  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  axes  de  U 
avec  les  paraboles  V,  ou  des  axes  de  V  avec  les  paraboles  U. 

Ce  lieu  est  un  cercle. 

2"  Démontrer  que  le  lieu  des  points  P,  Q,  R  communs  aux 
paraboles  U  et  Y  est  un  cercle. 

3**  Chercher  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  directrices 
des  paraboles  U  et  V. 

Ce  lieu  est  une  droite  parallèle  à  ox. 

4"  Démontrer  que  les  cinq  points  C,P,Q,R,0  appartiennent 
à  une  certaine  hyperbole  équilatère  H  ayant  pour  centre 
le  milieu  de  OC. 

5^  Trouver  les  lieux  décrits  par  le  centre  de  gravité  et  par 
l'orthocentre  de  PQR. 

6*^  Les  asymptotes  de  H  rencontrent  les  axes  des  paraboles 
U  et  V  en  des  points  dont  le  lieu  géométrique  est  un  système 
de  deux  cercles.  {G.  L.) 

Erratum.  —  La  question  qui  a  été  proposée  (p.  216)  porte  par  erreur 
le  w  204,  c'est  205  qu'il  faut  lire. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IMPRlyEBIE   CENTUALK    DES   CHEMINS    DK    KER     —   IMPUI.MEKIE   CHAlX, 
RIE  BERGÈRE,    20,   PARIS.   —    21810-6. 
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GEÔiMKTRlE  DU  TIUANGLK 

THANSKOKMATION  DE  COORDONNÉES 

Par  M.  .1.  ^^leubcrg-,  professeur  à  riiuiversilé  de  Lie  :c. 


Couuaissaiil  les  cuordouuécs  Larycciitriqucs  -/.  [i,  •;  d'un 
point  M.  j)ai"  rapport  au  triant>le  lonclaniental  AB(;,  on  peuts(; 
proposer  de  chercher  les  coordonnées  barycentriques  a',  fi',  y' 
de  ce  point  par  rapport  à  un  triangle  remarquable  A'B'C,  asso- 
cié à  ABC;  les  nouvelles  coordonnées  serviront  souvent  à 
établir  l'identité  du  point  M  avec  un  point  remarquable  du 
triangle  A'B'C 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  faut  :  i"  exprimer  les  côtés 
((.  b,  c,  et  les  angles  A.  B,  C  du  triangle  primitif  en  fonction 
des  côtés  a,  b',  c  et  des  angles  A',  B',  G'  du  nouveau  trian- 
gle de  référence;  2^  ex})rimer  les  nouvelles  coordonnées 
a'',  f}',  y'  en  fonction    des  anciennes.   Les  dernières  formules 

sont  : 

■/  =  m  (M.v.  +  N,.^  +  P.t). 

Y  =  p  m,y.  +  N^fi  +  V,-!). 
oii 

M,a  +  N,6  +  P,y  =  0,... 
sont  les  équations  des  droites  B'C.  C'A'  A'B'  ;  m,  a,  p  sont 
des  constantes  que  l'on  peut  déterminer  en  adaptant  les  for- 
mul(*s  à  un  point  dont  on  connaît  les  coordonnées  par  rapport 
à  ABC  et  A'B'C.  Il  est  évident  qu'on  peut  débarrasser  les 
constantes  d'un  facteur  commun  qui  est  fonction  symétrique 
de  a',  6',  c  ou  a,  6,  c;  car  il  ne  s'agit  ici  que  des  rapports 
entre  les  coordonnées. 

1.  —  A'B'C  est  le  Irianyle  complémentaire  de  ABC.  On  a 
a  :  b  :  c  :  =  a'  :  b'  :  c', 

r  (jf  r 

—  '^-  +  ?  +  y      ^  —  f  +  Y      ^-  +  ?  —  7  * 

Application  au  point  de  Lemoine.  On  trouve 
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r<' 


Y 


a'^  4-  b"'  +  c'2  ~  a''  —  6'2  -f-  c""  ~  a'  -\-  b''  -  c'^ 
7/  :  f^'  :  y'  ==  cof  A'  :  cot  B'  :  eut  C. 
Le  point  K  est   donc,  par  rapport  à  A'B'C,    le  récip roque  de 
l'orlhocentre  de  A'B'C  ou  le  réciproque  du  centre  du  ce?xle  circon- 
scrit à  ABC. 

2.  —  iV'B'C  e^t  le  triangle  anti-complémentaire  de  ABC.  Ou  a 
a  :  b  :  c  =^  a'  :  b'  :  e , 


f^  +  Y        Y  +  '^■ 


-f- 


3,  —  A'B'C  eU  le  triangle  orthocentriqae  de  ABC.  Les  rela- 
tions outre  les  cléments  des  deux  triangles  sont 

A:=-(7:—  A').  B  =  -(7;-B'),  C  =  -^(::-C'), 

2  2  '  2 

I  I  I 

a\  b  :  c:  =  cos  -  A'  :  cos  -  B'  :  cos  -  C 

o.  o  o 


=  \/a{p  ~  a')  :  v/^V  —à'  )  •  V^c'(/)'  —  c;. 
La  première  formule  de  transformation  des  coordonnées  est 

-/  =  7n  { —  a  cot  A  -f-  fi  cot  B  -}--  Y  cot  C). 
Appliquons-la  au  point  A;  alors  y.  =  1,  fi  =  o,  y  =  o. 
7/  =  AB'C  :  A'B'C  ou  -/  =  cos^A.  si  on  néglige  un  facteur 
symétrique.  Par  conséquent,  m  =  sin  2 A.  On  a  donc 
a  =  sin  2A  ( —  y.  cot  A  -|-  fi  cot  B  +  y  cot  C), 
If/  =  sin  2B  (a  cot  A  —  p  cot  B  +  y  cot  C), 
y'  =  sin  2B  (a  cot  A  -|-  p  cot  B  —  y  cot  C), 
ou  encore 

a  =  sin  A'  (—  a  tg  -^  A'  +  [i  tg-^  B'  +  ytg  -C'),etc. 

AppLiCATiOxN.  —  S'il  s'agit  du  point  de  Lemoine  K  de  ABC, 
on  trouve 

a'  =-sin  2 A  (—  sin  2A  -j-  sin  2B  +  sin  2C) 


don(î 


=  sin  A  cos  A. 4  sin  A  cos  B  cos  G; 

a"  :  p'  :  y'  =:  sin^  A  :  sin-  B  :  sin^  G 

=  cos'^-A'  :  cos*'-B'    :  cos^-  G', 
222 
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L-  IL-  L  =  f.r  A  •  (<>■  lî  •  h'C 
a       b       C 

rr:  cot  -  A'  :  ("OL  -13'  :  (-(jI  -  (/. 
2  2  2 

Parmi  les  coiiscqucncos  de  ces  roniiiiles,  nous  sii;nal()ns 
l(>s  su  i  vantes  : 

Iji'fi  points  de  Lemolne  K  et  \\  des  triamjles  ABC,  A'BXl'  sont    p^^ 
en  tigne  droite  avec  l'orthocentre  H  de  ABC  (*). 

Le  point  de  Lemolne  d'un  triamjle  ABC  est  le  centre  de  trois 
forces  parallèles,  proportionnelles  à  a'^  l)'^  c^  et  appliquées,  soit 
aux  sommets  de  ce  triangle,  soit  aux  pieds  des  hauteurs,  soit  en 
trois  points  divisant  les  hauteurs  de  ABC  dans  un  même  rapport. 

Les  distances  du  point  de  Lemoine  du  triangle  ABC  aux  côtés 
(ht  triangle  o^tlmcentrique  A'B'C  sont  inversement  proportion- 
nelles aux  ragons  des  cercles  exinscrits  à  A'B'C;  autrement 
dit,  si  A^B^Ci  est  le  triangle  form,é  par  les  tangentes  aux  points 
A,B,C  de  la  circonférence  ABC,  le  centre  d'homothétie  des 
triangles  AiBiCi  et  A'B'C,  eH,  par  rapport  au  triangle  A'B'C, 
l'inverse  du  point  de  Lemoine  de  ABC. 

4.  —  A'B'C  est  le  triangle  formé  par  les  bissectrices  extérieures 
(/cABO(**).  Les  formules  cherchées  sont 

i*)  On- peut  écrire  :  %'  :  5'  :  '/'  —a' i>'  —  a'-  :  b'p'  —  b'-  :  c'p'  — c'-  ;  donc  le 
point  K  est  en  ligne  droite  avec  les  points  II  (a',  b',  c')  et  K'  («'^  b''\  c'^i. 
Ou  voit  aussi  que  KIT  :  KK'  =a'^-^b"^  c""  :  ^p'\ 

Ce  théorème  est  dii  a  M.  Edm.  Van  AubeJ  [Malliesia,  t.  1,  p.    19U  .   ^ 

I**)  Ce  triangle  peut  être  appelé  triangle  antiorthocen trique  de  ABC  ou 
lrinn(/le  anti-supplémentaire  de  ABC.  Le  triangle  supplémentaire  a  pour 
sommets  les  pieds  des  bissectrices  intérieures  de  ABC. 

Lorsque  les  coordonnées  normales  de  deux  points  M  (.r,  /y,  z]  et  M' 
{x\  ij\  ;î')  sont  liées  par  les  relations 

X'     ^    y'    ^     -J 

IJ-[-  z        z-\-x        X  +  IJ 
on  peut  dire  que  M'  est  le  supplémentaire  de  M.  L'expression  de  joints 
complcmenlaires  est   réservée  à  des  points   dont  les   coordonnées   barv^ 
ccmrigxies  vérifient  les  égalités  précédentes. 

La  figure  supplémentaire  de  la  circonférence  ABC  est  une  conique 
dont  les  propriétés,  assez  curieuses,  ont  fait  l'objet  d'une  communication 
prés  ntée  par  M.  de  Lon.;champs  au  congrès  de  Nancy.  La  figure 
anti-supplémentaire  de  cette  circonférence  est  la  circonférence  passani 
par  les  centres  des  cercles  exinscrils  au  triangle  ABC. 
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Aii^TT— 2A',      B  =  7:  — 2B'.      (;=:-  — 2c; 

a  :  l)  :  c  ^^  sin  2  A'  :  siu  2B'  :  siii  2C 

r.  .,    \  /S 


^      \Mii  B       siii  C 


^  siii  2J3       siii  2uy 


5.  —  A'B'C  e,vf  /('  Iriangle  polnirc  de  ABC  joa?*  rapport  à  la 
circonférence  circonscrite.  Les  l'ormules  demandées  sont 

A  =  -(7: -A'),       B=i(7:-B',        Cz=:-7:^C'j, 
2  2  2 


a 


[)  :  c  ^=  cos  --  A'  :  cos  -  B'  :  cos  -   G', 


a'::=^cos  A 


Y 


sin'^B      sin^C 


r,/ 


+ 


cos'-^-B'      cos^'-C' 
2 


Si  ToQ  échange  les  rôles  des  deux  triangh's,  on  trouve 
y.'  =  sin'^  A'  (-  a  ti>-  A'  +  6  Ig  B'  +  y  tg-  C), . . . 

6.  —  A'B'C  est  le  complémentaire  du  triangle  orlhocmlrique 
de  ABC. 

Le  triangle  A'B'C  qui  a  pour  sonimels  les  milieux  du 
triangle  orthocentrique  A,,B/,C/,  de  ABC,  jouit  de  propriétés 
assez  curieuses  :  Les  points  H,  A,  B,  C  sont  le  point  de 
Nagel  et  les  adjoints  de  ce  point,  du  triangle  A'B'C,  et  les 
côtés  no  a  homologues  des  triangles  ABC,  A'B'C  se  coupent 
en  six  points  d'une  même  circonférence  ayant  pour  centre  le 
centre  du  cercle  inscrit  îi  A'B'C  [circonférence  de  Taijlor  de 

ABC). 

On  obtient  les  formules  relatives  à  ce  triangle  en  combinant 
les  transformations  'd""  et  '2*';  ce  qui  donne 

A  =--(71  -A'),      B==i(7r-B'),      C:=^(:r-C), 
2  2  2 

1  I  I      , 
a  :   b  :  c  =^  cos  -  A    :  cos   -  B    :  cos  -   C  , 

2  '  2  2 

a!  =  cot  A  ( —  oc  +  P  <^ot'"  B  -)-  y  cof-  C), 
f^'  —  cot  B  (a  cof^  A  —  6  +  Y  cof^  C). 
y'  —  cot  C  (7.  cot^  A  +  ,'b  cot-  B  —  y). 

Application.  —  Si  l'on  applique  ces  formules  au  point  de 
Lemoine,  on  trouve 
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a'  :  fi'  :  y'  =  cot  A  :  cot  15  :  <'ot  C 

=  f.ff  -  A'  :    I-    -  ir   :   t-  -  C. 
'2  2  2 

Il  résiiKc  (le  là  ([iio  le  point  de  Lemoinc  de  ABC  est  le 
point  de  Genjonne  de  A'B'C,  ou  que  les  symédinncs  du  Irianfjle 
ABC  pussent  pur  les  points  de  contact  des  côtH  de  A'R'C  nvcc  h' 
cercle  inscrit.         '    "        ^^....^J-i^^^ ^^ 

7.  —  A'B'C  e^'^  le  ti  i'inglc  or thocen trique  du  complémentaire  de 

abc;. 

On  rencontre  ce  triangle  dans  l'étude  du  point  A  de  Bro- 
card (le  réciproque  de  l'ortliocentre  de  ABu  et  l'anti-coniplé- 
nHMitaire  du  point  de  Lemoine).   On  a 


'/(cot  A  +  cot  B  +  cot  C) 


sin  2  A 

+  p(—  cot  A  —  cot  B  +  cot  C) 

-f-  y( —  cot  à  4-  cot  B  -\-  cot  C),  etc. 


SUR  UN  MODE  PARTICULIER  DE  GENERATION 

DES    CONIQUES 
Par  -M.  Maurice  d'Ocagne. 


1.  —  Supposons  donnés  un  cercle  F  et  une  droite  A.  Par  le 
conire  0  du  cercle  F  menons  une  droite  qui  coupe  ce  cercle 
au  point  M  et  la  droite  A  au  point  M^.  Posons  OM  =  p. 
OMi  =  pi,  et  prenons  sur  la  droite  OMM^,  le  point  Mj  tel 
(jiic  son  rayon  vecteur  OAL^  =^  o^  soit  donné  par 

.      ^  +  '-^=^_.  (1) 

?i        9-1 
On    peut    énoncer    diiieremment    cette  construction.    En 
effet,  soit  F'  le  cercle  de  centre  0  dont  le  rayon  p'  est  double 
du  ravon   0  du  cercle   1\  On  aura 


TiO 
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(.'esi-à-din^  que  le  point  M^  est  le  conjugué  harmonique  du 
point  Ml  par  rapport  aux  [)()inis  O  et  M',  M/  étant  le  point  oii 

OMi  coupe  le  cercle  V. 

Le  point  M^,  défini  de 
l'une  ou  l'autre  manière, 
engendre  une  courbe  lors- 
que la  droite  T)  pivote  au- 
tour du  point  0.  Je  dis  que 
cette  courbe  est  une  coni- 
que. 

En  elFet,  soit  A'  la  droite 
symétrique  de  la  droite  A 
par  rapport  au  point  0.  Du 
point  Mj  abaissons  la  per- 
pendiculaire PP'  sur  les 
droites  A  et  A'.  Nous  avons, 
en  appelant  h  la  distance  du 
point  0  à  la  droite  A, 
M.P'  =  2h  —  PM„ 


=  2h  — 


'2 


Donc 


ou,  en  vertu  de  (1), 


M,P' 
M,0 


/'(Pi  +  h) 


Pi 


V^■ 


M,P' 


PtP'2 

h 


M,,0         p 

Par  suite,  le  rapport  des  distances  du  point  Mg  à  la  droite 
A'  et  au  point  0  est  constant,  et  le  lieu  du  point  M2  est  une 
conique  ayant  le  point  0  pour  foyer  et  la  droite  A'  pour  directrice 
correspondante. 

Cette  conique  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  para- 

h  ,  .  .   ^, 

bole  suivant  que  le  rapport  constant  -  est    supérieur,  mle- 

P 

rieur  ou  égal  à  i,  c'est-à-dire  suivant  que   la   droite  A  est 

extérieure,  en  partie  intérieure  ou  tangente  au  cercle  F. 
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On  voit  qiio,  dans  tous  les  cas,  la  coni([uc  passe  par  los 
extrémités  du  diamètre  du  cercle  Y  qui  est  paraliide  à  la 
droite  A  (*). 

2.  —  La  formule  (1)  montre  que  le  mode  de  génération 
d(;s  coni(iues  ici  envisagé  rentre  dans  la  troisième  transfor- 
mation générale  étudiée  dans  mon  Mémoire  sur  les  transfor- 
mations générales  des  courbes  planes  (**). 

Par  le  point  0  élevons  à  la  droite  OM  une  perpendiculaire 
qui  coupe  en  T^  la  droite  A  et  en  T^  la  tangente  à  la  conique 
(M2)  au  point  M^.  \a\  formule  (^2^)    dn   Mémoire  cité  donne 

i  I 

c'est-à-dire 

OT2  =  —  OTp 
Le  point  Tj  se  trouve  donc  sur  la  droite  A'  symétrique  de 
A  par  rapport  à  0,  c'est-à-dire  sur  la  directrice  de  la  conique 
(Mj)  correspondant  à  un  foyer  0.  Dès  lors,  on  tombe  sur  ce 
théorème  connu  ; 

La  tangente  en  un  point  d'une  conique  passe  par  le  point  ov 
la  perpendiculaire  menée  par  l'un  des  foyers  au  vecteur  du  point 
considéré,  issu  de  ce  foyer,  coupe  la  directrice  correspondante. 


!*)  La  relation 


'  +  '      ' 


OM,   '   OM,      OM 
peut  s'écrire 

OM.OM,  +  OM.OM,  =  0M,.0M2, 
ou,  en  ajoutant  et  retranchant  OM^ 

OMj.OMo  — OM.OM2  — OM.OM,  +  ÔM^  =  ÔM^ 
c'est-à-dire 

(OM,  —  OM)(OM  —  OM,)  =  ïm'' 
ou  encore 

M  M,.  MM,  -ÏÏÂI', 
ce  qui  démontre  le  théorème  proposé  pour  le  cas  de  l'ellipse  seulement 
par  M.  Antomari  dans  la  question  77.  (Voir  la  solution  qui  a  été  donnée 
dans  le  n"  de  décembre  1885,  p.  279.)  C'est  précisément  cette  question, 
si  facilement  résolue  par  le  procédé  qui  vient  d'être  indiqué,  qui  nous  a 
suggéré  l'idée  de  publier  cette  note  dont  i^ous  possédous  les  éléments 
depuis  longtemps.  —  M.  u'O. 

'**)  Matheiiis,  t.  V,  1884.  p.  73  et  97. 
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3.   —  La  formule  (23)  du  môme  Mémoire  donne,  en  apjx'- 
lanl  R  le  rayon  de  courbure  à  la  conique  (M2)  au  point  M.,. 

ï  1 


Rsin^^  OM/l^ 


ou 


M,T, 


ot;^ 


Menons   la    normale   en  M2   à    la    conique,    c'esi-à-dire    la 

perpendiculaire  élevée  en  M^ 

Si  nous  tirons  la  symé- 
diane  T^S  du  triangle  OT.NT.,. 
nous  avons,  en  vertu  d'un 
théorème  démontré  dans  ma 
première  étude  sur  la  symé- 
diane  (' '  ),  SH  étant  perpendi- 
culaire à  OM,  et  le  point  H 
appartenant  à  la  normale 
en  M.,, 

R        M,H 


ou 


OM 
R 

mIh 


OS 

OM 

OS 


La   droite  OH   coupant  au 
point  K  la  tangente  en  M,  au  cercle  (D,  on  a 

OM  _  OK 

Us  ~ôh' 

Par  le  point  K  menons  une  parallèle  à  OM  ;  cette  droite 
coupe  la  normale  M2H  au  point  E,  on  a 

M^E  _  OK  _  OM 

M^H  ~  OH  ~  ÔS  * 
Donc, 

'M,E  =  R, 


(*)  Voir  Xouv.  Ami.  de  Mathém.  (S"'"  série,  t.  11,1883,  p.  454)  et  ma 
Monographie  de  Ui  symédidne  [Journal  de  Malli.  éléin.,  1K85,  p.  198,  théo- 
rème t)). 


JOURNAL   DE   MATIIKMATIQUKS    SPl'XFALKS  273 

ot  le  poiiil  EosI  le,  cciih'c^  (l(i  (•()ur])in'i',  réj[)()n(l;iiil  au  point  M^. 
On   |nMi(  (Mi()iic(>r  ainsi  ce  résultat. 

Si  la  perpendiculaire,  élevée  à  OM,  par  le  pied  de  Iti  symédiaiie 
du  fri(()i(/le  OT^iM^,  isfive  de  T2,  coupe  en  H  la  normale  en  M^  à 
la  conique  (M.^),  et  que  la  droite  OH  coupe  en  K  la  tauf/cnteen  M 
(lu  cercle  Y,  le  centre  de  courbure  répondant  au  point  M^se  trouve 
sur  la  parallèle  au  vecteur  OM2  wenée  par  le  point  K. 


VARIÉTÉS 


ESSAI  SUR  LA  GEOMETRIE  DE  LA  REGLE 

ET    DE    l'ÉQUERRE 
Par  M.  Ci.  (le  liOii^champs. 

[Suite,  voir  p.  %%.) 


127.  Le  Folium  simple.  —  Parmi  les  quaitiqiies  remar- 
quables, nous  signalerons  encore  le  Folium  simple  ;  cette 
courbe  correspond  à  la  définition  suivante  : 

1°  Les  directions  isotropes  sont  les  seules  directions  asymp- 
totiques  de  la  courbe; 

2°  Elle  possède  un  point  triple  et  les  tangentes  en  ce  point 
sont  coïncidentes. 

D'après  cette  défi- 
nition, en  prenant 
convenablement  les 
axes,  l'équation  du 
Folium  simple  est 

A    étant    une    con- 
stante. 

Soit   00'    uii   seg-  ^''!'  "^' 

ment  donné;  eflectuons  la  construction  (1,  2,  S,  4,  fig.  4t3), 
nous  obtenons  unpoint  I,  et  en  prenant 

JOIMNAL   m;  M  VTfT.  SPÉC.  —  1886.  12. 


274  JOURNAL   DE    MATHKMATIQUES   SPÉCIALES 

00'  —  d,  01  —  p,  MOO'  =  03, 

nous  avons 

OM  =  d  cos  w,  MI  =  (/  sin^  co  ces  oj; 

par  suite, 

p  =  (/  cos^  (0.  (2) 

En  convertissant  cette  équation  en  coordonnées  cartésienne, 
et  en  supposant  A  =  (/,  nous  ojjtenons  bien  l'équation  du 
Folium  simple. 

Tracé  de  la  tangente. —  Bq  l'équation  (2)  on  peut  déduire  une 
propriété  remarquable  de  la  normale  en  un  point  pris  sur  le 
Folium  simple.  Mais,  comme  nous  allons  1(3  montrer,  cette  pro- 
priété appartient  aux  courbes,  plus  générales,  qui  corres- 
pondent à  l'équation 

p  r=  rf  CO^'-^'^  +  l  w,  (1) 

dans  laquelle  p  désigne  un  nombre  entier  et  positif. 

Prenons  deux  points  lixcs  00'  et  répétons,  comme  l'indique 

la  ligure,  p  fois  la  con- 
struction   visée    plus 
haut.    Des    points    Hj, 
Il   nous   déduisons  dos 
points  analogues  Hg,  I^; 
et,  ainsi  de  suite,  jus- 
qu'à ce  que  nous   arri- 
vions aux  points  Hp,  I^. 
Nous  avons  alors 
OHi  =  cf  cos''  co, 
(0  : 


OBp  =z  d  cos% 


01;,  =  d  cos-^^+i  (0, 


Fig.  II/,. 

OH^  =  d  cos*  0), . 

OIi  =  d  cos'^  w,  01^  =  d  cos''  o) 

Le  lieu  décrit  par  le  point  T^,  est  donc  une  courbe  fp  repré- 
sentée, en  coordonnées  polaires,  par  l'équaiion  (1). 

Cherchons  à  déterminer  la  normale  en  un  point  I^  pris  sur 
cette  courbe  fp. 

Ou  sait  (C.  M.  S.,  t.  II,  p.  575)  que  l'équatioa  de  la  nor- 
male est 


co 


^i) 


—  =  —  cos  (co  —  00,)  -[-  -  sin  (( 
p        Pi  .  Pi 

Appliquons  cette  relation  (I);  nous  obtenons, après  calcul 

-  cos^'^  co,  =  -^-— ^ —  COS  0)  +    i<x  Lu,  -• . — -    sm  co  • 

"-     '     I  \  ^  2»  +   1/ 


2p  + 
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Parmi  les  solulioiis  i-(>niar((iial)I(\s  de  cette  c([uati()ii,  on  obser- 
vera la  suivante  : 

2/>  +  2 

D'oîi  nous  concluons  T^u'en  prenant  sur  OIT,,  un  point  N 
tel  que 

ON  _  2/)  -h  I 

N  est  le  [)i(Hl  de  la  normale. 

En  particulier,  si  nous  revenons  au  folium  simple  /i,  (fnj.  113} 
supposant  par  conséquent  /)=  i,  nous  voyons  que  le  pied 
de  la  normale  au  point  I  s'obtiendra  en  prenant 

ON=-on. 

4 
Parmi  les  conséquences  remarquables  de  cette  construction, 

on  pent  observer  que  le  rayon  de  courbure  au  point  0  est  nul. 

128.  Remaiiqui;:. — Il  est  naturel,  après  avoir  considéré  les 
courbes  qui  correspondent  à  l'équation  (I)  du  paragraphe 
précédent,  d'examiner  celles  qui  sont  représentées  par  l'équa- 
tion 

p  =r  (/cos^^^  co;  (2) 

puis,  de  supposer,  dans  les  formules  (l)  et  {ï),  p  positif  ou 
négatif.  De  la  sorte,  le  problème  qui  nons  occupe  se  trouvera 
donc  résolu  pour  toutes  les  équations 

^  =:  d  cos'"  co,  (H) 

quel  que  soit  l'entier  m,  positif  ou  négatif. 

Pour  avoir  les  courbes  (2j,  il  faut  projeter  les  points  Hi, 
Ha,  ...  H^,  non  plus  sur  OM,  mais  sur  la  droitj  qui  va  du 
point  M  au  milieu  de  00'. 

Le  degré  de  ces  courbes  s'élève  très  vite;  le  cas  le  plus 
simpbî,  celui  qui  correspond  h  p  =^  \ ,  donne  déjà  une  courbe 
du  sixième  ordre;  cetle  courbe  a  la  forme  d'un  double  ovale 
et  Ton  trouve,  soit  par  la  considération  de  l'équation  de  la 
tangente  en  coordonnées  polaires,  soit  par  celle  de  la  normale, 
d'élégantes  constructions  pour  le  tracé  de  ces  droites.  Sans 
nous  attarder  sur  ces  détails  faciles  à  vérifier,  nous  allons, 
pour  donner  un  nouvel  exemple  remarquable  de  cette  mé- 
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thode,  rai)pli([uer  au  cas  pailicnlitT  oîi  diuis  l'oquation  (3) 
on  suppose  7n  =  —  2.  Ou  ()l)licut  ainsi  une  quaitique  tîès 
simple  qui  n  déjà  fait  l'objet  de  notes  diverses  (^)  parce  qu'elle 
présente  cetle  particularilé,  toujours  recliorchce,  d'avoir  des 
points  d'inflexion  qui  peuvent  se  déterminer  par  la  règle  et 
le  compas.  Nous  allons  montrer  'que  les  tangentes  de  cette 
quart ique  se  détcrminen  tbien  simplement  avec  la  règle  et 
l'cquerre. 

Prenons  trois  points  en  ligne  droite  0,  0',  0"  et  tels  que 

h 
5,1  O'O  =  00'  =  -:   ])uis  effectuons 

.-f  .  "•■ 

y'^    la    construction   (1,    2,    3,    4,    o, 

■'  ,..'7  fig.  jio))  nous  trouvons  ainsi  un 
point  I  dont  le  lieu  est  une 
courbe  U  représente  par  l'équa- 
tion 

_      h 

Proposons-nous  de  déterminer 
la  tangente  au  point  I  (p^,  wj, 
à  cette  courLe. 

L'équation    de    la    tangente    à 
uue  courbe,  en  coordonnées  po- 
f'^0-  ^'^  laircs  {C.  M.  S.,  p.  57o),  étant 

-^  =:z  —  cos  (co  —  w^)  -|-  (  —  )  siii  (w  —  w,)  ; 

p      pi  ^    ^pl/ 

Nous  avons,  dans  le  cas  présent, 

—  z=  (i  -f-  cos  2w^)  COS  (co  —  co^)  —  2  sin  20)^  sin  (to  —  (o,). 

P 
Eu  faisant  co  =  90^  dans  cette  relation,  nous  trouvons  que 

la  taugente  eu  I  coupe  l'axe  des // en  un  point  T  tel  que 

OT  r=  —  01  sin  w^. 

De  cette  remarque  nous  pouvons  conclure  qu'en  prenant 

le  point  r  s^-métrique  de  I  par  rapport  au   centre  0  et  en 

élevant  en  V  une  perpendiculaire  à  l'J,  cette  perpendiculaire 

va  couper  l'axe  Oy  au  même  point  T  que  la  tangente  cherchée. 


(*)  Nouvelles  Annales,  18'.3,  p.  23-2     18Vd,  p.  310;  18'j'i,  p.  21'i. 
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Kw  piciiiiiil,  l\M{iiat,ioii  de  la  iionnalc^  on  aiiivc.  à  une 
coiiclusioii  (jiii  (>sf,  aussi  livs  simple  oL  (|iu3  lOii  pourra:  soit 
vi''riri(n*  (lircclciucnl,  soit  déduire  du  trace  précéd<'nt  (-*). 

Voic-i  ([ucllc.  est  cette  })r{)[)iiété. 

l'ilevous  au  j)()int  I  uikî  \)()V- 
peiidiculaire  au  rayon  vecteur; 
cette  droiic  renconlre  l'axe  en 
un  poiuf  K;  si  nous  prenons 
KN  ::=;  UK,  IN  est  la  normale 
cherchée  (''■*). 

129.  Les  quartiques  py- 


Fifj.  H(i. 


riformes.  —  Ces  (piartiques  airectent  la  forme  d'un  simple 
l'olium  présentant  un  axe  de  symétrie  et  un  point  de  rebrous- 
sement  ;  elles  correspondent  à  l'équation 

x''  —  ax^  +  b-ij'  =  o, 
dans  laquelle  a  et  b  désignent  deux  longueurs  données.  Ces 
courbes  ont  fait  l'objet,  du  moins  dans  des  cas  particuliers  que 
nous  signalerons  tout  à  l'heure,  de  diverses  recherches  (**^). 
Elles  offrent  plus  d'une  propriété  remarquable  :  1°  on  peut  les 
construire  par  points  et  par  tangentes,  très  simplement,  avec 
la  règle  et  l'équerre;  2*^  toutes  ces  courbes  se  déduisent  de 

(*)  Nous  aurons  d'ailleurs  occasion,  dans  la  deuxième  partie  de  ce 
ouvrage,  d'utiliser  la  propriété  géométrique  assez  curieuse  que  nous 
rencontrons  ici. 

(**)  Dans  l'article  que  nous  avons  cité  plus  haut  et  qui  est  inséré  dans 
le  tome  Y  des  XouvcHcs  Annales  (1846),  on  trouve  une  construction  de  li 
tangente  à  la  courbe  qui  vient  de  nous  occuper,  mais  cette  construction 
est  moins  simple  que  celles  que  nous  proposons  ici  et,  de  plus,  elle 
exige  l'emploi  d'arcs  de  cercle. 

Dans  une  note  qui  accompagne  cet  article,  note  non  signée  mois  qui 
est  évidemment  due  à  Terquem,  il  est  dit:  «  Descartes  [Œuvres,  t.  V, 
p.  336,  édition  Cousin)  a  imaginé  un  instrument  formé  de  deux  règles  à 
i'aide  duquel  il  construit  d'un  mouvement  continu  et  simultanément  les 
courbes  données  par  les  équations  polaires 

I  I  I 

'  COS-CU  '^  COS'fu  '  COS'^Cl) 

(***j  0.  BouDci,  Nouvelles  Annales  1844,  p.  75.  —  Brocard,  Nouvelle  Cor- 
respondance mathématique,  t.  VI,  1880;  pp.  Î)I,  121,  213,  cl  Mathesis,  t.  III, 
1883,  pp.  13,  116,  lui;  t.  V,  p.  ±11.  —  J.  Mister,  Mathesis,  1>>8I,  pp.  78 
et  128. 
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Tune  d'elles  par  voie  projcctive  ;  3^  on  peut  déterminer  le  point 
le  plus  haut  delà  courbe  ot  ses  points  d'inilexion;  ï^  l'aire  de 
la  courbe  peut  être  calculée,  elle  se  déduit  en  celle  du  cercle 
générateur  en  multipliant  celle-ci  par  un  rapport  connu,  etc.. 
Nous  allons  établir  ces  diverses  propriétés. 
l*'  Génération  des  pyriformns.  Imaginons  un  cercle  0  et  deux 
diamètres  rectangulaires  AB,  CD,  puis  efTectuons  la  construc- 
tion   (I,  2,  3y  fig.  f/7)  ;  nous    obtenons   ainsi    un  point   I. 

^T  L'équation  du 

lieu  géométri- 
que décrit  par 
ce  point  est  fa- 
cile à  trouver . 
Prenons  pour 
axe  des  X  le  dia- 
mètre AB  et  pour 
axe  des  y  la  tan- 
gente en  A  du 
cercle  0  et  po- 
sons 

lAB  —  a. 

AH  =::.  /;, 

AB  =  a. 

Nous    avons 

d'abord 


ou 


Fi'j.  117. 

PQ-  =  M-  =  xia  —  x), 

b^  tg^a  =:  x{a  —  x). 


D'ailleurs 


!/~^  tg  a  ; 
le  lieu  du  point  I  est  donc  une  courbe,  affectant  h  forme 
qu'indique  la  figure  et  correspondant  à  l'équation 

hhf  =  x\a  —  x).  '  (P) 

2°  Les  pyrif ormes  sont  projectivcs.  En  eilct,  si  l'on  transforme 
l'équation  (P)  au  moyen  des  formules 

by  -  a\\  X  =  X 

on  a 

Cette  équation  (P')  représente  une  pyriformc  particulière; 
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c'est  celle  (pii  a  été  étudiées  par  M.  0.  Bonnet  (loc.  cit.),  en 
supposant  a  r=  i .  ]\Iais,  lorsque  d  varie,  toutes  les  courbes 
(P')  son!  homotliéti([ncs  et  l'on  jjent,  sans  restreindre  la 
généralité  des  propriétés  de  la  couilje  étudiée,  faire  l'hypo- 
these  a  =  \ . 

Quant  aux  courbes  (P),  elles  se  déduisent  toutes,  par  voie 
projective,  d'une  courbe  (P'),  en  supposant  :  1"  que  6  varie, 
2"  que  l'on  donne  à  a  la  môme  valeur  dans  (P)  et  dans(P'). 

En  ellet,  on  a  reconnu  dans  les  formules  de  transformation 
que  nous  avons  prises,  celles  qui  servent  h  transformer  l'el- 
lipse en  cercle.  La  métliode  classique  qui  sert  à  l'étude  de 
l'ellipse,  considérée  comme  la  projection  du  cercle  s'applique 
donc  aux  pyriformes  et  les  propriétés  signalées  par  M.  0. 
Bonnet  pour  la  pyriforme  particulière  (P'),  celles  qu'on  pour- 
rait encore  trouver  pour  CsHte  courbe,  s'appliquent,  avec  les 
modifications  ordinaires,  aux  pyriformes  plus  générales  que 
nous  avons  définies  tout  à  l'beure. 

S°  Poin',s  (Vinjkxion,  etc..  Pour  n'en  citer  qu'un  exemple, 
M.  0.  Bonnet  a  démontré  que  les  points  d'inflexion  de  (P'; 
avaient  pour  coordonnées. 


3-\/3  ,,         ,    aj. 


X  =  a  ' ^—  ,         Y  =r  ±  ^  V  6  v/3  —  g. 

4  8  ^  -^ 

Pour  une  pyriforme  quelconque  les  points  d'inflexion  ont 

pour  coordonnées 


-\/ 


0 — V  •?  .    a- 


x  =  a  — —  ,  7/  :r=:  ±  _  y/ô  y/S   —9  ; 

Mais  il  faut  observer  que  la  détermination  de  ces  points 
exige  l'emploi  du  compas. 

Il  en  est  de  même  du  point  le  plus  haut  des  pyriformes. 
Ce  point  a  pour  coordonnées 

_  3rt  _  'ki\l'~5 

^  ~~^'         ^  ~     i6 
pour  la  courbe  (P');  pour  une  pyriforme  quelconque  ce  point 
est  représenté  par 

3a  3rtH/'3 

4«  Quadrature  des  pyriformes.  La  méihode  des  projections 
permet  encore  de  déterminer  l'axe  de  la  courbe,  par  descousi- 
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déralions  géométriques  que  nous  allons  donner.  On  évite  ainsi 
le  calcul,  relativement  pénible,  de  l'intégrale  définie 


x)dx. 


Prenons  d'abord  la  pyriforme  de  M.  0.  Bonnet,  courbe  qu'on 
obtient  en  supposant  b:=  a,  auquel  cas  A  est  tangente  au  cercle 
générateur  au  point  B. 

Si  nous  appliquons  la  construction  exposée  plus  haut,  au 

cas  particulier  visé  en  ce 
moment,  nous  trouvons  sur 
le  rayon  vecteur  AM  deux 
points  I,    r  de  la  courbe 
et  les  propriétés  élémen- 
taires de  la  figure  donnent 
PT  =  QI. 
On  conclut  de  cette  re- 
marque,  reconnue    autre- 
ment par  M.  0.   Bonnet, 
que  Vaire  de  courbe  consi- 
dérée est  la  moitié  de  celle 
du  cercle  générateur. 
Fig.  118.  Pour  une  pyriforme  quel- 

conque l'aire  s'obtient  en    multipliant  celle    de   (P'j    par   le 

rapport  -  ;  concluons  donc  que  Vairc  totale  d'une  pyriforme 
b 

quelconque   représentée  par  l'équation  (P)  est  égale  a  — r-  • 

S*^  Tracé  de  la  tangente.  On  a  dû  observer  que  le  tracé  point 
par  point  que  nous  avons  donné  pour  les  pyriformes  présente 
ces  courbes  comme  des  transformées  du  cercle  par  la  méthode 
de  Mac-Laurin.  Le  tracé  de  la  tangente  peut  donc  être  effectué, 
avec  la  règle  et  l'équerre,  conformément  aux  principes  que 
nous  avons  déjà  utilisés.  La  fig.  1  i7  rappelle  comment  ces 
principes  ont  été  appliqués  pour  obtenir  la  tangente  IT  à  la 
pyriforme  (*). 

(*)  Pour  la  coiistmctioD,  point  par  point,  des  pyriformes,  avec  la  règlo 
et  l'équerre,  il  est  bleu  euleadu  que  le  cercle  O  dont  il  a   été  question 
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130.  Réflexions  générales.  —  B(3aucoup  d'uulies 
([uart.i([ucs,  et  aussi  (-(îrtainos  courbes  d'un  ordre  plus  élevé, 
sont,  susceptibles  d'OIre  tracées  par  i)oiuts  et  par  tangentes 
au  moyeu  de  la  règle  et  de  l'équerre.  La  Kreuzcurve  et  la 
(|iiarti([U(»  vj  dont  nous  avons  parlé  ailleurs  (Journal  18^5, 
p.  27 '2  et  1880,  p.  202);  la  rosace  à  quatre  feuilles  (Géométrie 
final i/lique,  p.  o97) ;  la  Ko/ilenspilzencurve  de  M.  Schoute 
(Arc/iiv  von  Griinert,  1885);  les  hypocycloldes  à  trois  ou  quatre 
rebroussements  etc.,  et  leurs  podaires,  donneraient  lieu  h 
d'intéressants  développements  dans  l'ordre  d'idées  qui  dirige 
ce  travail;  mais  cette  exposition  nous  entraînerait  bien  loin. 
Nous  avions  eu  aussi  la  pensée,  à  laquelle  nous  renonçons, 
pour  le  même  motif,  et  avec  plus  de  regrets,  de  terminer 
la  première  partie  de  cet  ouvrage  par  l'exposition  de  certaines 
méthodes  de  transformation  permettant  de  multiplier,  à 
l'infini,  les  tracés  de  la  règle  et  de  l'équerre  dans  la  construc- 
lion  (les  courbes,  par  points  et  par  tangentes.  Nous  donne- 
rons un  seul  exemple  des  applications  auxquelles  nous 
venons  de  faire  allusion,  en  prenant  l'idée  de  la  transforma- 
tion réciproque,  dans  la  géométrie  cartésienne. 

Théorème.  —  Si,  au  moyen  de  la  règle  et  de  Véquerre, 
on  sait  construire,  par  points  et  par  tangentes,  la  courbe  U 
d'ordre  p  qui  correspond  à  l'équation 

f (x,  y)  =  o, 
on  peut  aussi,  dans  ces  mêmes  conditions,  construire  la  courbe 
U  d'ordre  2p  qui  correspond  à  l'équation 

Sur  les  axes  Ox,  Og  on  donne  quatre  points  A,  k' ;  B,  B', 
tels  que 

OA  =z  A'O  =  a,  OB  ==  B'O  =  b; 

soient 

m(x,  ?/),  M(X,  Y) 


ne  doit  pas  être  trace  ;  on  détermine  d'abord  le  point  P  par  le  moyen 
de  deux  droites  rectangulaires  issues  des  extrémités  A  et  B  du  diamètre 
AB;  puis  le  point  M,  etc. 
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deux  poiuts  correspondanls,  dans  la  transformation  réciproque 
cartésienne,  nous  avons  alors 

xJ.  =  a^,  yY  =  h^; 

telles    sont  les  formules  de   la  transformation  en    question. 


Fig.   119. 

Au  point  jo  correspond  un  point  P,  conjugué  harmonique 
de  p^'AV  rapport  au  segment  AA';  de  même  à  q  correspond  Q 
conjugué  harmonique  de  q  par  rapport  aux  points  B  et  B'. 

D'après  cela,  au  point  m  correspond  un  point  M  et  les 
constructions  qui  conduisent  de  m  à  M  n'exigent  que  l'em- 
ploi de  la  règle  et  de  l'équerre. 

La  détermination  de  la  tangente  est  plus  délicate. 

Il  s'agit  de  montrer  comment,  connaissant  la  tangente  en 
m  à  i(,  on  peut,  avec  la  règle  et  l'équerre,  construire  la  tan- 
gente en  M  à  la  courbe  U,  transformée  de  u. 

Les  formules  (L)  donnent 

Xd/X  -f-  X  do?  =  G,         ijdY  -|-  Ydy  =  o, 
d'où 

I       y     I       Y 

X 


d.r 


X    /dY 

VTx 


J 
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SoitMil  mt  la   laiii^cMitc   (l()nii(''o,  MT   la  laiii^cînM',   inconinic,  ;  on 
a  doiii' 

La   relation  (  I  )  devient 

p^  _PT 
Ôp~~ÔP' 

Ainsi  la  ponctuelle  (0,  /.  p)  est  homothélique  à  la  ponc- 
tu(dle  (0,  T,  P)  et  cette  remarque  jiermet  de  déterminer  le 
point  T,  connaissant  les  quatre  points  (0,  t,  p,  P)  de  plu- 
sieurs façons,  toutes,  très  simples. 

Mais  la  difticulté  inhérente  au  sujet  que  nous  traitons  et 
à  laquelle  nous  avons  fait  allusion  tout  à  l'heure,  tient  à 
ce  que  nous  ne  nous  accordons  que  l'usage  de  la  règle  et 
de  réquerre  et,  cette  condition  étant  imposée,  nous  avons 
à  montrer  comment  nous  déterminons  le  point  inconnu  T. 

Prolongeons  prn  jusqu'à  sa  rencontre  en  H  avec  MQ  et 
joignons  H  au  point  t'  symétrique  de  t  par  rapport  à  p;  ^'H 
rencontre  oij  en  0  et  nous  avons 

t'p  ou  tp  _  OQ 

D'autre  part,  la  droite  MT  rencontre  oy  en  un  point  6'  et 
nous  pouvons  observer  que 

TP  _  MP  ou  OQ 

ÔP~         ë^Q  ^  ^ 

Comparant  (i)  et  (3)  nous  en  déduisons 

OQ  =  Q6'. 
Les  deux  points  0,  0'  sont  donc  symétriques  l'un  de  l'autre 
par  rapport  à  Q. 

De  cette  remarque  résulte  une  construction  de  la  tangente 
MT,  par  des  tracés  qui  n'exigent,  comme  l'on  voit,  que 
l'emploi  de  la  règle  et  de  l'équerre  (*). 


(*)  Nous  terminons  ici  la  première  partie  de  la  géométrie  de  la  règle  et 
de  l'équerre;  la  seconde  partie,  qui  est  purement  élémentaire,  paraîtra 
régulièrement  dans  le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  à  partir  du 
n»  (le  Janvier  1SS7. 


284  .TOURNAT.    DR    MATHl'lMATIQUES    SPl'XIAT.ES 


BIBLIOGRAPHIE 


A  Synopsis  ov  Elementauy  Kesults  in  pure  Mathkmatics,  . . .  by  G.  S.  Carr 
(f^ondon  :  Francis  Hodgson,  89,  Farringdon  Street,  Price  34  s). 
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parenthèses,  il  serait  fort  à  désirer  qu'il  existât  un  ouvrage  de  ce  genre, 
écrit  dans  notre  langue.  Le  Dictionnaire  de  M.  Sonnet  ne  remplit  pas  le 
même  but  que  le  livre  de  M.  Carr  et  nous  appelons  sur  celui-ci  l'atten- 
tion de  nos  lecteurs.  Toute  la  nouvelle  terminologie  mathématique  s'y 
trouve  expliquée  ;  et  ce  n'est  pas  un  petit  service  que  rend  ainsi  ce 
précieux  volume.  G.  L. 


QUESTION  116 

Solution. 


Construire  la  podaire  rie  r origine  par  rapport  à  la  courbe  U 
représentée  par  Véquation 

x^  +  J^  —  ^^  =  o.  (a  >>  o) 

L'observation  faite  au  commencement  de  la  solution  don- 
née plus  loin  pour  la  question  117  s'applique  aussi  à  celle-ci. 

Soient  a,  p  les  coordonnées  d'un  point  de  U  ;  oti  trouve 
immédiatement  pour  les  coordoneées  x,  y  d'un  point  du  lieu 
les  valeurs 

.T  =  a"' '■ ,  î/  =^  o' 

..ici  1/ 


On  voit  d'abord  que  x  et  y  sont  positifs  ;  Ja  courbe  est 
renfermée  dans  le  premier  quadrant.  En  introduisant  les  cooi'- 
donné<'s  polaires  p,  to,  les  formules  précédentes  donnent 

sin  CD cos  (i>         p 

et.  en  tenant  compte  do  la  relat'on  a'  -|-  1'  =  a\  on  a  pour 
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rc(|iia(i()ii  j)()laiic  du  lieu 


a  =  a 

I 

La  courbe  correspondante  présente  un  rel)roussenient  à 
lOrii^ine:  la  tangente  de  lebioussement  est  en  même  t(;mps 
Taxe  de  symétrie.  La  courbe  Cît  taugeute  aux  axes  ox,  oij 
aux  points  {a^  o),  (o,  a)  ;  elle  n'a  pas  de  points  à  l'infini  ; 
sa  forme  générale  résulte  alors  de  ces  remarques  diverses. 

G.  L. 


QUESTION   117 

{Solution. 


Etudier   les  /ormes  successives  de   la  oarhc    représcaléc  pur 
l' équation 

x'  +  v'^  —  3axy  -f  À  =  o  (a  >  o).  (I) 

Cette  question,  proposée  autrefois  (mars  1884),  a  proba- 
blement paru  trop  simple  car  nous  n'avons  reçu  pour  elle 
qu'un  très  petit  nombre  de  solutions;  encore  celles-ci  pré- 
sentent-elles des  fautes  graves,  ce  qui  semble  prouver,  et  la 
chose  n'est  d'ailleurs  que  trop  facile  à  constater  en  assistant 
aux  examens  de  l'École  Polytechnique,  combien  le  problème 
de  la  construction  des  courbes  est  négligé  par  les  candidats. 
La  discussion  des  formes  diverses  affectées  par  les  courbes 
qui  correspondent  à  l'équation  proposée  se  fait  très  simple- 
ment en  observant  d'abord  que  l'identité  bien  connue 
Q-.-f.  /j-1  -|-c->  —  3a(jc:^  (a+b  +  c) ,  ^^  __  ^.  .^_^  (^_^-)2_|_^c_^j2| 

permet  d'écrire  Téquation  (1)  sous  la  forme 

^'^^l'^''^\{x-yr  +  {a-x)^  +  (a-yf>^+A-a^''=:o.   {V) 

La    discussion   porte    alors,    naturellement,    sur  ces   trois 
hypothèses,  que  Ton  doit  aborder  successivement: 
À  —  «■*  >  o,         À  —  a^  =^0,         A  —  a^  <  o. 
La    droite    A    «[ui    a    pour    équation    x  -\-  ij  -{-  a  =  o    est 
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l'asymptote  réelle  de  la  courLe  et  celle-ci  est  située,  toute 
eutiëre,  du  môme  côté  par  rapport  à  A. 

La  première  bissectrice  est  un  axe  de  symétrie  ;  eu  cher- 
chant les  sommets  de  (F)  on  est  conduit  à  l'équation 

2x'  —  ^ax"  +  X=rO.  (2) 

Six  est  nul,  l'équation  (l)  représente  le  folium  de  Descartes; 
et  si  À  =  a^y  la  cubi({ue  se  décompose  en  une  droite  et  un 
point.  Écartons  ces  deux  cas  particuliers.  Alors,  "X  étant 
différent  de  zéro,  cette  équation  a  une  racine  réelle,  si  a  —  w^ 
est  positif  ;  la  courbe  a  la  forme  d'une  branche  conchoïdale; 
elle  a  trois  racines  réelles,  si  l'on  suppose 

o  <<  X  -<  a^. 

L'équation  (2)  prouve  qu'il  y  a  deux  racines  positives  et 
une  négative;  la  courbe  est  formée:  I**  d'une  branche  con- 
choïdale; 2"  d'un  ovale  extérieur  à  la  région  qui  est  comprise 
entre  cette  branche  et  son  asymptote. 

Enfin,  si  X  est  négatif,  l'équation  (2j  n'admet  qu'une 
racine  réelle,  puisqu'il  manque  un  terme  entre  deux  termes 
de  même  signe;  la  courbe  est  encore  constituée  par  une 
seule  branche  conchoïdale.  G.  L. 


QUESTION    129 

Solution  par  M.  Henri  Ferval,  élève  au  Lycée  Henri  IV 
(Classe  de  M.  Macé  de  Lépinay). 


Trouver  toutes  les  équations  du  troisième  degré  telles  que  si 
Xi  est  une  de  leurs  racines  convenablement  choisie,  les  deux 
autres  soient 


Xj  ^'       '     I  +  x/  (VYeilL) 

Observons  que  le  produit  des  trois  racines  est  égal  à  i  . 
De  là,  nous  concluons  que  le  produit  de  deux  racines  est 
égal  à  l'inverse  de  la  troisième;  nous  avons  donc  pour  la 
somme  des  produits  deux  à  deux  des  racines  : 

(  i  4-  x^) p—  =  —  ( r  +^1 i 

a\        '    ^     '         a:^  +  i  \      x^  i  -\-  x, 

_-  3  ==  -  (X  +  3), 
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X  rlaiil   un  paraiuMic  arbitraire,  qui   désii^iic   la  s(nuui(3  dos 

racines.  J.cs  c(j[ual,i()ns  «•herchocs  oui,  donc  la  l'onnc  i^éucralc: 

x-<  ~  Ix'  —  Ça  -{-  3)x  —  I  —o. 

Nota.  —  Solution  analo^^ue  par  M.  Paul  Bourgaiel. 


QUESTION  130 

Mulntion  par  M.  Paul  BouRciAREL,  à  Antibes. 


Trouver  les  équations  du  sixième  degré  telles  que,  si  x^  est  une 
quelconque  de  leurs  racines,  les  autres  soient  : 

(Weill.) 

Ou  voit  imiucdiatcment  que  les  équations  cherchées  sont 
réciproques,  car  le  produit  des  racines  prises  deux  à  deux 
est  égal  à  i . 

D'après  la  (juestion  précédente,  l'équation  générale  du 
troisième  degré  admettant  pour  racines  : 

I  X,  -\-  i 

n/t  ' 

1  _]_     .     .  ~.  ' 

est  : 

U  =  X'^  —  \x^  —  (À  +  3)x  —1=0. 
L'équation    générale  du  troisième    degré    admettant  pour 
racines 

—  ,     —  (i  +^i),     — 


tX/  J  1        ~j  X  4 

est  l'écpiation  aux  inverses  des    racines    de   cetc   équation, 
c'est-à-tlire  : 

V  ^  X'  +  (X  +  3)x-'  +  Ix  —  I  :^  o. 
L'équation  générale  cherchée  est  donc 

UV=o. 

Nota.  —  Solution  analogue  par  M.  Henri  Fevai. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


212.  —  Soit  A^A^A;^.^;  uu  quadrilatère  normal  inscrit  à 
nue  ellipse  F  ;  c'est-à-dire,  un  quadrilatère  tel  que  les  nor- 
males en  ces  points  soient  concourantes.  Les  tangentes  à 
r  en  ces  mômes  points  rencontrent  la  tangente  à  l'une  des 
extrémités  A  du  grand  axe  AA'  en  quatre  points  BiBaB.jB^  ; 
démontrer  que  l'on  a 

ABi.AB,.AB3.AB,  —  —  //% 
et  ::i]AB,.AB2  =0.  (G,  /..) 

213.  —  On  considère  deux  paraboles  PP'  qui,  ayant  même 
sommet  0,  se  coui)ent  orthogonalement  en  ce  point.  Autour 
du  point  0  on  fait  tourner  deux  droites  rectangulaires  et  on 
obtient  ainsi  :  sur  P,  deux  points  a  et  b  ;  sur  P',  deux  autres 
points  a  et  h\  Si  on  prend  trois  des  quatre  points  a,  6,  a\  (/ 
pour  former  un  triangle,  le  quatrième  est  l'ortliocentre  de 
ce  triangle.  -  ( Beaurc paire  ) 

214.  —  Soit  une  courbe  du  quatrième  degré  ayant  deux 
points  doubles  à  l'infini.  En  général,  il  n'est  pas  possible 
de  lui  inscrire  un  parallélogramme  dont  les  côtés  soient 
parallèles  aux  asymptotes.  Si  la  chose  est  possible,  elle  l'est 
d'une  infinité  de  manières.  On  demande  alors  le  lieu  dcô 
centres  de  ces  i)arallélogrammes.  (E.  C.) 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 
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LA  PREMIÈRE  LEÇON  DE  CALCUL  INTÉGRAL 

Par  M.  G.  de  Ijoiig^chaiiips. 


On  sait  que  le  calcul  intégral  débute  par  une  difficulté  qui 
porte  sur  l'établissement  de  cette  propriété  fondamentale  : 
toute  fonction  continue  f(x)  a  une  intégrale. 

La  démonstration  ordinaire  donne  prise  à  une  objection, 
parce  qu'elle  exige  la  connaissance  de  l'aire  des  contours  cur- 
vilignes fermés.  Les  ouvrages  élémentaires  (*)  glissent  sur  la 
difficulté  qui  se  présente  dans  la  géométrie  élémentaire 
quand  on  aborde  le  problème  si  délicat  des  quadratures,  et 
se  borne  à  définir  l'aire  du  cercle  au  moyen  des  polygones 
inscrits  et  circonscrits  dont  chaque  côté  décroît  indéfiniment. 

(*)  Voyez  Géométrie  de  Briot,  p.  202.  —  /rf.Rouché  et  de  Comberousse,éd.  4, 
p.  281.  — Les  formules  de  Simpson  et  de  Poncelet  qui  sont  données  plus  loin 
(p.  294  et  296),  donnent  bien  des  expressions  abrégées  de  Taire  comprise 
entre  une  courbe,  un  axe  et  deux  ordonnées  ;  mais  la  déQnition  de  l'aire  ne 
nous  semble  pas  établie. 

M.  Catalan  dans  ses  Éléments  de  Géométrie,  éd.  2,  p.  169,  aborde  cette 
question  délicate  et  dit:  «Mais  alors  se  présente  celte  tjufstion  :  enemployant 
des  rectangles  comme  dans  le  premier  mode  et  en  employant  des  polygones 
comme  dans  le  second,  arrivera-t-on  à  la  même  limite?  Et  même,  en  con- 
servant le  second  procédé,  comme  on  peut  concevoir  une  infinité  de  séries 
de  polygones,  loutesces  séries  conduiront-elles  à  la  même  limite? 

«  La  réponse  est  affirmative;  mais  la  démonstration  complète  de  l'iden- 
tité des  résultats  ne  semble  pas  pouvoir  être  établie  sans  le  secours  du 
calcul  intégral...  » 

Voyez  aussi,  sur  ce  point  :  Géométrie  de  Tombeck,  p.  235;  Géométrie  de 
Combelte,  p.  311:  Géométrie  de  Vacquant,  p.  294.  Dans  tous  ces  traités  la 
définition  donnée  pour  Taire  ne  s'applique  qu'à  celle  du  cercle;  le  cas 
général  n'est,  avec  raison  dailleurs,  pas  abordé. 
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Pour  le  surplus,  ils  renvoient  au  calcul  intégral  ;  mais  il  ne 
faut  pas  alors  que  celui-ci  prenne  pour  base  de  sa  première 
définition  un  principe  que  les  élémentaires  n'établissent  pas 
avec  la  rigueur  et  la  généralité  qu'on  est  en  droit  d'exiger. 

Néanmoins  cette  introduction  au  calcul  intégral,  critiquable 
pour  les  motifs  que  nous  venons  de  rappeler,  offre  l'avantage, 
toujours  appréciable,  d'être  extrêmement  simple  ;  et  nous  avons 
cru,  pour  cette  raison,  devoir  la  reproduire  dans  l'ouvrage  (*) 
que  nous  avons  récemment  publié,  quand  nous  avons  abordé, 
parmi  les  matières  introduites  dans  le  nouveau  programme 
des  examens  d'entrée  à  l'Ecole  Polytechnique,  la  notion  de 
rintégrale  définie. 

Il  faut  pourtant  reconnaître  qu'il  y  a  là  un  point  bien  délicat 
et  que  la-  démonstration  que  nous  venons  de  rappeler,  si  par- 
ticulièrement importante,  puisqu'elle  est  la  base  même  du 
calcul  intégral,  laisse  quelques  doutes  dans  un  esprit  qui 
veut  être  complètement  satisfait.  Nous  allons  reproduire 
dans  cette  petite  note  (**)  la  démonstration  que  M.  Jordan 
(***)  a  donnée  et  de  la  propriété  en  question. 

1 .  Définition  de  l'intégrale  définie. — Soit /'(a:)  une  fonc- 
tion donnée,  continue  (****)  dans  l'intervalle  (a^b);  prenons, 


(*)  Supplément  au  Cours  de  Mathématiques  spéciales. 

(**)  Nous  n'ajoutons,  dans  la  présente  noie,  rien  d'essentiel  à  la  démon- 
stration de  M.  Jordan;  mais  la  forme  de  la  rédaction  est  assez  profondément 
modifiée,  parce  que,  comme  nous  le  disons  plus  loin,  nous  ne  nous  accordons 
pas  la  notion  de  la  fonction  uniformément  continue.  Une  partie  de  ces  modi- 
fications nous  a  été  indiquée  par  un  de  nos  collègues,  M.  Hubert,  professeur 
au  lycée  de  Versa ille-5. 

(***)  C.Jordan  :  Cours  d'analyse  de  l'Ecole  P  olytecl inique  \  Gauthier-Villars, 
J882;  t.  II,  52. 

(****)  IS'ous  supposons  que  la  fonction  est  continue  dans  le  sens  ordinaire  de 
ce  mot  et  non  uniformément  continue  comme  paraît  l'exiger  la  démonstration 
de  M.  Jordan.  Celui-ci  d'ailleurs  (loc.  cit.)  énonce  le  lait  que  toute  fonction 
continue  est  aussi  uniformément  continue;  mais  il  renvoie  pour  la  démonstra- 
tion au  tome  III  de  son  Cours  d'analyse,  lequel  n'a  pas  encore  paru,  croyons- 
nous.  On  trouvera  une  démonstration  de  cette  propriété  dans  l'ouvrage  que 
M.  Tannery  vient  de  faire  paraître,  Introduction  à  la  théorie  des  fonctions 
d'une  variable,  p.  106.  (Librairie  Uermann,  8,  rue  de  la  Sorbonne.) 

Voici  la  distinction  qui  existe  entre  les  fonctions  continues  et  les  fonctions 
uniformément  continues. 

Pour  qu'une  fonction  continue  f(x)  soit  uniformément  continue,  il  faut  que 
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oui  10  a  ci  b,  doux  valeurs  Xq,  X  et,  dans  oet  intervalle,  inscri 
vous  /)  moyens,  Xi,  x^,...  Xy\  de  telle  sorte  que  nous  ayons 

Xo  <  x^  <  iTa  <...  Xp  <  x\  (A.) 

puis,  considérons  l'expression  U 
U  =  (j-i  —  cc,)f[^x,)  4-  (x^  —  x,)f{x,) ...  +  (X  —  Xp)f{Xp)  . . .  : 

Si  nous  imad^inons  que  p  croisse  indéfiniment  et  de  telle 
façon  que  l'intervalle  entre  deux  termes  consécutifs  quel- 
conques de  la  suite  (Aj  tende  vers  zéro,  la  limite  vers  laquelle 
tend  la  quantité  U  s'appellera  l'intégrale  définie  de  /'  (x) 
pour  Tintervalle  considéré  {x^,  X). 

Mais  cette  définition  ne  peut  être  acceptée  que  si  nous 
établissons  successivement  les  points  suivants  : 

1<*  V expression  U  a  une  limite; 

2°  Cette  limite  est  indé pendante  de  la  loi  d'insertion  des  moyens. 

Nous  aurons  encore  à  montrer  quelle  est  la  signification 
de  la  fonction  U  et  nous  établirons  enfin  que  la  dérivée  de  U 
par  rapport  à  X  est  égale  à  f(X). 

2.  Théorème  I.  —  L'expression  algébrique  U  a  une  limite. 
Nous  supposerons  que  ({x)  est  une  fonction  croissante  (^) 

dans  l'intervalle  (Xo,  X);  s'il  en  était  autrement  on  diviserait 

cet  intervalle  en    plusieurs    autres  séparés  par   les  valeurs 

limites. 
Pour  reconnaître  que,  dans  ces  conditions,  U  a  une  limite, 

nous  allons  montrer  que  U  est  une  fonction  croissante  restant 

inférieure  à  un  nombre  donné. 

Ton   puisse    assigner  un   nombre  fixe  e,  désigné   d'avance  et  tel   que    la 
différence 

/  [X  +  h]  -  f[x] 
soit  plus  petite  que  e,  h  étant  choisi  suffisamnient  petit,  et  cela  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  prises  dans  l'intervalle  considéré. 

Il  n'est  pas  évident  que  le  nombre  e,  nombre  qui  doit  être  le  même  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  existe  nécessairement.  Il  y  a  donc  là  matière  à 
démonstration  ;  mais  les  développements  qu'on  va  lire  ne  soulèvent  pas  cette 
question  délicate. 

(*)  Si  l'on  ne  veut  pas  faire  cette  hypothèse,  on  remplacera  dans  la  démon- 
stration qui  suit  les  différences  telles  que  (A  —  B),  par  mod  (A  —  B), 
expression  qui,  comme  l'on  sait,  représente  la  valeur  absolue  de  ladillérence 
A  —  B.  Suivant  la  notation  commode  proposée  par  Al.  Tannery  (loc.  cit.)  le 
module  de  A  —  B  se  réprésente  aussi  par    |  A  —  B  |  . 
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Insérons  entre  Xi  et  Xi^^  un  moyen  l  et  considérons  la 
nouvelle  fonction  Uj  ; 

U,  =  . . .  ($  +  ce,)  /■(«,)  +  (xh,  -  ?)  /(;)... 

Nous  avons  donc 
U,  -  U  ^  {l  -  x,)f{x,)  +  (x,^,  -  9/'©  -  (X^^i  -  ^.^(.T,), 
ou 

Les  deux  facteurs  qui  constituent  le  second  membre  de 
cette  identité  sont  positifs,  et  nous  pouvons  écrire 

Ui>U. 

Ainsi  la  fonction  U  est  croissante  quand  on  augmente  le 
nombre  des  moyens. 

Pour  établir  que  U  a  une  limite  il  faut  encore  reconnaître 
que  cette  fonction  ne  croît  pas  indéfiniment.  A  cet  effet, 
considérons  la  suite 

Tous  les  termes  de  cette  suite  sont  inférieurs  à  /"(X),  la 

fonction  f{x)  étant  supposée  croissante;  écrivons  donc 

U  <  (xi  —  a'o  +  (Ta  — Xi  +  . . .  -faîp  —  a?p_i  +  X  — a?p)/ÏX), 

ou 

u  <  (X  -  x,)f{T). 

Cette  inégalité  prouve  que  U  ne  croît  pas  indéfiniment  ; 

d'ailleurs  U,  comme  nous  l'avons  montré,   est  une  fonction 

croissante  ;  finalement,  U  a  une  limite. 

(A  suivre.) 

SUR  LE  POINT  DE  STEINER  ^ 

Par  fli.  IVeuberg,  professeur  à  fUniversité  de  Liège. 


Soient  A1A2A3  un  triangle  quelconque,  0  le  centre  du 
cercle  circonscrit,  G  le  centre  de  gravité,  H  le  point  de 
concours  des  hauteurs,  E  l'ellipse  circonscrite  dont  le  centre 
est  en  G.  Le  cercle  0  et  l'ellipse  E  ont  un  quatrième  point 
commun  RdontSteiner  a  signalé  les  propriétés  suivantes  (*): 

(*]  Journal  de  Crelle  t.  XXXII ,  p.  800  ;  Journal  de  Borchurdt,  t.   LXVII, 
p.  237;  Steiner's  Gesammelte  Werke,  t.  II,  p.  689. 
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Les  cercles  osculatcurs  à  l'ellipse  E  aux  points  A,,A2,A3  -^^ 
coupent  e/i  R  (*). 

La  normale  menée  par  R  à  l'ellipse  passe  par  le  symétrique 
de  H  par  rapport  à  G. 

Le  point  R  appartient  aux  trois  circonférences  qui  passent 
par  un  sommet  du  triangle  A^AjA,  et  par  les  sijmétriques  des 
deux  autres  sommets  pris  par  rapport  à  G. 

Ce  point  est  identique  à  celui  que  M.  Tarry  (**)  a  désigné 
par  la  lettre  R.  Cependant  ce  fait  paraît  avoir  passé  ina- 
perçu. 

Nous  proposons  pour  ce  point  la  dénomination  de  point 
de  Steiner. 

La  présente  note  a  pour  objet  l'étude  des  propriétés  du 
point  de  Steiner  et  de  quelques  autres  points  qui  s'y  rattachent. 

1.  Cherchons  d'abord  les  coordonnées  de  R. 

Les  équations  du  cercle  0  et  de  l'ellipse  E,  en  coordonnées 
normales  (distances  d'un  point  aux  côtés  du  triangle  de  réfé- 
rence) étant 

—  +  —  +!-  =  o,         -7^ h-^  +  T^^'O' 


0    .  On 


2  "^3 


les  coordonnées  de  R  sont  inversement  proportionnelles  aux 
quantités 

.  a^ial  —  al),     a^{al  —  aj),     a^ial  —  al). 
Les  coordonnées  barycentriques  (***)  de  R  sont  inverse- 
ment proportionnelles  aux  différences 

9  9  9  9  9  9 

al  —  flg,     al  —  ai,     a^  —  ar^ 
ou  aux  produits 
sin  Al  sin  (A2  —  A3),  sin  A2  sin  (A3  —  A^),  sin k^  sin  (A^  —  Ag). 

(*]  Nous  avons  signalé  une  généralisation  de  ce  théorème  dans  la  Revue 
de  l'Instruction  publique  en  Belgique,  année  1866,  et  dans  la  Nouvelle  Corres- 
pondance de  Catalan,  t.  IV,  p.  399.  On  peut  ausi^i  comparer  :  Journal  de 
Crelle,  t.  XXXVI,  p.  95  (Joac^imsthal),  Nouvelle  Correspondance,  t.  IV,  p.  393 
(G.  de  Longebamps),  et  la  question  du  concours  d'agrégation  des  sciences 
mathématiques  de  1882  (Nouvelles  Annales,  1884,  p.  273). 

(**)  Congrès  de  Rouen,  communication  de  M.  Brocard. 

(***)  Les  coordonnées  barycentriques  l-"-,,  pio,  \^^  d'un  point  M  sont  propor- 
tionnelles aux  masses  qui,  appliquées  aux  points  A,,  Ao,  A3,  ont  pour  centre 
de  gravité  le  point  M.  On  a 

p.,:  H2:  1^3  :=  a,ô,  :  «262:  «363- 
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On  en  déduit,  si  R^,  Rj,  R3  sont  les  points  de  rencontre  de 
RAi,  RA2,  RAg  avec  a^,  a^,  «3  : 


.2 


Ml  ^^iH^^   etc. 
A3R1       af  —  af 

2.  Quelques  propriétés  du  point  de  Steiner  résultent,  très 
simplement,  de  l'application  des  transformations  quadratiques 
au  cercle  0  et  à  l'ellipse  E.  Nous  ferons  usage  de  la  transfor- 
mation par  polarité  trilinéaire,  de  la  transformation  isogonale 
et  de  la  transformation  isotomique. 

Si  u^x^  -\-  u^x^  -\-  ligCCg  =  o  est  l'équation  d'une  droite  n 
rencontrant  les  côtés  du  triangle  fondamental  A^,  A2,  A3  en 
Nj,  N2,  N3,  les  conjuguées  harmoniques  des  droites  A^Nj, 
A2N2,  A3N3  par  rapport  aux  angles  A^,  Ag,  A3  du  triangle  ont 
pour  équations  u^x<^  —  1^3X3  =  o, .  .  .  :  elles  concourent  en  un 

même  point  N  dont  les  coordonnées  sont  — ,  — ,  — .  Nous  di- 

Ut  tvo  Xvq 

rons,  avec  M.  Mathieu  (Nouvelles  Annales,  1865,  p.  399), 
que  N  est  le  pôle  trilinéaire  de  n,  que  n  est  la  polaire  trili- 
néaire  de  N.  Si  nous  convenons  d'appeler  coordonnées  d'une 
droite  les  coefficients  m^,  u^,  u^  de  son  équation,  les  coordon- 
nées du  pôle  d'une  droite  sont  inversement  proportionnelles 
à  celles  de  cette  droite. 

D'après  cela,  si  l'on  considère  l'équation  d'une  conique  U 
circonscrite  au  triangle  de  référence  A1A2A3  : 

il  +  ^  +  -  =  o.  (1) 

on  voit  que  la  polaire  trilinéaire  d'un  point  quelconque  (x^, 
cCa,  ocs)  de  cette  courbe  passe  par  un  point  fixe  dont  les  coor- 
données sont  Li,  L2,  L3.  Ce  point  fixe  que  nous  appellerons 
pôle  d'homologie  de  U,  est  le  centre  d'homologie  de  A^AjAg  et 
du  triangle  T1T2T3,  formé  par  les  tangentes  aux  points  A^, 
A2,  A3  à  la  conique. 

On  verra,  de  la  même  manière,  que  la  conique  U  est 
l'enveloppe  des  polaires  trilinéaires,  par  rapport  au  triangle 
circonscrit  T1T2T3,  d'un  point  mobile  sur  l'axe  d'homologie 
des  triangles  TjTgTg,  A1A2A3. 

L'équation  (l)  exprime  aussi  que  la  droite  dont  les  coordon- 
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uées  sont ,  — ,  —  passe  par. le  point  Tj  ( —  Lj,  Lj,  Lg). 

Donc  si  une  droite  quelconque  menée  par  1\  rencontre  A^k^, 
AjAg  aux  points  Tg,  T'2,  le  point  d'intersection  des  droites 
A3T3,  AjT'j  engendre  la  conique  U  (cas  particulier  du  théo- 
rème de  Maclaurin). 

Appliquons  ces  notions  au  cercle  0  et  à  l'ellipse  E.  Soient 
KjiKJvg,  G^GaGg  les  triangles  polaires  de  A^AgAg  par  rapport 
à  ces  courbes.  Le  pôle  d'homologie  du  cercle  est  le  point  de 
Lemoine  K.  Celui  de  l'ellipse  est  le  centre  de  gravité  G;  les 
axes  d'homologie  sont,  respectivement,  la  polaire  k  de  K  par 
rapport  au  cercle,  et  la  droite  à  l'infini  g.  Par  conséquent  : 
i^  le  point  de  Sleinev  est  le  pôle  trilinéaire  de  la  droite  joignant 
le  point  de  Lemoine  au  centre  de  gravité;  2^  les  droites  K^G^, 
KjGj,  K3G3  se  confondent  avec  les  côtés  du  tîiangle  R^RaRg. 

(A  suivre.) 


NOTE  SUR  QUELQUES  POINTS  REMARQUABLES 

DU    PLAN    DU    TRIANGLE    ABC 
Par  Em,  lienioiue,  ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique. 


En  1873,  au  Congrès  de  l'Association  française  pour  l'avan- 
cement des  sciences  à  Lyon  (voir  les  comptes  rendus,  p.  94j, 
et  plus  en  détail  dans  ce  journal  voir  1883,  p.  5,  27,  etcj, 
nous  nous  soijimes  occupé  de  quatre  points  0^,  0^,  0^,,  0^  du 
plan  d'un  triangle  ABC,  tels  que  si,  par  l'un  d'eux,  on  mène 
des  parallèles  aux  trois  côtés,  elles  coupent  ces  côtés  en  six 
points,  sommets  d'un  hexagone  circonscrit  à  l'une  des  circon- 
férences qui  touchent  les  trois  côtés  de  ABC.  Nous  avons 
étudié  ces  points,  nous  avons  indiqué  leur  construction 
géométrique  et  calculé  leurs  coordonnées  en  notant  leur 
rapport  de  symétrie  avec  d'autres  points   remarquables  o)^, 

(i)a,   0)5,   COc. 

Nous  ajouterons  que  w^  est  le  point  que  M.  Brocard  (voir 
dans  ce  journal,  .1.884,  p.  207)   signale   comme  ayant  aussi 
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été  rencontré  par  Hochheim  dans  les  Archives  de  Grunert, 
tome  LII,  1871.  La  question  195  du  Journal  de  Mathématiques 
élémentaires  posée  par  M.  G.  Boubals  ravenant  à  la  construc- 
tion que  nous  avons  indiquée  pour  le  point  0^  (par  le  théo- 
rème XIII,  p.  52,  Journal  de  Mathématiques  spéciales,  1883) 
nous  allons  l'exposer  ici  un  peu  plus  en  détail. 

On  aura  de  même  une  construction  des  points  ©«,  0b,  0c  et 
par  suite  de  w^,  0)^,  0)5,  Wc. 

Voici  l'énoncé  de  la  question  19o  dont  nous  venons  de 
parler  : 

Par  les  sommets  d'un  triangle  ABC  on  mène  les  'parallèles  aux 
côtés  opposés  et  par  les  sommets  A^,  B^,  C^  du  triangle  ainsi 
obtenu  on  mène  encore  les  parallèles  aux  côtés  deKBÇl.  Démontrer 
que  si,  par  le  point  de  concours  0i  des  bissectrices  du  troisième 
triangle  A2B2C2;  on  mène  Us  parallèles  aux  côtés,  ces  parallèles 
déterminent  sur  les  côtés  du  triangle  ABC  des  points  qui  sont  les 
sommets  d'un  hexagone  circonscrit  a  un  cercle. 

On  voit  tout  d'abord  que  trois  des  côtés  de  l'hexagone 
étant  sur  les  côtés  de  ABC,  ce  cercle  est  le  cercle  inscrit 
dans  ABC. 

Les  deux  triangles  ABC,  A2B2C2  sont  homothétiques  et 
leur  centre  d'homothétie  est  le  centre  de  gravité  E  de  ABC, 
le  rapport  d'homothétie  est  1/4;  pour  avoir  le  centre  0^  du 
cercle  inscrit  à  A2B2C2,  il  faut  donc  joindre  E  au  centre  I  du 
cercle  inscrit  à  ABC,  puis  prendre  sur  El,  à  partir  de  E  et 
dans  le  sens  El  :  E0i  =  4EI. 

Or,  si  l'on  prend  CB  pour  axe  des  x,  CA  pour  axe  des  y, 

les  coordonnées  do  E  sont 

a      b 

3'     3* 

Celles  de  I  sont 

ab      ab 

2p'       2J9' 

donc,  celles  de  0^  sont 

0(26  —p)      b(2a  —  p) 

V        '  V 

et  ce  sont  précisément  celles  du  point  que  nous  avons  appelé 

01  loco  citato. 
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Les  points  0aj  0/,,  Bc   so  construisent  de  môme  avec  les 
centres  des  cercles  ex-inscrits  au  triangle  ABC. 

Remarque.  —  On  voit  facilement  que  les  distances  de  0^ 
aux  trois  côtés  BG,  AG,  AB  sont 

4r  —  ha,     4r  —  h,     4?'  —  hc 
et  celles  de  @c 

4^c  —  ha,     4?>  —  h,     —  4?*c  —  hc, 

désignant,  comme  d'ordinaire,  les  rayons  des  cercles  inscrit, 
ex-inscrit  au  triangle  ABG  et  les  hauteurs. 
Les  distances  de  co^  aux  trois  côtés  sont 

27^ha      2rhb       2rhc 

»  ■?  *  » 

Ta  n  Te 

de  même  pour  coa,  etc. 


SUR  LES  COURBES  PARALLELES 

ET    QUELQUES    AUTRES    COURBES    REMARQUABLES 
Par  M.  €t.  de  liong^cliatnps. 

(Suite,  voir  année  1885,  p.  269.) 


LES  ANTI-DÉ VELOPPÉES 

40.  —  Imaginons  une  courbe  U  et  la  normale  A  en  un 
point  A  pris  sur  cette  courbe;  soit  w  le  centre  de  courbure 
correspondant.  Si  nous  prenons 

AI  =  wA, 
le  lieu  décrit  par  le  point  I  est  une  certaine  courbe  V  qu'on 
peut  nommer  Vanii-développée  de  U,  pour  rappeler,  parce  mot, 
la  construction  précédente. 

Proposons-nous  de  déterminer  la  tangente  à  V,  au  point  I. 

A  cet  effet,  prenons  un  point  A'  voisin  de  A  et  répétons, 
pour  ce  point,  la  construction  que  nous  avons  faite  en  A.  Soit 
a  le  point  de  concours  des  deux  normales  ;  prenons 

Ip  :=  aw,       et       Vfj'  =:  aw', 

puis  imaginons  la  parabole  P  tangente  aux  droites  A,  A',  wco', 
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et  p(3'  a  son  axe  parallèle  à  H'.  En  effet,  si  nous  considérons 
le  triangle  apf/,  les  droites  ohm'  et  IF  sont  deux  transversales 

réciproques  de  ce  triangle  et 
ceci  (*)  établit  la  remarque 
en  question.  Observons  en- 
core que  le  foyer  de  P  appar- 
tient, par  une  propriété  con- 
nue, au  cercle  y  circonscrit 
au  triangle  coaco'. 

Passons  maintenant  à  la 
limite  et  supposons  que  la 
normale  A'  vienne  se  con- 
fondre avec  A.  La  limite  de  y 
est  un  certain  cercle  y'  bien 
déterminé  ;  c'est  le  cercle 
osculateur  au  point  w  à  la 
courbe  W,  développée  de  V, 
Nous  admettrons  que  l'on  sache  tracer  ce  cercle. 

Cherchons  la  position  limite  du  foyer  de  P.  Ce  point  appar- 
tient encore  au  cercle    circonscrit    au    triangle    app';   mais 

la  droite  AA'  est  parallèle 
à  SP'  et,  par  suite  la  posi- 
tion limite  de  pp'  est  cons- 
tituée par  une  droite  o 
passant  par  I  perpendicu- 
lairement à  A.  Le  cercle  aSf)' 
a  donc  pour  limite  le  cercle  y" 
décrit,  de  A  comme  centre, 
Y  avec  le  rayon  de  courbure 
pour  rayon. 

Les  cercles  y',  y"  se  cou- 
pent en  un  point  /'  qui 
représente  le  foyer  de  la 
parabole  P',  limite  des  pa- 
raboles P. 
Pu  point  I  partent  deux  tangentes  à  P';  ce  sont  justement 


;*)  Voyez    Journal  de  Mathéniuliiues  élémniUiires,  1885,  p.  25'j,  ^  71, 
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les  droites  A,  B  ;  si  nous  nicnous  /"'G  parallèle  à  A,  les 
aiiij^les  ?  et  2  étant  égaux,  le  théorème  de  Poncelet  prouve 
que  IG  est  un  diamètre  de  P'. 

Concluons  donc  que  IG  représente  la  position  limite  de  IV  ; 
c'est  la  tangente  à  l'anti-développée. 

41.  —  Voici  encore  un  lieu  géométrique  qui,  après  ce  que 
nous  venons  de  dire,  se  présente  naturellement  à  l'esprit. 

Prenons  encore  une  courbe  U  et  le  rayon  de  courbure  Ato, 
en  un  point  A  de  cette 
courbe;  puis  portons  cette 
longueur,  dans  un  sens 
déterminé,  sur  la  tangente 
au  point  A.  Nous  obtenons 
ainsi  un  point  J  qui  décrit 
une  certaine  courbe  ^  que 
nous  allons  considérer. 

Prenons  deux  points  voisins  J,  J'  sur  C  et  joignons  Jw  et 
J'w'  ;  les  droites  se  coupent  en  un  point  M  et  le  quadrilatère 
Mwaco'  est  évidemment  inscriptible;  soit  y  le  cercle  circons- 
crit à  ce  quadrilatère.  Observons  aussi  que  l'égalité  des  angles 

JMJ^  (oM(o',  AaA',  JêJ', 
prouve  que  les  quatre  points  J,  J' 
(3,   M    appartiennent  à    un  certain 
cercle  F. 

Cela  posé,  passons  à  la  limite 
et  supposons  que  la  normale  A' 
vienne  se  confondre  avec  A.  Le 
cercle  y  devient  le  cercle  de  cour- 
bure y' à  la  développée,  au  point  03; 
le  point  M  a  pour  position  limite 
le  point  M',  commun  à  y'  et  à  w  J  ; 
enfin  le  cercle  F  est  représenté,  à 
la  limite,  par  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  AM'J.  Si  Ton  prend  le  point  0,  centre  de  ce  cercle, 
la  tangente  cherchée  (limite  des  droites  JJ')  est  la  perpen- 
diculaire à  OJ,  au  point  J. 

[A  suivre.) 
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CONCOURS  D'AGREGATION  DE   1885 


Mathématiques  spéciales. 

Siolntion  par  M.  E.  Mosnat,  professeur  au  Lycée  de  Toulon. 

On  donne  une  sphère  S  et  sur'  celte  sphère  un  cercle  G  et  un 
point  T. 

^°  Démontrer  qu'il  y  a  deux  paraboloides  passant  par  le 
cercle  C  et  tangents  à  la  sphère  au  point  T  ; 

2'^  Lémontrer  que  les  axes  de  ces  paraboloides  sont  dans  un 
même  p' an  et  trouver  le  lieu  de  leur  poirit  d'intersection  quand 
le  point   r  se  meut  sur  la  sphère  ; 

5°  Dans  les  rnêmes  conditions,  trouver  le  lieu  des  sommets  de 
ces  paraboloides  ; 

4^  Soient  T  et  T  deux  points  diamétralement  opposés  sur  la 
sphère  S  ;  au  point  T  correspondent  deux  paraboloides  P  et  Q: 
au  point  T' correspondent  deux  autres  paraboloides  P'  et  Q' . 
Trouver  le  lieu  engendré  par  la  courbe  d'intersection  de  chacun 
des  paraboloides  P  e^  Q  avec  chacun  des  paraboloides  P'  et  Q'. 
quand  on  fait  varier  la  direction  du  diamètre  TT\, 

SOLUTION    ANALYTIQUE 

l*'  Prenons,  pour  axe  des  z,  la  droite  OC  qui  joint  les  centres 
de  la  sphère  S  et  du  cercle  G  :  pour  axes  des  x  et  des  y, 
deux  droites  rectangulaires  menées  par  0  parallèlement  au 
plan  du  cercle  G.  Les  équations  de  la  sphère  et  du  plan  du 
cercle  seront  alors 

œ'  +  î/'  +  -s'  —  R2  =  o 
z  —  h  =^  o. 
Soient  x^,  y^,  js^,  les  coordonnées  du  point  T  situé  sur  la 
sphère  ;  Téquation  du  plan  tangent  en  ce  point  sera 
^^i  +  yyi  +  2^1  —  R'  =  o. 
Une  surface  du  second  ordre  passant  par  le  cercle  G  et  tan- 
gente en  T  à  la  sphère  S,  peut  être  considérée  comme  ayant 
deux  courbes  planes  communes  avec  cette  sphère.  Son  équa- 
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tioii  est  donc,  en  clésignaut  par  >,  un  paramètre  arbitraire, 
Hx''  +  !/'  +  z'  —  R^)  +  -^{^  —  h) 

{xx^  -f  yyi  +  ^-1  —  i^')  =  o .  (1) 

Cette  surface  sera  un  paraboloïde,  si  les  plans  du  centre 
sont  parallèles  à  une  même  droite.  Or,  ces  plans  ont  pour 
équations 

Ix  +  (z  —  h)  x^  =  o, 
'>^y  +  (^  —  h)yi  =  0, 

As  -[-  (^  —  ^^)  -^1  +  ^^1  +  yVi  4"  ^^1  —  R^  =  o, 

et  les  deux  premiers  sont  parallèles  à  la  direction 

X  y  z 

x^~y^~  —a' 
le  troisième  sera  parallèle  à  cette  direction,  si  l'on  a 

X^-j-  2XjZi  —  (R2  —  J3?)  =  0. 

Telle  est  la  condition  que  doit  vérifier  le  paramètre  l,  pour 
que  l'équation  (1)  représente  un  paraboloïde. 

Cette  équation  du  second  degré  en  X  admet  toujours  deux 
racines  réelles  qui  sont 

>.'  =  —  jj,  —  R,  X"  =  —  2,  +  R, 

ce  qui  nous  prouve  qu'il  y  a  deux  paraboloïdes  P  et  Q  répon- 
dant à  la  question.  Les  équations  de  ces  paraboloïdes  sont  : 
{z^  +  R)(cc2  +  2/'  +  2'  --  R')  —  2(J3  —  h) 

(XX,  +  yy,  +  2^1  -  R^)  =  o  (P) 

(Zi  —  R)(X2  4-  7/2  4-  i32  —  R2)  —  2{Z  —  h) 

{XX,  +  yy,  +  zz,  —  R^)  =  o .  (Q) 

Il  importe  de   remarquer  que    l'on  passe  de  l'une  de  ces 

équations  à  l'autre  en  changeant  le  signe  de  R.  Tous  les  calculs 

faits  pour  l'un  des  paraboloïdes  s'appliqueront  à  l'autre,  en 

changeant  R  en  —  R. 

2°  Cherchons   l'axe   du  paraboloïde  P.  Nous    savons   que 

cet  axe  est  le  diamètre  conjugué  du  plan  perpendiculaire  à  la 

direction  des  diamètres  : 

E  =  y.  =     ^ 

^i         2/i        ^1  +  R 
Ses  équations  sont  donc 

f'x     f'y        f's 


Xi       Vi      ^1  +  R 
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OU 

_  (^1  +  R)  ^  —  (^  —  ^0  ^1  —  {x^i  +  yvi  +  ^^1  --  R') 

.,  +  R 
ou,  en  simplifiant, 

X  y  R  (2z  —  h)  — {xx^  +  î/î/i  —  R2) 

Les  équations  de  l'axe  du  paraboloïde  Q  s'obtiennent  en 
changeant  le  signe  de  R,  ce  qui  donne  : 

X y —  R(2^  —  h)  —  (xx^  +  yy^  —  B^) 

Xi~  yi~~  (^1  —  ^)^ 

Ces  deux  axes  sont  contenus  dans  le  plan  ayant  pour  équa- 
tion 

x_  _^ 

x^       !/i 

c'est-à-dire  dans  le  plan  passant  par  Taxe  des  z  et  le  point  T. 

Supposons  que  le  point  T  soit  dans  le  plan  des  zy^  l'axe 

du  paraboloïde  P  sera  dans  ce  plan  et  aura  pour  équation 

x  __  R(2iz  —  h)  —  (xx^  —  R^) 

^-        K+w        ' 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs  et  en  simplifiant, 
2x{zi  +  R)  —  Zi{2z  +  R  —  h)  =:  o. 

L'axe  du  paraboloïde  Q  aura  pour  équation,  dans  ce  plan, 
2x{Zi^  —  R)  —  x^(2z  —  R  —  h)  =  o. 

On  peut  observer    que  la    première    droite  passe  par   le 

point  fixe  D  (a;  =  o,    js  = j,  lorsque  T  varie  sur  le  grand 

cercle  de  S  situé  dans  le  plan  zx.  Dans  les  mêmes  conditions, 
la  seconde  droite  passe  par  le  point  D'  Ix  =  o    z  = 


2 

Ces  points  sont  situés  sur  OC  et  sont  les  milieux  des  por- 
tions CB,  CB'  de  ce  diamètre. 

Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  axes,  lorsque  T  décrit 
le  cercle  précédent,  s'obtient  en  éliminant  x^  et  z^^  entre  les 
deux  équations  des  axes  et  la  suivante  :  xf  -\-  zl  =  R^ 

Retranchons,  membre  à  membre,  les  équations  des  axes, 


JOURNAL    DE     MATHÉMATIQUKS    SPÉCIALES  17 

nous  aurons 

^Rx  —  2Ra^i  =  o, 
d'où  l'on  tire 

Xi  =^   IX. 

Portons  coite  valeur  de  x^  dans  la  première  de  ces  équa- 
tions, et  divisons  par  ix^  quantité  qui  n'est  pas  nulle,  en 
général  ;  il  nous  viendra,  en  simplifiant, 

J3j  =    2S  h. 

Le  lieu  cherché  a  donc  pour  équation 

{2XY  +  (23  —  /l)2  —  R2  =  o 


C'est  un  cercle  ayant  pour  centre  le  milieu  de  OC  et  pour 
rayon  la  moitié  de  celui  de  la  sphère. 

Pour  obtenir  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  axes, 
lorsque  le  point  T  décrit  la  sphère  S,  il  suffit  de  faire  tourner 
le  plan  zx  de  36o"  autour  de  oz.  Le  lieu  cherché  est  alors 
engendré  par  la  révolution  complète  du  cercle  précédent 
autour  de  oz.  Ce  lieu  est  une  sphère  ayant  même  centre  et 
même  rayon  que  le  cercle  considéré.  Son  équation  est 

3°  Pour  chercher  le  lieu  des  sommets  du  paraboloïde  P,  nous 
supposerons  que  le  point  T  se  déplace  d'abord  dans  le  plan  zx. 
Ce  lieu  s'obtiendra  en  éliminant  x^  et  z^  entre  les  équations  : 
(i)  {z^  +  R)(x2  +  s2  —  R2)  _  2(s  —  h){xx^  +  zz^  —  R^)  =  o, 

(2)  K  +  R)x  -  xh  +  ^^^)  =  o, 


(3)  cc?  +  3?  — R2==o. 

Les  équations  (3)  et  (2)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

R  +  ;z,  ^       x^      "^  ^  4-  R  —  /^  ' 

3 

d'oii  l'on  tire  : 

^    /      ,    R  —  /i\                         /     ,   R  —  /i\2 
2Rcc  jsH [z-\ —X'' 


^i  =  -. 5 — r-o ;        ^,  =  R 
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Portons  ces  valeurs  dans  Téquation  (1)  et  simplifions  ;  il 
vient  : 

(4)  (z  +  ^-^)\^'  +  ^'-  R^)  -i^-h) 

x\z  —  h)  +  (^  —  ^)(z  H ^^^^^V     =  0, 

ou,  encore, 

Cette  équation  représente  une  courbe  C'^  du  3*^  ordre,  sy- 
métrique par  rapport  à  l'axe  des  z,  et  asymptote  à  la  droite 

z  =  .  Cette  droite  rencontre  l'axe  des  z  au  milieu  de 

4 
CJ),  car  on  a 


3h  —  R       h  + 


4  2 

La  courbe  C^  est  comprise  entre  son  asymptote  et  la  droite 
s  =  R,  elle  passe  par  les  points  cycliques  et  par  les  points 

du  cercle  G  situés  dans  le  plan  zx.  Le  point  D  Iz  =:: j 

est  un  point  double  isolé. 

Le  lieu  des  sommels  des  paraboloïdes  P,  lorsque  le  point 
T  décrit  la  sphère,  est  la  surface  de  révolution  obtenue  en 
faisant  tourner  cette  courbe  autour  de  oz. 

L'équation  de  cette  surface  est 

(x^  +  tf)  [^z+—-—j  +  (^  -  R)  (^  +— J-j   =  o. 

Le  lieu  des  sommets  des  paraboloïdes  Q  s'obtient  en  chan- 
geant le  signe  de  R  dans  l'équation  précédente.  C'est  une 
surface  de  révolution  de  même  forme  que  la  précédente  et 
dont  la  méridienne  a  pour  équation 

Cette  courbe  du  troisième  degré  D^  symétrique  par  rapport  à 
l'axe  des  ;s,estcomprise  entre  les  droites  z  =  — R,  ;s= . 
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Cette  dernière   droite  coupe  l'axe   des  z  au  milieu  de  CD': 
elle    est    asymptote   i\    Y)'\   La    courbe   passe    aussi   par   les 

points  cycliques  et  admet  le  point  D'  (.r  =  0,  j3  = j 

pour  point  double  isolé. 

4°  Les  équations  des  paraboloïdes  P'  et  Q'  correspondant 
au  point  T',  diamétralement  opposé  de  T,  s'obtiennent  en 
changeant  x^^  t/^,  z^  en  x^,  —  î/j,  —  z^,  ce  qui  donne  : 

(-  Z,  +  R)  {X-  +  ^2  +  ;3^  _  R^)  +  2   (^  -  h) 

{xx,  +  yij,-\-zz,-\-'R')  =  o  F 

-  {z,  +  R)  {X^  +  t/^  +  ^^  _  R^)  +  2  (^  -  h) 

(xx^  +  yVi  +  --1  +  R2)  =  o       ^  Q' 

Pour  obtenir  le  lieu  engendré  par  la  courbe  d'intersection 
des  deux  paraboloïdes  P  et  P',  lorsque  la  direction  TT' 
varie,  nous  ajoutons,  membre  à  membre,  les  équations  de 
P  et  P'  ;  il  vient,  en  divisant  par  2R, 

^'  +  ^'  +  -2'  —  I^'  H-  2R  (z  —  h)  =  o. 
Ce  lieu    est  donc   une  sphère  passant  par  le  cercle  G   et 
ayant  pour  centre  le  point  B  (0,  0,  —  R). 

L'intersection  des  deux  paraboloïdes  Q  et  Q'  engendre  la 
sphère 

«'  +  2/'  +  ^'  —  R'  —  2R  {z  —  h)  =  o, 
dont  le  centre  est   le    point  B'  (0,0,  R)  et  qui  passe  aussi 
par  le  cercle  G. 

En  ajoutant  les  deux  premiers  membres  des  équations  P 
et  Q',  il  vient 

4R2  (z  —  h)  =  o, 
ce  qui  montre  que  le  lieu  de  la  courbe  d'intersection  de  ces 
paraboloïdes  se  compose  du  cercle  G  et  du  plan  de  l'infini. 
Il  en  est  de  même  de  l'intersection  des  paraboloïdes  P'  etQ. 
Nous   allons  maintenant  reconnaître    les  résultats    précé- 
dents, par  des  considérations  géométriques. 

(A  suivre.) 
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QUESTION  U'EXAMEN 


1,  —  Le  nombre  des  solutions  positives  de  V équation 

ax  +  by  rzz  c,  (1) 

dans  laquelle  a,  b,  c,   désignent  trois  nombres  positifs  est  égal 

au  nombre  des  unités  renfer^mées  dans  le  rapport  —  ;    ou  égal 

à  ce  nombre  augmenté  de  l'unité. 

En  effet,  les  formules  de  résolution  sont,  comme  l'on  sait  : 
X  =Xo  —  b(,  y  —  7j„  +  at  ; 
dans  les  égalités,  Xo  ijo  désignent  une  première  solution  entière 
et  t  représente  un  entier  arbitraire. 

Crnsidérons  la   droite  D  qui   correspond   à  Téquation  (1)  ; 

elle  coupe  les  axes  de  co- 
ordonnées que  nous  sup- 
poserons d'ailleurs  rectan- 
gulaires en  deux  points  P 
et  Q  et  l'on  a 

pq2  ^  1  +  i. 

^  a''  ^  b' 


c' 


a'b^  ^      ^      ^ 


d'où 


PQ    =  -r  s/a""  +  b\ 
ab 

Soit  No  le  point  qui  cor- 
respond à  la  solution  première  Xo,  ijo-  Pour  avoir  la  solution 
voisine  il  faut  prendre  MoH  =  a,  et  M^K  rn:  6  ;  les  parallèles 
aux  axes  de  coordonnées  menées  par  les  points  H  et  K  se 
coupent  sur  PQ  en  un  point  M^  et  l'on  a 

MjMo'  =  «'  +  ^'' 
ou 

MiMo  =  s/a^  +  b\ 
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On  a  doue 

PQ  =  £.  M,M,. 
ab 

Si  l'ou  pose 

M«M,  =  0, 
on  aura 

l  MoP  =.  uO  -\-  d,     (o  <  a  <  0) 

|m„Q   :=::  i;9    +    p,       (o^p<0).  (i) 

D'après  cela,  le  nombre  des  segments  de  longueur  8 
compris  entre  les  points  P  et  Q  est  égal  k  u  -\-  v  et  le  nombre 
des  points  marqués  sur  PQ,  points  auxquels  correspondent 
des  solutions  entières,  est  u  -{-  v  -\-  i.  Le  nombre  des  solu- 
tions positives  de  l'équation  proposée  est  donc  égal  aiU-{-v-\-i. 

D'autre  part,  si  l'on  a 

PQ  =  ,.0  +  y,     (0  <   Y  <  0),  (2) 

la  comparaison  des  formules  (1)  et  (2)  prouve  que  l'on  a 

ou,  dans  d'autres  cas, 

suivant  que   a  -f-  P  6st  compris  entre  zéro   et  6,   ou  entre  0 
et  2Ô. 

Concluons  donc  que  le  nombre  des  solutions  entières  et 
positives  de  l'équation 

ax  -\-  by  =  c  {a.  b,  c  positifs) 

est  égal,  suivant  les  cas,  au  plus  grand  entier  contenu  dans 

c 

— -,  -ou  à  ce  nombre  ausmenté  de  l'unité. 
ab  ^ 

Ce  théorème  dû.  à  Paoli  est  connu  depuis  longtemps  (*),  la 
démonstration  précédente,  remarquable  par  son  extrême  sim- 
plicité, est  due  à  M.  Ed.  Lucas  (**).  Le  cas  général  est  celui 
où  l'on  demande  le  nombre  des  solutions  positives  de  l'équa- 
tion 

ax  -{-  by  -{-  cz  -\'  ,..-{-  It  =z  a, 
dans  laquelle  a,  5,  c,  ...  /,  a  désignent  des  nombres  entiers 
positifs;  X,  y,  z-,    ...   t  représentant  les  inconnues. 

(*)  Voyez  Exercices  d'analyse  numérique,  par  A.  Le  Besgue;  1^59,  p.  52. 
(**)  Voyez  Arithmétique  de  Cesaro;  lettres  à  M.  Hermite. 
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Euler  s'est  occupé  de  cette  question  et  rapporte  la  solu- 
tion à  la  règle  dite  Régula  cœci  qu'il  a  nommée  aussi  Régula 
virginum  (*). 

(A  suivre.)  (G.  L.) 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M,  Vigarié,  élève  externe  à  l'Ecole  des 
Mines,    sur  le  triangle  arithmétique  de  Pascal. 

Dans  son  traité  général  des  nombres,  Nicole  Tartaglia 
(1500-15o9)  a  tracé  la  figure  suivante  (voir  l'Histoire  de^ 
Mathématiques  de  Ferdinand  Hœfer,  p.  342)  pour  montrer 
la  formation  successive  des  coefficients  des  diverses  puis- 
sances du  binôme  à  partir  de  la  deuxième. 

2 

3        3 
464 
5        10      10       5 
6      1 5      20      1 5        6 
7      21      35      35      21        7 
8      28     56      70     56      28      8 
9     36     84   126     126   84      36     9 

Cette  table  se  construit  facilement.  Elle  donne  le  triangle 
arithmétique  de  Pascal  avec  beaucoup  plus  de  symétrie  que 
celle  qui  est  généralement  employée. 


ÉCOLE  CENTRALE  (OCTOBRE  1885) 


Géométrie  analytique. 

On  donne  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  OX,  OY 
et  une  droite  AB  définie  par  son  coefficient  angulaire  m  et  son  ordonné  ■  à 
l'origine  /;,  et  l'on  demande  : 

(*)  Le  Besgue,  loc.  cit.,  p.  77.  Voyez  aussi  sur  ce  sujet  :  Terquem;  Nou- 
velles i4nna/e5,  janvier  1859,  et  Sylves^er,  Philosophical  Magazitie,  nov .  1858. 
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1°  De  trouver  la    direction  des  diamètres  des    paraboles  tangentes  à  l'axe 
des  Y  .111  point  H  où   il  est  coupé  par  la  droite  AU,  et  ayant  leurs  foyers  sur 
cetio  dtM'nicre  droite. 
2"  D'écrire  l'éiiuation  générale  de  ces  courbes. 
30  De  construire  le  lieu  de  leurs  souimels. 

4^^  De  construire  le  lieu  des  points  où  leurs  tangentes  sont  parallèles  à  OX. 

5"  De  construire  le    lieu  des  pùles  de  l'axe  des  X  relativement  aux  j)ara- 

boles  considérées   [c.n  d'autres  termes,  par  les  deux  points  d'intersection    de 

cliaijuo  i)arabole  as  ce  l'axe  des  X,  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe,  et  on 

demande  de  trouver  le  lieu  des  points  d'intersection  de  ces  tangentes}. 

Triangle. 
Calculer  les  angles  et  la  surface  d'un  triangle  connaissant  les  trois  côtés  : 

a  =  2543'", 400 
b  =  2332™, ySi 
c  =  2  597'", 808. 
Épure. 
Construire  les  projections  et  le  développement  de  la  partie  de  la  surface  des 
deux  nappes  d'un  cône    de  révolution  comprise  entre   la    surface  d'un  cube 
et  celle  de  la  sphère  inscrite  dans  ce  cube;  le  cube  et  la  sphère  sont  sup- 
posés transparents. 

Le  cube  dont  le  côté  ao"'ioo,  est  situé  dans  le  dièdre  antérieur  supérieur, 
et  deux  de  ses  faces  sont  dans  les  plans  de  projection. 

Le  cône  a  son  sommet  au  point  le  plus  haut  de  la  sphère  inscrite,  son  axe 
est  parallèle  à  la  hgne  de  terre,  et  son  angle  au  sommet  est  de  120°. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  obtenir  un 
point  quelconque  des  projections  et  des  développements  des  lignes  d'inter- 
section et  les  tangentes  en  ces  points. 

Ces   constructions  seront  succinctement    expliquées  à    l'aide  d'une  légende 
placée  au  bas  de  l'épure. 
Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 
Titre  intérieur  :  Intersections  de  surfaces. 

Placer  la  ligne  de  terre  à  égale  distance  des  grands  côtés  de  la  feuille,  et 
les  projections  du  centre  du  cube  à  o'"ioo,  du  bord  de  gauche  du  cadre. 


CHOIX  DE  QUESTIONS  ORALES 

POSÉES  AU  CONCOURS  POUR  L'ÉCOLE  DE  SAIiNT-ÉTlENNE  EN  1885 


Trouver   la  vraie  valeur  de  xLx  quand  x  tend  vers  zéro  (sans  employer  la 
règle  de  l'Hôpital). 

—  Que  pensez-vous  de  la  série  suivante? 

X         x^         x^  X» 

I  2^         3'  n" 

—  Lieu  des  sommets  des  paraboles  dont  on  donne  un  point  et  le  point  de 
rencontre  des  directrices  et  des  axes. 

—  Lieu  enveloppe  du  eôté  d'un    angle  droit  dont  l'autre  côté  passe  par  un 
point  fixe  et  dont  le  sommet  s'appuie  sur  une  droite  fixe. 

I 

—  Fonction  primitive  de  -r . 

^  X-  —  :> 
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—  Quand  la  courbe  représentée  par 

—  5x'^  +  J 

x^  -\-  mx^     ^ 
a-t-elle  des  asymptotes  obliques  à  l'axe  oy^. 

—  Variations  de  y  =  x^  x  allant  de  o  à  oo. 

—  Etablir  directement  la  dérivée  de 

y  =  arc  tg  x^ . 

p2  —    2p    +    I. 


—  Construire 

—  Construire 


w  = 


P+  I 
X'  —  2/^  +  ixy  —  X  —  y  =:  o. 


(A  suivre.) 


QUESTIONS  PROPOSEES 


187.  —  Construire  la  courbe  représentée  en  coordonnées 
rectangulaires  par  l'équation 

y  —  lo^x  +  tang  (^  —  œj, 

les  logarithmes  étant  pris  dans  le  système  népérien. 

188.  ~  Même  question,  l'équation  de  la  courbe  étant 

y  =z  log  X  -f-  tang  ( h  ^)-       (^'  Realis), 


Nota.  —  La  question    77,  dont   une  solution  a  paru  dans  le  numéro  de 
Décembre  dernier,  a  été  résolue  par  MM.  Léon  Clément,  du  lycée  de  Rouen; 
Amaury  deKerdrel,  du  lycée  de  Brest,  et  Henri  Ferval,  élève  du  lycée  Henri  IV 
classe  de  M.  Macé  de  Lépinay). 


Nota.  —  L'abondance  des  matières  nous  oblige  à  reporter  au  prochain 
numéro  un  article  bibliographique  que  nous  avons  consacré  au  livre  que 
M.  Kot'hler  vient  défaire  paraître  chez  Gauthier-Villars,  et  qui  a  pour  titre; 
Exercices  de  géométrie  analytique  et  de  géométrie  supérieure.  Mais  nous 
voulons  pourtant  signaler  dès  maintenant  ce  livre  à  nos  lecteurs. 

Le  numéro  en  question  contiendra  aussi  les  matières  et  leçons  qui  forment 
le  programme  du  concours  de  l'agrégation  pour  1886,  ce  document  nous 
ayant  été  demandé  de  divers  côtés.  G.  L. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE   (ENIKAIE  UKS  PHIMINS   DE   FER.  —    IMPRIMERIE   CHAIX. 
HUE   bERGERE,    20,    PARIS.—   29020-O. 
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LA  PREMIÈRE  LEÇON  DE  CALCUL  INTEGRAL 

Par  M.  G.  de  l>on)[{^chanip«t. 

[Suite,  voir  |).  3.) 


Théorème  II.  —  La  limite  de  la  fonction  U  est  indépen- 
dante du  nombre  et  de  la  loi  des  moyens  insérés  dans  l'inter- 
valle donné  x^,,  X. 

Cet  énoncé  sous-ontend  pourtant  :  1^  que  le  nombre  des 
moyens  augmente  indéfiniment;  2*^  que  l'intervalle  entre 
deux  moyens  consécutifs  quelconques  tend  vers  zéro. 

Soit 

Xo,  iCi,  ...  Xp,  X,  ^A.) 

une  première  suite 

Xo  <C  ^1  \  •  •  •  <C.  ^p  <C  X. 

A  cette  suite  correspond  une  fonction  U   : 
U  =  (a-,  —  Xo)f{Xo)  +  (x,  —  x,)f{x,)  . . .  +  (X  —  Xp)f(xp). 
Prenons  maintenant  une  deuxième  suite 

Xo,  Ôi,  O2»  ...,  Ôî,  X,  (B) 

ac^o  <  Oi  <  Ô2  •  •  .  <  Ôî  <  X, 
et  soit  V  la  fonction  correspondante  ; 

V  =  (Ô,  -  Xo)f(:Xo)  +  (0,  -  6,)/'(0,)  -}-...+  ^X  -  0,)/-(0,). 
Je    suppose    maintenant   que  l'on   considère  la  suite  des 
moyens  x,  0  et  qu'on  les  range  par  ordre  de  grandeur  crois- 
sante, ce  qui  donne  une  troisième  suite 

Xo,  Oi,  Xi,  ...  Xt,  0„  0^+1,  ic,+i  ...  ôç,  X.  (G) 

A  cette  suite  correspond  encore  une  fonction  \V  : 
^Y  =:  (0,  -  .r,)/'(./'J  .  .  .  +  (X  -  0,)A0,) 
que  nous  allons  comparer  successivement  à  U  et  à  V. 

Supposons  qu'entre  Xt  et  j^^+i  il  n'y  ait  aucuo  moyen  0;  dans 

ce  cas,  les  termes  correspondants  de  U  et  de  W  dispara  ssent. 

MaiS;  en  général,  nous  rencontrerons,  dans  cet  intervalle, 

un   ou    plusieurs    moyens  0  ;    de    telle    sorte    que    dans   la 

suite  (G)  nous  trouverons 

...  Xt,  Si,  Xt+i  ...  (1) 

JOURNAL   DE   MATH.    SPÉC.    1886.  2 


26  JOURNAL    D£    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 

OU 

...  Xu  Ot,  Oi+i,  .Xf+i  ...  (2) 

etc. 

Comparons  les  suites  U  et  W  dans  l'intervalle  de  x^  à  Xt+i. 
Nous  avons,  dans  l'hypothèse  (1), 

U  :^  .  . .  (a?,+i  —  Xt)t\x^  .  . . 
.        W  =:  .  .  .  (0,  —  x^)|\xt)  +  (x-,+1  —  Ô,)/'(Ô,)  .  .  . 
Observons  que  le   terme  mis    en    évidence  dans  U  peut 
s'écrire 

{  (O^HI  —  9J  +  {^i  —  ^i)  \  t\^t)' 

Dans   la    différence  W  —  U  nous   rencontrerons   donc  le 
terme  A«, 

k^  =  {X^^,  -  ^,)\f{0,)  -  f{x,)\ 

et  nous  avons,  par  conséquence, 

^t<{x,^i  —  xt)\t\^,-f{x,)\ 
et,  à  fortiori, 

Aï  <  (,T(  +  i  —  Xt)  j  f{Xt^i)  —  f{Xt)  j. 

Prenons  maintenant  l'hypothèse  qui  correspond  au  grou- 
pement (2).  Nous  avons  alors 

^\  ^  ..    (0, - x^)  f  {X,)  +  (0,^1  -  e,)  f  (8,) 

+  {Xt^i  —  ^l^i)  f  i^i^i)  +  ... 

D'autre  part,  U  peut  s'écrire 
U  :h:  .  .  .  (0,  —  cc«  -f  0i+i  —  0i  +  x,+i  —  0,+i)  /  (x,).  .  . 
<    Dans  la  suite  W  —  U  entre  Xt  et  Xt+^  se  trouvent  des 
termes    dont   nous   désignerons  l'ensemble    par    B,;  en  po-- 
sant 

B,  =  (0,+i  —  Oi)[f  (0,)  —  f  (ce,)] 
+  (cc,+i  — 0i+i)[/-(9i+i  — /'(cc,)].^ 
La  fonction  étant  croissante,  nous  pouvons  écrire 
B,  <  (0..,i  -  0,  -f-  x,^,  -  0,>i){/  (0,)  -  f  (X,)}, 
ou 

A,<(cc,+i-  901/" (90  — /(«ï'^)} 
et,  à  fortiori 

Bt<:{xt+i  —Xt)\f{Xt+i)  —  f(xt)]. 
Le    raisonnement    précédent  est  évidemment   général    et 
peut  se  répéter  tout  le  long  du  développement  de  la  fonction 
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\V    —  U,  quel  que    soit    le    nombre  des   moyens  0   qui   se 
trouvent  placés  entre  deux  autres  moyens  x  consécutifs. 
Nous  avons  donc  : 

W  -  u  <  2  (x,„  -  .«,)!/■  te,+,)  -f{:r')\. 
Il  est  maintenant  facile  de  conclure. 
Si  nous  désignons  par  s  la  plus  grande  des  différences 
/•  ix^)  —  f{x,)  ...  f  (xtri)  —  /■  {x,)  . . . 
nous  avons,  à  fortiori^ 

W  —  U  <  £  (a?,  —  a;,,  +  ./'.^  —  .Xi  ...  —  X  —  .x^), 


ou 

et  finalement 


W  —  U  <  £  (X  —  X,). 


liin  (W  —  U)  =  o. 
Nous  pourrions  démontrer  de  même,   par  la  comparaison 
des  fonctions  V  et  W,  que 

lim  (V  — \V)rzr  o; 
concluons  donc  que 

lim  U  =  lim  V  (*).  (A  suivre.) 


(*)  Dans  une  note  accompagnant  le  commencement  du  présent  article 
[Journal,  p.  3)  j'ai  dit  que  dans  tous  les  traités  de  géométrie  élémentaire  la 
définilion  générale  de  l'aire  d'une  courbe  n'était  pas  abordée  et  justifiée. 
Comme  on  me  l'a  fait  observer,  cette  assertion  est  trop  exclusive  et  elle  ne 
concerne  pas  notamment  le  Traité  de  Géométrie  de  M.  Vacquant  que  j'avais 
lu,  alors,  incomplètement.  On  trouve  en  effet  (p.  526  et  suivantes)  une  expo- 
sition rigoureuse,  d'après  une  méthode  due  à  M.  Tannery,  de  la  définition 
de  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  plane  ou  gauche  et  celle  des  aires  des 
surfaces  planes  limitées  par  des  contours  curvilignes,  avec  les  justiflcations 
nécess  dres. 

A  propos  du  même  article,  nous  avons  reçu  une  lettre  de  M.  Catalan,  qui 
nous  demande  une  rectification  portant  sur  Idi  priorité  à.  laquelle  il  croit  avoir 
droit,  relativement  à  rinirodu.-.tion,  dans  l'en-seignement  et  dans  ses  ouvrages, 
d'une  délinition  rigoureuse  de  l'aire  des  surfaces  planes  à  contours  curvi- 
lignes et  il  nous  renvoie,  dans  ce  but,  à  son  Traité  de  Géométrie  dont  la 
première  édition  a  paru  en  1843.  li  est  vrai,  ajoute  M.  Catalan  dans  la  lettre 
à  laque  le  nous  faisons  allusion,  que  j'ai  avoué  mon  impuissance  à  démontrer 
que  la  limite  est  indépendante  du  moyen  de  décomposition.  Mais,  il  nous  semble 
que  c'est  piécisément  là  le  point  délicat;  et  la  définition  donnée  n'est  justifiée 
que  s'il  est  complètement  et  rigoureusement  établi.  M.  Catalan  n'en  a  pas  moins 
le  grand  mérite,  si  la  priorité  qu'il  réclame  est  exacte,  comme  je  le  crois, 
d'avoir  le  premier  soulevé  ces  intéressantes  questions  portant  sur  la  délinition 
de  la  longueur  des  arcs  et  sur  celle  des  aires  limitées  par  des  courbes,  et  de 
les  avoir  résolues;  sauf  le  point  (mais  encore  une  fois  il  est  essentiel)  qu'il 
avait  réservé. 
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SUR  LE  POINT  DE  STEINER 

Par  J.  IVeuberg»  professeur  à  l'Université  de  Liège 
[Suite,  voir  p.  6.] 


4.  —  M  étant  un  point  quelconque  du  plan  A^AjAg,  les 
symétriques  des  droites  A^M,  A^M,  AgM  par  rapport  aux 
bissectrices  des  angles  A^,  Aj,  Ag  du  triangle  fondamental 
concourent  en  un  même  point  M',  dont  les  coordonnées 
normales  sont  inversement  proportionnelles  à  celles  de  M. 
Les  points  M  et  M',  qui  sont  les  foyers  d'une  même  conique 
inscrite  à  A^AjAg,  sont  appelés  conjugués  isogonauXy  ou 
inverses,  ou  confocaux  (*). 

L'équation  (1)  exprime  que  le  point  ( — ,  — .  — j  est  situé 

sur  la   droite  (Lj,  Lg,  L3),  qui    est  la  polaire  trilinéaire  du 

point   (— j  —  '   T~)*    -^"^^^   toute    conique   circonscrite  au 
\Lj     L2     L3/ 

triangle  de   référence  est   la  transformée    isogonale   de    la 

polaire  trilinéaire  du  point  conjugué  isogonal  avec  le  pôle 

d'homologie  de  la  conique. 

En  particulier,  la  circonférence  A^AjAg  est  la  transformée 
isogonale  de  la  droite  à  l'infini,  et  l'ellipse  E  celle  de  la 
droite  k.  Par  conséquent,  le  point  de  Steiner  est  conjugué 
isogonal  avec  le  point  situé  à  Vinjini  sur  k. 

Autrement  dit,  le  point  de  Steiner  e^t  le  foijer  de  la  parabole 
inscrite  au  triangle  A^AjAg,  qui  a  pour  directrice  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  H  sur  la  droite  -ÊlH;  ou  encore,  la  droite 
de  Simson  du  point  de  Steiner  par  rapport  au  triangle  A^AgAg 
est  parallèle  au  diamètre  OK  du  cercle  de  brocard  (**). 

Cette  propriété  a  des  corollaires  importants.  Soient  B^,  B2  Bg 

(*)  La  transformation  isogonale  a  été  étudiée  par  M.  Mathieu  (loc.  cit.), 
par  M.  Schoule  (Bulletin  de  Darboux  et  Archives  néerlandaises),  etc. 

**)  Tliéorènie  dû  à  M.  Boubals.  Voir  Journal  de  Bourget  et  de  Longchamps, 
mathématiques  spéciales,  1885,  p.  33. 


jOL'IiNAI.    \)K   MA  lllJ'i;\IATIQUtS    SPÉCrALES  "^O 

les  soiniiiets  du  premier  Irianrile  de  Brocard,  ou  les  projections 
de  K  sur  les  perpendiculaires  élevées  aux  milieux  dos  côtés  de 
A^AjAg-,  et  soient  /'i,  r,^,  r^  les  projections  de  K  sur  ces  côtés. 
Si  l'on  compare  les  quadrilatères  inscriptihles  R/',A3?'2, 
OBjKBi,  on  trouve  facilement  ([ue  les  droites  RAg  et  B^B^ 
sont  parallèles.  Par  consé({uent  : 

i°  Les  parallèles  menées  par  \i,\2,  A3,  aux  côtés  correspondants 
du  premier  triangle  de  Brocard  concourent  au  point  de  Sleiner  R; 
les  perpendiculaires  abaissées  de  k^,  Aj,  A3,  .sur  les  mêmes  côtés 
se  rencontrent  au  point  N  diamétralement  opposé  à  R  sur  la 
circonférence  0  (Tarry  et  Brocard,  Congrès  de  Rouen);  ^^  les 
bissectrices  des  angles  formés  par  les  côtés  homologues  des 
triangles  inversement  semblables  A^AaAg,  B1B2B3  sont  parallèles 
aux  axes  de  l'ellipse  E;  3°  /e  point  de  Lemoine  du  triangle 
A1Â2A3  est  le  point  de  Steiner  du  triangle  B1B2B3. 

5.  —  Lorsque  deux  points  M  et  N  sont  tels  que  les 
droites  A, M  et  AjN,  A2M  et  AgN,  A3M  et  A3N  rencontrent 
les  côtés  du  triangle  de  référence  en  des  points  M^  et  N^, 
AI2  et  N,,,  M3  et  N3  qui  sont  symétriques  par  rapport  aux 
milieux  P^,  Po,  P3  de  ces  côtés,  nous  dirons  que  ces  points 
sont  conjugués  isotomiques  ou  sont  réciproques  par  rapport 
au  triangle  AjAjAa  (*).  Les  coordonnées  harycentriques 
de  N  sont  inversement  proportionnelles  à  celles  de  M. 

De  là  résulte  l'interprétation  suivante  de  l'équation  (1)  : 

Toute  conique  U  circonscrite  au  triangle  fondamental  A^A-^Ag 
a  pour  transformée  par  points  réciproques  la  polaire  trilinéaire 
du  réciproque  de  son  pôle  d'homologie. 

En  particulier,  l'ellipse  E  est  la  transformée  isotomique 
de  la  droite  à  l'infini;  c'est-à-dire,  si  M  est  un  point  de  cette 
courbe  et  N  le  réciproque  de  M,  les  droites  A^N,  A2N,  A3N 
sont  parallèles.  Or  ces  droites  sont  aussi  parallèles  à  celles 
qui  joignent  les  milieux  P^,  P2,  P3  des  côtés  de  AiA2A3  aux 
milieux  Q^,  Q2,  Q3  des  droites  A^Mj,  A2M2,  A3M3,  et  d'après 
un  théorème  de  Newton,  le  centre  de  la  conique  qui  louche 


(*)  La  transformation  par  points  réciproques  et  par  transversales  réci- 
proques a  été  étudiée  par  M.  de  Longchainps  [Annales  de  l'Ecole  normale 
i^npérieure,  t.  III,  pp.  3:21-340). 
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les  côtés  de  A^AgAg  aux  points  Mi,  M2,  Mg,  est  à  l'intersee- 
tion  des  droites  PiQi,  P2Q2,  P3Q3  qui  joignent  les  milieux 
des  diagonales  des  quadrilatères  circonscrits  AjAgM^Ag, 
A3M2A1A2,  A1M3A2A3.  Donc  lellipse  E  est  le  Heu  du  pôle  d'ho- 
mologie  d'une  parabole  inscrite  à  k^k^ko,  et  le  point  à  Vinfini 
sur  l'axe  de  lapar^abole  est  le  conjugué  isogonal  du  pôle  d'homo- 
logie  (*). 

La  transformée  isotomique  du  cercle  A^AgAg  est  la  polaire 
trilinéaire  du  point  D  où  se  coupent  les  droites  A,B^,  A2B2, 
A3B3.  Cette  polaire  est  perpendiculaire  à  la  droite  OG- ;  car 
le  cercle,  sa  transformée  isotomique  et  la  polaire  de  G  par 
rapport  au  cercle  ont  pour  équations  en  coordonnées  bary- 
centriques  : 

S  «1 1x2  [/.g  :=  o,        '^  ai  u-i  :^  G,        Sa?  (:j-2  +  ^-3)  —  Oj 
et  la  somme  des  deux  dernières  équations  donne  l'équation 
de  la  droite  à  l'infini. 

On  conclut  de  là  que  le  point  de  Steiner  est  le  conjugué  iso- 
tomique du  point  à  l'infini  sur  la  direction  perpendiculaire  à  OG; 
ou  encore,  les  points  Rj,  R2,  Rg  sont  les  points  de  contact  des 
côtés  du  triangle  A^A^Ag  avec  une  parabole  qui  a  pour  directrice 
la  droite  HGO.  Cette  parabole  est  Venveloppe  de  la  polaire  trili- 
néaire d'un  point  mobile  sur  la  droite  GK  (**). 

(A  suivre.) 


(*>  Ce  théorème,  peu  connu,  a  été  démontré  autrement  par  Steiner.  (Gesam- 
melte  Werke,  t.  I,  p.  199,  et  Annales  de  Gergonne,  t.  XIX,  §  10  de  l'arti  le 
Développement  d'une  série,  etc.) 

(**)  GK  est  la  polaire   trilinéaire  du  pôle  d'iiomologie  R  de  la   parabole. 

Son  foyer  F  est  le  pôle  trilinéaire  de  la  droite  OK.  En  effet,  les  coordonnées 

baiycenlriques  du  foyer  à  l'infini  sont  inverses  de  celles  de  R;  par  suite,  ses 

«2 2 

coordonnées  normales  sont  proportionnelles  à  — ^,  ...,  et  celles  de  F  le 

a, 

sont  aux  quantités  -:: ,   ....  ou  à 

•         û:  -  a:  '         ' 

1  I  I 


sin  (A,  —  A,)'  sin  (A,  —  A,)'  sin  (A,  —  A.)' 

D'.uitre  part,  l'équation  de  OK  est 
B^  6)  Î3 

sin  A,     sin  A,     5in  A.,     =:  S  8,  sin  (A,  —  X^  =  o. 
CDs  A,     co?  A;    cos  \. 
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Mathématiques  spéciales.  , 

Solution  par  M.   E.  Mosnat,  professeur  au  Lycée  de  Toulon. 
(Suite,  voir  p.  14.j 

SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE 

!•*  Supposons  qu'on  ait  trouvé  un  paraboloïde  passant  par 
le  cercle  de  centre  G  et  tangent  en  T  à  la  sphère  S  de 
centre   0  ;    le   plan   TCO    perpendiculaire    aux    deux    plans 


cycliques  et  passant  par   le  centre  des  sections    circulaires 
sera  un  plan  principal  de  la  surface. 

Ce  plan  coupera  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  0,  le 
cercle  C  suivant  une  corde  AA',  le  plan  tangent  à  la  sphère 
en  T  suivant  une  droite  TE  et  le  paraboloïde  suivant  une 
parabole  passant  par  les  points  A,  A'  et  tangente  eu  T  à  TE. 
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Proposons-nous  de  déterminer  cette  parabole.  Remarquons, 
d'abord,  que  les  droites  AA',  TE,  coupant  la  parabole  en  des 
points  par  lesquels  on  peut  faire  passer  un  cercle,  sont 
également  inclinées  sur  l'axe;  ce  qui  prouve  que  l'axe  est 
parallèle  à  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  de  ces  deux  droites 
ou  à  l'une  des  droites  TB,  TB',  obtenues  enjoignant  le  point 
T  aux  extrémités  du  diamètre  OC. 

Supposons  que  l'axe  soit  parallèle  à  TB  et  menons  par  le 
point  C  une  parallèle  à  cette  droite  qui  renf  outre  la  parabole 
p  ea  Q.  La  tangente  à  p  en  ce  point  est  parallèle  à  Aà', 
puisque  CG  est  le  diamètre  conjugué  de  AA';  mais,  cette 
tangente  étant  symétrique  de  TE  par  rapport  à  Taxe,  le  point  G- 
est  symétrique  de  T  par  rapport  à  l'axe.  Ce  point  G  se  trouve 
donc  sur  TB';  l'axe  coupe  TB'  au  point  H^  milieu  de  TG, 
et  le  diamètre  OC  au  point  1),  milieu  de  B(l.  Ainsi,  on 
obtient  l'axe  de  la  parabole  p,  en  menant  pai'  le  milieu  de 
BC  une  parallèle  à  TB.  Cet  axe  coupe  la  tant^eiite  (;n  E^  et 
le  milieu  I  de  la  sous-tangente  HE  sera  le  i^îoiamot  de  la 
parabole.  La  par.dlèle  à  AA'  menée  par  T  sera  le  rayon 
vecteur  du  point  T,  puisqu'elle  est  symétrique  de  la  tangente 
TE  par  rapport  à  l'axe;  elle  coupera  l'axe  DJ'i  en  un  point  F 
qui  sera  le  foyer  de  la  parabole. 

On  voit  donc  qu'il  existe  une  seule  parabole  p  répondant 
à  la  question  et  dont  l'axe  soit  parallèle  à  TJ>. 

On  trouverait  de  même  les  éléments  d'une  parabole  q 
passant  par  A  et  A',  tangente  en  T  à  TE  et  dont  l'axe  est 
parallèle  à  TB . 

Cela  posé,  on  peut  déterminer  un  paraboloïde  P  et  ua 
seul  en  admettant  p  pour  parabole  principale  et  passant 
par  le  cercle  C. 

En  effet,  par  un  point  K  de  cette  parabohi  menons  une 
perpendiculaire  au  plan  principal  et  faisons  passer  par  cette 
droite  un  plan  qui  y  rencontre  p  en  un  second  point  K', 
et  le  cercle  C  eu  deux  points  L  et  L'.  Le  paraboloïde  sera 
coupé  suivant  une  conique  déterminée  ayant  pour  axe  KK 
et  passant  par  LL';  si  on  fait  tourner  ce  plan  autour  de  la 
perpendiculaire,    la    conique    engendrera    le    paraboloïde. 

On   peut,  de  même,  déterminer  le  paraboloïde  Q  passant 
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par  la  parabole  q  et  par  io  corclo  G.  Ainsi  il  est  bien 
cléiiiontro  (pie  l'on  peut  trouver  deux  paraboloïdcs  Pet  Q, 
répondant  à  la  question. 

'2°  Ces  paraboloïdcs  ont  mêmes  axes  quo  leurs  paraboles 
principales.  Ces  axes  sont  les  droites  I)F,  D'F'  situées  dans 
un  même  plan  passant  parO(]  et  par  le  point  T. 

Ces  droites  se  coupent  à  angle  droit  en  M  et  passent  par 
des  points  fixes  D  etD';  le  lieu  du  point  M,  lorsque  T 
décrit  le  cercle  0,  est  donc  la  circonférence  do  diamètre  DD'. 

Si  T  décrit  la  sphère  S,  il  suffira  de  faire  tourner  le  cercle 
0  ou  la  circonférence  DD',  autour  de  OC;  on  obtiendra  pour  le 
lieu  une  sphère  de  diamètre  DD',  ayant  pour  centre  le  milieu 
de  OC  et  pour  rayon  la  moitié  de  celui  de  la  sphère  S. 

3^  Cherchons  le  lieu  des  sommets  du  paraboloïde  P, 
lorsque  le  point  T  décrit  le  cercle  0. 

Abaissons,  du  sommet  I,  la  perpendiculaire  sur  BB'  qui 

rencontre  cette  droite  en  N  et  B'T  au  point  U.  Les  triangles 

TH 
semblables IHU,HTE  montrent  que  l'onaUH  =  — .Menons, 

2 

par  le  point  U,  la  parallèle  à  DH  et  BT  qui  rencontre  BB'  en 

V,  on  aura 

VD       BD        .,  ,       ^^^       BD       CD 
—  =  -      dou     YD  =  --  =  -. 

Ce  point  V  est  donc  le  milieu  de  DC. 

Décrivons  une  circonférence  sur  YB,  comme  diamètre,  et 
supposons  que  le  point  U  se  déplace  sur  cette  circonférence, 
le  point  I  d'intersection  des  deux  droites  NU,  DH  engendrera 
ia  courbe  cherchée.  Cette  courbe  passe  par  le  point  B', 
admet  la  tangente  à  la  circonférence  en  OV  comme  asymptote 
et  est  située  au-dessus  de  cette  droite.  On  peut  ainsi  con- 
struire la  courbe  trouvée  aualytiquement.  Les  mômes  rai- 
sonnements s'ap[)liquent  au  lieu  des  sommets  de  Q. 

Les  deux  courbes  trouvées  engendrent,  en  tournant  autour 
de  OZ  des  surfaces  de  révolution  qui  sont  les  lieux  des 
sommets  de  P  et  de  Q  lorsque  T  décrit  la  sphère  S. 

A^  Les  paraboloïdcs  P  Q'  correspondant  au  point  T  diamé- 
tralement opp  jsé  de  T  ont  leurs  paraboles  principales  p\  q 
dans  le  plan  TGT   et  leurs  axes  sont  parallèles,   respective- 
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ment,  à  ceux  de  Q  et  de  P.  Cherchons  l'intersection  des 
paraboloïdes  P  et  P'  dont  les  axes  passent  par  le  point  D. 
Menons  par  le  point  B  la  parallèle  aux  tangentes  en  ï  et 
T  et  soient  M, M'  les  points  d'intersection  de  cette  droite  avec 
la  parabole  p,  N  et  N'  les  points  analogues  pour  p'.  Les  deux 
segments  MM',  NN'  ont  leurs  milieux  en  B,  car  les  droites 
TB,  TB  étant  parallèles  aux  axes  de  pet  de;)'  sont  des  dia- 
mètres. Faisons  maintenant  passer  un  cercle  y  par  les  points 
AA',  MM',  ce  qui  est  possible  puisque  les  droites  AA',  MM' 
sont  également  inclinées  sur  l'axe  de  p.  Ce  cercle  aura  son 
centre  en  B.  Faisons  de  môme  passer  un  cercle  par  les 
points  AA',  NN',  il  aura  aussi  son  centre  en  B.  11  se  confondra 
donc  avec  le  cercle  y. 

Le  plan  perpendiculaire  au  cercle  0,  mené  par  MM',  est 
parallèle  au  plan  tangent  à  la  sphère  en  T;  il  coupe  chacun 
des  paraboloïdes  suivant  un  cercle  de  diamètre  MM'.  L'inter- 
section des  paraboloïdes  P,  P'  se  compose  donc  du  cercle  G 
et  du  cercle  MM'. 

Si  le  point  T  décrit  le  cercle  0,  le  cercle  de  diamètre  MM 
dont  le  centre  est  en  B  décrit  toute  la  sphère  dont  y  est  un 
grand  cercle. 

Si  le  point  T  décrit  toute  la  sphère  S,  on  obtient  la  même 
sphère.  Ainsi  le  lieu  des  courbes  d'intersection  de  P  et  de  P' 
est  la  sphère  de  centre  B,  passant  par  le  cercle  C.  On  trouve, 
de  même,  que  le  lieu  des  courbes  d'intersection  de  Q  et  Q' 
est  la  sphère  de  centre  B'  passant  par  le  cercle  G. 

Enlin,  les  paraboloïdes  P  et  Q'  ou  P'  et  Q  ont  leurs  axes 
parallèles  et  leur  intersection  se  compose  du  cercle  C  et 
d'une  courbe  à  l'infini,  et  le  lieu  de  leur  intersection  se  com- 
pose du  cercle  C  et  du  plan  de  l'infini. 

Note.  —  On  peut  observer  que  le  problème  se  ramène  à 
un  problème  plan,  et  qu'il  peut  se  résoudre  au  moyen  des 
propriétés  suivantes  : 

4°  Les  couples  de  cordes  communes  a  une  conique  et  à  un 
cercle  ont  pour  bissectrices  des  parallèles  aux  axes  de  la 
conique  ; 

2°  Les  quatre  poinls  communs  à  une  parabole  età  un  cercle 
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ont  pour  (-(Midc  des  inovcMiiics   distances   un  point  do  l'axe 
do  la   i)aral)ol<*  : 

3"  Los  ({uati'o  points  communs  à  doux  paialjolcs  sont  sur 
un  cercle,  ([uand  les   axes  des  courbes  sont  rectani^ulaires. 

I  et  II.  —  11  y  a  doux  parabolos  passant  par.  les  points  A 
et  A.'  et  tangentes  au  cercle  en  T;  leurs  axes  sont  parallèles 
aux  bissectrices  TB  et  TB'  de  l'aui^le  ATA'  (première  propriété), 
et  se  coupent  au  milieu  M  de  (JT  (deuxième  propriété).  — 
Donc  le  lieu  de  M  est  le  cercle  décrit  sur  DD'  comme  dia- 
mètre, D  étant  le  milieu  de  (JB  et  D'  le  milieu  de  CB'. 

III.  —  Le  sommet  de  l'une  des  paraboles  est  le  milieu  I 
de  EH  ;  soit  DB  =  a,  I)B'  =  a\  DI  =  p,  B^  =  to. 

On  a: 

HF 
DI  =  DH  ^ ;       I)H  =  (ï  ces  to  ;      HE  =  H  T  tg(o, 

car 

HT  =  a  siu  co. 
L'équation  du  lieu  est  donc 

p  z=  a  cos  (û  -{-  a  sin  to  tg  o). 
On  trouverait  de  même  le  lieu  du  sommet  de  la  seconde 
parabole. 

IV.  —  Les  axes  des  quatre  paraboles  relatives  à  deux 
points  diamétralement  opposés  T  et  T'  forment  un  rectangle 
dont  l'une  des  diagonales  est  DD'.  —  Considérons  les  deux 
paraboles  dont  les  axes  rectangulaires  se  coupent  en  D;  leurs 
quatre  points  d'intersection  sont  sur  un  cercle  (troisième 
propriété)  et  ont  pour  centre  des  moyennes  distances  le 
point  D  (Deuxième  propriété).  —  La  corde  commune  AA'  a 
pour  milieu  C;  donc  la  corde  qui  joint  les  deux  points 
variables  d'intersection  a  pour  milieu  B  ;  ce  point  B  est  donc 
le  centre  du  cercle  qui  passe  par  les  quatre  points;  ce  cercle 
est  fixe.  Le  lieu  cberché  est  donc  le  système  des  cercles 
ayant  pour  centres,  respectivement,  B  et  B',  et  passant  par 
A  et  A'.  X. 
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CORRESPONDANCE 


Extrait   d'une  lettre   de  M.    Koenigs,  professeur   à  la  Faculté 
des  sciences  de  Toulouse,  sur  la  «fiiestioii  ^9, 

...  La  question  que  j'ai  proposée  aux  lecteurs  de  ce  journal 
se  rattache  à  ma  Note  sur  les  axes  des  quadriques  insérée 
aux  Nouvelles  Annales  de  1883.  Le  théorème  en  question  y 
est  démontré  comme  cas  2:)articulier  de  propositions  plus 
générales;  mais  il  est  susceptible  d'une  démonstration  simple 
et  directe. 

Il  s'agit  donc  de  prouver  que  si  Fou  mène  les  six  normales 
à  une  quadrique  aux  points  oii  elle  est  percée  par  une  cubique 
gauche  passant  par  son  centre  et  ayant  ses  asymptotes  paral- 
lèles aux  axes  principaux  de  la  quadrique,  ces  six  normales 
sont  sur  une  même  surface  du  second  degré. 

Je  rapporte  à  ses  axes  principaux  la  quadrique,  dont 
l'équation  sera 

Je  laisse  aux   lecteurs  le  soin  de  démontrer  ce  fait   bien 

connu,  que   les  coordonnées  d'un  point  de  l'une  quelconque 

des  cubiques  considérées  peuvent  être  exprimées  à  l'aide  d'un 

paramètre  t  par  les  formules  : 

Aa 

x  = 

A,  —  t 

B6 

^  =  17=1-^  (^) 

Cy 


Cl  —  t 

ou  Aa,  Bp,  Cy,  A^,  B^,  G^  sont  des  constantes  quelconques. 
J'ai  mis  A,  B,  C  en  évidence  aux  numérateurs,  en  vue  d'une 
légère  simplification  ultérieure  des  formules. 

Les  paramètres   des  points  oii   la  cubique  perce  la   qua- 
drique sont  donnés  par  l'équation  du  sixième  degré 
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3"? 


+ 


+ 


-  -  1  -  o,       (3) 


obtenue  on  rcniplaranl  dans  ré(|uation  (I)  x,  y^  z  par  leurs 
valeurs  (^).  Il  y  a  donc  six  points  de  rencontre;  soit  (cCo?  !/oî 
So)  celui  ([ui  répond  à  t  =  to,  ou  /„  est  racine  do  l'équation 
(3).  La  normale  en  ce  point  à  la  quadrique  peut  être  repré- 
sentée à  l'aide  des  équations  : 


A 


X  = 


y 


A 
B-p 


Jbr, 


C  — 


Vo 


P  ^ 


c 

ou  à  l'aide  des  équations  (2),  où  l'on  fait  t  =  /,j  et  par  suite 
x  =  x,,  y  =  ]jo>  z=  Zo  : 

A-p    ^ 


X 


2/==f^ 


Y 


A, 

/o 

B 

p 

Bi 

to 

G 

P 

(4) 


A  chaque  valeur  de  p  répond  un  point  {x,  y,  z)  sur  la  nor- 
male au  point  (a?o,  î/o,  Zo). 

Or,  envisageons  les  équations  : 

k—   0     \ 
X  =zCf. 


y  =  P 


Al 
B 


B^  —  fi 


rà) 


c 


Y 


G^  —  n 

qui  définissent  les  coordonnées  (x,  y,  z),  d'un  point  de  l'es- 
pace en  fonction  des  deux  paramètres  p  et  (j.  L'élimination 
de  p  et  (7  entre  ces  équations  conduit  à  l'équation 

X         a         k^x  —  ky. 

y        ?         l^iî/-B[3 

:;         Y         C^^z  —  G  y 
ce  qui  prouve  que  les  points  dont  les  coordonnées  sont  de 


=  o, 


{^) 
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la  forme  (5)  appartiennent  à  une  surface  du  second  degré. 
Mais  on  passe  des  équations  (5)  aux  équations  (4)  en  pre- 
nant pour  a  la  valeur  to  de  Yune  quelconque  des  racines  de 
l'équation  (3).  Il  est  donc  prouvé  que  la  surface  (6)  contient 
les  six  normales  à  la  quadnque  aux  points  où  elle  est  percée 
par  la  cubique  considérée. 

En  faisant  p  =  o  dans  les  équations  (5),  elles  coïncident 
avec  les  équations  (2).  La  surface  (6)  contient  donc  la  cubique 
considérée.  Résultat  évident  encore  si  l'on  observe  que  la 
surface  (6),  ayant  déjà  les  six  pieds  des  normales  en  commun 
avec  la  courbe,  a  encore  en  commun  avec  elle  les  quatre 
sommets  du  tétraèdre  principal. 

Pour  que  la  surface  (6)  se  réduise  à  un  cône,  il  faut  et  il 
suffit  que  les  six  normales  concourent  en  un  môme  point. 

On  peut  alors  supposer 

Al  =  A,     Bi  =  B,     G,  =  C, 

et  les  équations  (5)  deviennent 

A— 0 

a?  =  a 

a  —  P  \  /y\ 


A- 

-  ff 

B- 

-  P 

B- 

-  n 

C- 

-  P 

'  C  —  -  , 

A  toute  valeur  de  a  répond  une  droite  représentée  par 
les  équations  (o),  p  demeurant  variable.  Cette  droite,  dans 
le  cas  des  équations  (5'),  passe  constamment,  et  quel  que  soit  a, 
par  le  point  (a,  p,  y),  comme  on  le  constate  en  faisant  p  =  a. 
Donc,  le  sommet  du  cône  a  pour  coordonnées 

11  est  aisé  de  donner  de  la  surface  (6)  une  définition 
géométrique. 

La  cubique  (2)  ne  cbange  pas  si  A,  B,  C,  A^,  Bj,  C^  sont 
multipliés  par  une  même  cons'ante  K;  il  suffit  de  prendre 
Kt  pour  paramètre  variable  au  lieu  de  /.  Or,  l'équation  (0) 
ne  change  pas  non  plus,  tandis  que  l'équation  (1),  au  lieu 
de  représenter  la  quadrique  primitive,  représente  une  qua- 
drique  homothétique;  on  peut  donc  énoncer  ce  théorème  : 

Envisageons  des  quadriques  homothétiques  et  concentriques,  et 
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les  poinls  où  elles  sont  percées  par  une  cubique  gauche  fixe 
circonscrile  à  leur  UHraèdre  principal  commun;  les  normales  à 
ces  quadriques  en  ces  points  de  rencontre  engendrent  une  surface 
du  second  degré. 

Le  cas  particulier  ou  la  surface  (G)  est  un  cône  a  été 
étudié  par  Chasles,  qui  a  démontré  que  si  l'on  a  une  série 
de  surfaces  du  second  ordre  liomotliétiques  et  concentriques, 
les  normales  abaissées  d'nu  point  de  l'espace  sur  ces  sur- 
faces forment  un  cône  du  second  ordre,  et  que  leurs  pieds 
sont  sur  une  cubique  gauche  (*). 

La  généralisation  que  je  présente  ici  est  trop  naturelle 
pour  qu'elle  n'ait  pas  déjà  été  trouvée  par  quelque  géomètre; 
malgré  cela,  je  ne  me  souviens  pas  de  l'avoir  jamais  vue 
explicitement  énoncée.... 

QUESTIONS  D'EXAMEiNS 


2^',  —  Étant  donnés  deux  segments  AB,  CD,  trouver  le  lieu 
des  points  d'où  ils  sont  vus  sous  des  angles  égaux  (ou  supplé- 
mentaires). 

Cette  question  donne  lieu  à  des  calculs  assez  longs  si  on 
la  traite  par  la  méthode  naturelle,  c'est-à-dire  par  celle  qui 
n'est  que  la  traduction  immédiate  de  l'énoncé  proposé. 

On  peut  prendre  une  voie  plus  courte  en  considérant  les 
cercles  circonscrits  aux  triangles  AIB.  CID  et  en  observant 
que  les  distances  des  centres  de  ces  cercles  aux  droites  AB 
et  CD  ont  un  rapport  constant. 

On  peut  aussi   obtenir  immédiatement  l'équation  du  lieu 

cherché  en  raisonnant  comme  il  suit.  Soient  décrits  les  cercles 

sur  AB  et  CD  comme  diamètres;  on  a 

CD.  IH_IC.  ID 

AB.  ]K~ïmB'  ^^) 

d'ailleurs    les    triangles    rectangles     semblables    ARI,     LSD 

donnent 

lA       ID 

m     is  ^"^ 

i*j  Rapport  sur  les  progrès  de  la  géométrie,  p.  113. 
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Des  és^alités  (1)  et  (2),  ou  déduit 

CD  .  IH  _  IG.  IS 
AB.  IR  —  IB.  IR* 
Mais  les  produits 

IG.IS,       IB.IR, 
représentant,    respectivemeat,  la  puissance    du   point  I  par 
rapport  aux  cercles  A,  A'  ;  en  posant 

OC  =  a,  OD  =:=  a'  ;        OA  =  [5,  OB  =  (,\ 
les  équations  des  cercles  A  et  A'  sont  : 

^2  _]-  îy2  _|_  oxy  cos  0  —  (a  +  a  )(x  +  y  cos  6)  +  a-/  =  o, 
X''  +  y^  +  2xy  cos  6  —  (p  +  p'){x  cos  0  +  i/)  +  pp'  =  o. 


Finalement,  Téquation  du  lieu  est 

(./_-.a)?/  _ X^ 4- y^  +  2 J?^COS 0  — (a  +  a')(x-{- ?/ (^OS 0)  +  y-^'     .  ,s 
(p'—f,)x'^x''  +  tf  +  2XycosO  —  (pi-{:>'){xcosO-\-y)+pp''  ^^ 

C'est  une  cubique  circulaire. 

Dans  le  cas  oii  les  angles  sont  égaux,  les  puissances  du 
point  I  par  rapport  aux.  cercles  A  et  A'  sont  égales  et  de  même 
signe,  parce  que  le  point  I  ne  peut,  dans  cette  hypothèse,  être 
qu'extérieur  aux  deux  cercles,  ou  intérieur  à  l'un  et  à  l'autre. 
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Au  contraire,  si  les  angles  considérés  sont  suppiémenlatres, 
le  point  correspondant  est  extérieur  à  l'un  des  cercles  et 
intérieur  à  l'aulre.  D'après  cette  remarque,  on  voit  qu'il 
faut  donner  au  premier  membre  de  l'équation  (A),  successi- 
vement, le  signe  -\-  ou  le  signe  — ,  suivant  que  les  coordonnées 
du  point  considéré  sont  de  môme  signe  que  les  puissances 
de  ce  point,  ou  de  signes  contraires.  Enfin,  le  lieu  complet 
se  compose  de  deux  cubiques  circulaires  et  les  équations  de 
ces  courl)es  s'obtiennent  en  affectant  le  premier  membre  de 
(A)  du  signe  +,  puis  du  signe  — . 

Ce  théorème  est  dû  à  Steiner  (*)  qui  a  fait  observer,  comme 
le  prouve  visiblement  l'équation  A,  que  ces  deux  cubiques, 
outre  les  ombilics  du  plan,  possèdent  sept  autres  points 
communs,  savoir  :  l''  les  quatre  points  donnés  A,  B,  C,  D; 
2°  le  point  de  concours  0  des  droites  AB,  CD  ;  3<*  les  points 
communs  aux  deux  cercles  A,  A'  décrits  sur  CD  et  sur  AB 
comme  diamètres. 

De  nombreux  cas  particuliers  découlent,  comme  l'a  fait 
d'ailleurs  remarquer  Steiner,  dn  cas  général  que  nous  venons 
d'examiner.  Si  les  segments  AB  et  CD  sont  placés  sur  la 
même  ligne  droite,  les  cubiques  de  Steiner  dégénèrent  en 
deux  cercles,  abstraction  faite  de  cette  droite.  (V.  loc  cit.)  Un 
autre  cas  particulier  intéressant  (^'*)  est  celui  où  l'on  suppose 
que  les  segments  AB  et  CD  ont  une  extrémité  commune. 
Dans  ce  cas  la  cubique  possède  un  nœud  à  l'origine  0  et 
elle  admet  pour  tangentes  en  ce  point  les  bissectrices  des 
directions  données;  c'est  une  strophoïde  oblique. 

En  effet,  en  supposant  a  =  ,8  =  o,  dans  l'équation  (A), 
celle-ci  devient 

I  —  ^)  {^'^  -{-y^  +  2CCÎ/  cos  6)  =  2/^  —  ^'^• 

Enfin,  on  peut  observer  que  cette  génération  des  cubiques 
circulaires,  proposée  par  Steiner  et  qui  permet  de  construire 

(*)  Voyez  Journal  de  Mathématiques  élémentaires  1886,    p.  16. 

(**)  Voir  sur  ce  sujet  Journal  fur  die  reine  und  andgewandte  Mathe- 
matik  188),  p.  108  (Bemerkung  an lasslichi des  Aufsatzes  von  Hern  0.  Hermès 
ùber  eine  gewisse  Curve  drilten  Grades;  voa  P.  A.  Schoute,  professeur  à 
l'Université  de  Groningue). 
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ces  courbes  par  points,  au  moyen  de  deux  segments  capables 
du  même  angle,  est  susceptible  d'être  généralisée  et  l'on  peut 
dire  : 

Étant  donnés  deux  cercles  y,  y'  et  deux  droites  o,  o';  le  lieu 
d'un  point  I  tel  que  les  distances  de  ce  point  aux  droites  données 
soient  dans  un  rapport  K  avec  les  puissances  de  ce  même  point 
aux  ceixles  proposés,  est  une  cubique  circulaire . 


CHOIX  DE  QUESTIONS  ORALES 

POSÉES  AU  CONCOURS  POUR  L'ÉCOLE  DE  SAINT-ÉTlENNE  EN  18Si 
[Suite  et  fin,  voir  p.  8.) 


~  Construire  p  =: 

-  Dérivée  de  m'^"»  de 

X  —    I 

-  Equation  générale  des  hyperboles  équilatères  ayant  un  foyer  donné. 


I    -}-    2C0Sci) 

X 


(l  \siiix 
-  j       pour  X  tendant  vers  zéro. 


1 

—  Limite  de  cosa;®'"^  quand  x  tend  vers  zéro. 

—  Construire  x-  +  ^y-  —  ^y  -^  x  =^  o  ;  sommet  et  paramètre  de  cette 
courbe. 

—  Dérivée  de  y  =L  ig  arc  cosa;^ . 

—  Equation  générale  des  coniques  bi-tangentes  à  une  conique  aux  points 
où  elle  est  coupée  par  une  droite. 

—  Construire  xy^  -\-  x-  —  i  =  o. 

—  Dérivée  de  y  définie  par  l'équation 

X' 

yx  —  xy  4-  arc  tg  •— r  ==  o. 

''  x'  +  y- 

—  Lieu  des  sommets  d'une  parabole  dont  on  donne  la  directrice  et  un  point. 

i-,  tg   2W 

-  Construire  p   = : —  . 

3  —  Ssinro 

—  Dérivée  de  y  =  arc  tg£c^. 

—  On  a  deux  droites  AC  et  AB  qui  sont  les  asymptotes  d'une  hyperbole, 
passant  par  deux  points  M  et  N  fixes.  Lieu  du  point  A  lorsque  l'hyperbole  se 
déplace  dans  le  plan  en  passant  toujours  pyr  les  points  M'N. 

—  On  donne  une  directrice  d'une  hyperbole  équilatère,  un  point  de  la 
courbe  et  le  point  de  rencontre  de  la  directrice  avec  une  des  asymptotes.  — 
Lieu  des  sommets  des  hyperboles  équilatères. 

I 

—  Dérivée  de  y  =:  sin  -— . 

X- 
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—  On  donne  une  ellipse,  deux  cordes  recta  nj^'u  la  ires  MA.MFJ.  On  mène  la 
norninU;  MP  en  M  à  l'ellipse.  —  Lieu  du  point  V  qu-tnd  M  se  déplace  sur 
l'ellip^^e.  —  Dénionlrer  ipie  si  M  est  lixe,  F  est  lixe,  lorsque  l'angle  droit 
tourne  autour  de  M. 

—  Trouver  les  axes  en  direclion  et  en  longueur  dans  la  courbe. 

x^  —  y'  +  '2xy  —  I  =  o. 

—  Si  A  est  un  polynôme  du  3»  degré;  et  si  ce  polynôme  est  cube  parfait, 

2 

démontrer  que  AA"  —   -  A'  =:::::  o. 

—  Dérivée  de  L(cosj;  -h  \l  —   i  sin^].  _ 

, W-i 

—  Démontrer  que  cosx  -H  s/  —  i  sin.r  =c  ,  au  moyen  des  développe- 
ments en  série. 

sinto 

—  Construire  p  =    . 

•      I   —    2C0SW 

—  Lieu  des  foyers  des  ellipses  dont  on  connaît  le  sommet  et  les  extrémités 
des  diamètres  conjugués  égaux. 

—  Lieu  des  sommets  des  paraboles  dont  on  donne  un  point  et  le  pied  de 
la  directrice  sur  l'axe. 

—  Foyer  de  la  conique  x-  —  y-  +  2X  —  y  =:  o. 

—  Construire  y  =:  x^. 

—  Etudier  la  fonction  sin  [xy]  —  a;  =  o. 
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Exercices  de  géométrie  analytique  et  de  géométrie  supérieure,  à  l'usage 
des  candidats  aux  Ecoles  Polytechnique  et  Normale  et  à  l'agrégation,  par 
J.  Kœhler,  ancien  répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique,  ancien  directeur  des 
études  à  l'Ecole  préparatoire  de  Sainte-Barbe  (Questions  et  solutions).  Pre- 
mière partie;  Gauthier-Villars,  55,  quai  des  Augustins,  1886. 

Le  livre  de  M.  Kœhier  comble  une  lacune  dans  le  champ  des  ouvrages  qui 
visent  la  préparation  à  l'Eeole  Polytechnique,  à  l'Ecole  Normale  et  à  l'Agré- 
gation. On  sait  toute  l'importance  qui  est  attribuée,  et  fort  justement  a  notre 
sens,  à  la  composition  mathématique  dans  les  examens  auxquels  nous  venons 
de  faire  allusion;  mais  le  cours  de  Mathématiques  spéciales  est  tellement 
étendu  qu'il  n'est  pas  toujours  possible  au  professeur  chargé  de  ce  cours 
de  s'attarder,  autant  qu'il  le  voudrait,  dans  l'exposition  des  exercices  si  mul- 
tipliés de  la  Géométrie  analytique.  Le  Uvre  de  M.  Kœhier,  dont  la  première 
partie  vient  de  paraître,  est  donc  appelé  à  rendre  aux  candidats  un  bien 
réel  service  en  leur  montrant,  sur  des  exemples  très  variés,  l'élégance  et 
la  fécondité  des  méthodes  qui  conduisent  à  la  recherche  des  lieux  ou  à  la 
démonstration  des  théorèmes  de  la  géométrie  supérieure. 

En  parcourant  cet  intéressant  volume  nous  avons  remarqué  et  nous  signa- 
lons à  nos  lecteurs  : 

1"  Divers  problèmes  relatifs  aux  triangles  inscrits  à  une  conique  et  circon- 
scrits à  une  autre  (chap.  I,  n°  i  ...  5;  chap.  III..  n»  22,  p.  76  à  87).  Ces  ques- 
tions sont  traitées  par  des  méthodes  élémentaires  sans  faire  intervenir  le 
covariant  F  de  Salmon  ou  les  invariants  0,  S' .  C'est  à  cette  théorie  générale 
des  polygones  inscrits  et  circonscrits  simultanément  à  deux  couiques,  théorie 
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dont  l'idée  remonte,  croyons-nous,  à  Poncelet,  que  se  rattache  la  question 
donnée  aux  c;indidats  à  l'Ecole  Normale  au  dernier  con'ours  (*). 

2"  La  théorie  des  polygones  circotiscrits  à  une  conique  et  dont  les  sommets 
se  meuvent  sur  d'autres  coniques  (chap.  VIII,  appendice,  p.  270). 

Le  problème  I  de  cet  appendice  a  été  traité  par  M.  Darboux  en  faisant 
intervenir  les  fonctions  elliptiques.  Voici    l'énoncé  de  ce  problème    (p.  275): 

Lorsque  trois  coniques  U,  (f),  (f)  sont  inscrites  dans  te  même  quadrilatère, 
si  deux  sommets  d'un  triangle  circonscrit  à  lune  d'elles  glissent  sur  les  deux 
autr>s,  le  lieu  du  sommet  libre  se  compose  de  deux  coniques  inscrites  dans 
le  même  quadrilatère  que  Ifs  trois  premières. 

M.  Darboux  donne  1  équation  du  lieu;  mais  la  diflerence  de  deux  intégrales 
elliptiques  s'introduit  dans  léqu.ition;  il  est  vrai  qu'il  ressort  de  sa  démon- 
strati  »n  que  cette  diflénnce  est  nécesssairement  algébrique.  M  Kœhler  donne 
(éq.  F,  p.  477)  le  moyen  de  former  explicitement  les  équations  des  deux  coni- 
ques qui  cmsiituent  par  leur  ensemble  le  lieu  cherché. 

Nous  signalerons  encore  dans  ce  même  appendice  le  pioblème5  (p.  584): 

Deux  sommets  d'un  triangle  se  meuvent  sur  une  conique  F;  deux  c6t'}s 
touchent  une  conique  U,  le  troisième  enveloppe  une  conique  F'  du  faisceau  U,F; 
trouver  le  lieu  du  sommet  libre. 

Ce  problème  parait  avoir  été  traité  pour  la  première  fois  par  Salmon  dans 
le  Quaterly  Journal;  la  solution  de  Salmon,  extrêmement  laborieuse  d'ailleurs, 
se  trouve  résumée  dans  l'édition  française  du  traité  des  coniques  de  cet  auteur. 

La  solution  de  M.  Kœhler  est  sensiblement  plus  simple.  C'est  à  la  suite 
(pp.  288  et  2«9)  qu'on  trouve  une  démonstration,  que  nuui  croyons  nouvelle, 
du  célèbre  théorème  de  Poncelet. 

Si  les  n  côtés  d'un  polygone  touchent  une  conique  fixe  V  et  si  n  —  1  sommets 
se  meuvent  sur  une  conique  F,  le  lieu  du  sommet  libre  est  une  conique  inscrite 
dans  le  même  quadrilatère  que  les  deux  premières. 

Nous  signalerons  encore,  comme  nous  ayant  plus  particulièrement  frappé  : 

1"  V étude  analytique  du  cercle  de  Brocard. 

Cette  étude  est  faite  au  moyen  des  coordonnées  trilinéaires,  qui  sont  les 
coordonnées  naturelles  de  celte  question.  Il  y  a  d'ailleujs  longtemps,  relative- 
ment du  moins,  que  cette  étude  analytique  a  été  entreprise  par  MM.  Neuberg, 
Lemoine,  etc.,  sans  compter  M.  Brocurd  lui-même.  A  noir»'  avis  (et  M.  Neu- 
berg que  nous  venms  de  citer,  part  ge,  croyons-nous,  cette  opinion^,  l'étude 
analytique  en  question  se  fait  un  peu  plus  simplement  en  adoptant  les  coordonnées 
baryct'ntriques.  Mais,  au  fond,  la  dillérence  desdeux  méthodes  est  peu  sensible. 

2"  Étude  d'un  système  de  deux  coniques  telles  que  la  conique  covariante  F 
se  réduise  à  deux  droites  (p.  222;  n°  49); 

3"  Étude  de  trois  coniques  formant  un  système  harmonique; 

4°  Calcul  du  rayon  de  courbure  en  coordonnées  trilinéaires,  équation  du 
cercle  de  courbure  (p.  382). 

De  cette  dernière  formule,  M.  Kœhler  déduit  l'expression  du  rayon  de  cour- 
bure de  l'hypocycloïde  à  trois  rebroussements  et  retrouve  le  théorème  que 
nous  avons  donné  autrefois  (**)  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  quelconque  de  l'hypccycloide  à  trois 
reb'oussements  ed  égal  à  huit  fois  la  distance  du  centre  dy,  cercle  circonscrit 
à  la  tangente  en  ce  point. 


Voyez  Journal,  1885,  p.  180. 
'')  Journal  de  mathématiques  spéciales,  1884,  p.  176. 
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Ces  citations  diverses  sulïisent  à  donner  une  idée  de  l'importance  du  livre 
de  M.  K(rhlLM",  du  souille  rievé  q-ui  l'anime,  do  l'.ihondance  et  de  la  variété 
des  matériaux  qui  le  constitueat.  dn  se  pl.iint  beaucoup,  il  faut  avoir  le  cou- 
rage de  le  reconnaître,  de  la  faiblesse  de  plus  en  plus  marquée,  dans  les 
divers  examens  et  au  concours  général,  des  compositions  de  mathématiques, 
principalement  à  Paris.  On  ne  i^ait  plus  l'aire  le  pr.tbème;  et  nos  élèves  lisent 
de  moins  eu  moins,  absorbes  (pi'ils  sont  par  un  cours  (jui  est  vraiment  bien 
lourd,  surtout  pour  les  élèves  de  pr.Mnière  année.  Il  faut  dire  aussi  qu'ils 
travaillent  trop  les  questions  d'examens,  et  ils  poussent  aujourd'hui  la  pripa- 
ra/io/j  jusque  la  connaissance  des  détails  les  plus  minutieux.  Ce  n'est  pas  là, 
assurément,  la  base  d'une  bonne  instruction  et  nous  ne  pouvons  croire  que 
ces  procédés  artilli'iels  puissent  faire  d'un  candidat  tout  à  fait  médiocre  un 
élève  de  nos  grandes  écoles. 

Les  candidats  savent  pourtant  bien  que  cette  préparation  ne  trompe  personne 
et  que  ceux  notamment  qui  sont  appelés  à  les  juger  ont  vite  dévisagé  ces 
médiocrités  bien  dressées,  qui  ne  représentent  qu'une  surface  facile  à 
percer.  On  ne  leur  demande  pas,  dans  les  examens  auxquels  ils  se  destinent, 
de  répéter,  les  uns  après  les  autres,  une  définition  plus  ou  moins  controversée 
dans  sa  forme,  comme  celle  des  Irrationnelles  ou  des  imaginaires,  définition 
qui  peut  cesser  de  plaire  d'une  année  à  la  suivanl^^,  ou  qunnd  on  passe  d'un 
ju;T:e  à  un  autre.  Non,  les  examinateurs  ont  souci  de  trouver  en  eux  des  esprits 
précis  1 1  droits  ;  sans  doute  connaissant  bien  la  valeur  des  termes  qu'ils 
emploient,  mais  surtout  largement  ouverts  aux  raisonnements  rigoureux  et  aux 
méthodes  générales  des  mathématiques.  C'est  qu'il  est,  en  effet,  de  toute  justice 
que  les  portes  de  nos  grandes  écoles  ne  se  ferment  pas  sur  ces  intelligences 
d'élite,  leur  recrutement  intéressant  le  bon  fonctionnement  des  services  publics. 
Que  les  élèves  cherchent  donc  à  voir  un  peu  au  delà  du  cours;  qu'ils  lisent 
des  ouvrages  comme  celui  que  nous  venons  d'analyser,  et  nous  persistons  à 
penser,  malgré  quelques  exemples  qu'on  pourrait  nous  rappeler  et  qui  donnent 
au  système  que  nous  préconisons  ici  un  tort  apparent,  que  ces  car.didats 
trouveront,  en  nous  écoutant,  la  voie  la  plus  courte  et  la  plus  sûre  pour 
atteindre  le  but  qu'ils  ont  en  vue.  C  L. 


AGREGATION  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 


Questions   de   mathématiques   supérieures  d'où   sera  ti^é  le 
sujet  de  l'une  des  compositions  d'admissibilité. 

Calcul  di/Jérentiel  et  calcul  intégral. 

Propriétés  des  .séries  ordonnées  suivant  les  puissances  entières  et  croissantes 
d'une  variable  réelle  ou  imaginaire.  Cercle  de  convergence. 

Développement  d'une  fonction  d'une  seule  variable  s,  réelle  ou  imaginaire 
en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  de  z.  Séries  de  Taylor  et 
de  Mac  Laurin.  Théorèuie  de  L;iurent  sur  les  développements  en  série. 

Définition  et  propriétés  des  fonctions  s"",  e',  sin  z.  cos  z,  tg  z,  arc  sin  --, 
arc  cos  ::,  are  tg  z. 

Propriétés  fondamentales  de  l'intégrale  Eulérienne  de  seconde  espèce. 

.00 

Via]  =   I      xa-i  e-   -^  dx. 


V[a)  =  f 


46  JOURNAL    DE    MATHÉiMATIQUES    SPÉCIALES 

Détermination  de  l'intégrale  T  (-)  et  des  intégrales  délinies  qui  s'en  dédui- 
sent immédiatement. 
Montrer  que  l'intégrale  Eulérienne  F  (a]  est  la  limite  du  produit 


«("  +  t)('+^)('+Î)-('+s) 

pour  n  infini.  Conséquences  de  cette  propriété. 

Evaluation  approchée  de  log  F  (a)  pour  de  très  grandes  valeurs  de  la  variable  a. 

Formule  de  Slirling. 

Equation  différentielle  du  premier  ordre  entre  deux  variables  :  intégrales 
générales,  intégrales  particulières,  intégrales  singulières.  Démonstration  de 
l'existence  de  l'intégrale  générale. 

Intégration  de  l'équation  dans  les  cas  les  plus  simples. 

Mécanique. 

Etude,  au  point  de  vue  cinématique,  du  mouvement  d'un  corps  solide 
autour  d'un  point  fixe.  Vitesse  des  différents  points  de  ce  corps;  axe  instantané 
de  rotation. 

Représentation  géométrique  d'un  mouvement  fini  du  solide  considéré. 
Comparer  les  accélérations  de  ces  divers  points  pour  un  instant  donné. 

Mouvements  d'un  corps  solide  sur  lequel  agissent  deux  forces  données  et 
qui  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un  point  fixe.  Equation  d'Euler.  Etude 
du  cas  où  le  corps  est  un  solide  de  révolution  homogène  dont  l'axe  passe  par 
le  point  fixe;  examiner  en  particulier  les  divers  mouvements  que  ce  solide 
peut  prendre  lorsqu'il  est  uniquement  sollicité  par  la  pesanteur. 

Etudier,  comme  second  cas  particulier,  celui  où  le  solide,  de  forme 
quelconque,  n'est  sollicité  par  aucune  force  extérieure.  Représentation  du 
mouvement;  théorèmes  de  Poinsot;  polhodie  et  herpolhodie. 

Mouvement  d'un  solide  complètement  libre  et  sollicité  pir  des  forces  données. 

Equations  généra'es  auxquelles  Lagrange  a  ramené  la  résolution  d'un 
problème  quelconque. 

(A  suivre.) 

QUESTION  108 

liolutîon,  par  M.  J.-T.,  élève  de  Mathématiques  spéciales. 

On  donne  un  triamjle  i^ectangle  isoscèle  AOB,  et  on  lui  circonscrit 
un  cercle  et  une  hyperbole  équilatère  variable.  Ces  deux  courbes 
ont  alors  en  commun  trois  points  fixes  et  unpoint  variable.  Par 
ce  dernier,  on  mène  la  tangente  au  cercle.  Lieu  du  point  d'inter- 
section de  cette  tangente  avec  les  parallèles  menées  par  le  sommet 
de  r angle  droit  aux  asymptotes  de  r hyperbole  correspondante. 

Je  prends  pour  axe  des  x  une  parallèle  à  l'hypoténuse 
menée  par  le  sommet  de  l'angle  droit  et  pour  axe  des  y  une 
perpendiculaire  à  cette  droite.  Soit  a  la  distance  de  l'origine 
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h  riiypolonuse,  réquation  du  cercle  circonscrit  du  triangle  est 

x^  -\-  if  —  2ay  =  o. 

L'équation    d'une    hyperbole    équilatore    passant  par    les 

points  A,  B,  0  est 

x^  +  //'  —  ^cy  —  2{y  —  a)(y  —  mx)  =  o. 

Elle  coupe  le  cercle  en   un    point   qui   est   sur    la    droite 

,        .                       ,        ,          2(nn       .      2am'^ 
fj  —  mx  =  o  et  qui  a  pour  coordonnées et 


I  +  m^         I  -{-m^ 
La  tangente  au  cercle  en  ce  point  a  pour  équation 
2am       ,      /   2am^  \  lairi^ 


I  +  7/1^    '    ^  \  I  +  m*  /  I  +  m^ 

ou  m^(î/  —  2a)  -f-  2mx  —  7j  =  o.  (1) 

L'équation  des  directions  asymptotiques  de  l'hyperbole  est 

^2  —  y'^  -{-  2mxy  =  o.  (2) 

Il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  ??i  entre  (1)  et  (^2).  Tirant  m  de 
la  seconde  et  portant  dans  la  première,  on  a  l'équation  du  lieu 
î/(^*  —  3x2)(aî2  +  î/2)  —  2a{y^  —  cc^)^  =  o. 
Pour  construire  la  courbe  représentée  par  cette  équation, 
je  pose  y  =  tx  et  j'en  tire 

_      2a  (/2_i2      ^      2a      (t^  —  i)^ 

^~  I  +  v-  ~  w  —  yf^~  [  +  p  r^  —  3  ' 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  y.    Les 
valeurs  à!x  et  à'y  deviennent  infinies  pour 

tz=z±s/?>. 

La  différence  _ 

___        r  2a(i}—  ly        t  —  \/3  _        2a{t'  —  r  )^ 

devient  —  pour  /  =  t/3  et  la  somme 

devient  —  pour  t  =^  —  i/3. 

La  courbe  présente  donc  deux  asymptotes  réelles  : 

/-    I     ^' 

ij  =  x\/3  -r  T' 


y 


=  —  x\/3  +  Y 
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Il  y  a  en  outre  une  asymptote  parallèle  à  l'axe  des  x  qui 
est  donnée  pour  f  =  o 

2/  =  --3- 

La  courbe  présente  un  point  quadruple  à  l'origine,  les 
tangentes  étant  les  bissectrices  des  angles  des  axes.  Elle 
coupe  l'axe  des  \j  au  point  d'ordonnée  2a  et  la  tangente  en 
ce  point  est  une  parallèle  à  l'axe  des  x. 

]\TQrp^    _  La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  Marchis,  à  Rouen. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


189.  —  Construire  les  courbes  représentées  par  l'équation 

log  X  -\-  tang  (-  ip  x  j 

log  X  -f-  tang  [-  ^  x\ 
où  les  signes  se  correspondent.  [S.  Realis.) 

190.  —  On  considère  deux  points  fixes  A,  B;  un  angle 
droit  uov  pivote  autour  d'un  point  iixe  0  et  l'on  considère 
les  deux  paraboles  P  et  Q  qui,  passant  par  A  et  B,  ont  pour 
axes,  respectivement,  ou  et  ov. 

Trouver  le  lieu  décrit  par  les  deux  autres  points  qui  sont 

communs  à  P  et  à  Q. 

On  examinera  le  cas  particulier  où  le  point  0  est  situé 
sur  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  AB.  (X.) 


lATUM. P.  12.  lig    15,  et  p.  13,  lig.  9  (en  renKjnlanfi  au  lieu  de  cercle 

irbuie  7',  il  faui  lire  demi-cercle    de  courbure  ;   cette   erjeur  m'a  été 
ée  par  M.  Maurice  d'Ocagne,  Je  reviendrai  d'ailleurs,  dans  le  prochain 


ERRATUf 

de  coui 

signalée  par  __    _  _  ,.      -  , 

numéro,  sur    les  constiuctions    en    question    qui    sont,  comme  la  remarque 
M.  d'Ocagne,  susceptibles  d'une  notable  siinpliticalion. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IMPBIMEBIE  CENinALE  DES  CHEMINS   DE   FEU.  —   IMPRlilERlE   CHAIX. 
KUE   BEKGÈRE,    20,    HARIS.  —   2326-6. 
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LA  PREMIÈRE  LEÇON  DE  CALCUJL  INTÉGRAL 

Par  M.  Ci.  <lc  Ijoiij^cliaiiipii. 

(Suite,  voir  p.  ^5.) 


Théorème  III.  —  La  limite  de  U  est  une  fonction  de  X 
dont  la  dérivée  est  identique  à  f  (X). 

Apres  avoir  montré  que  la  foncliou  U  a  une  limite,  nous 
pouvons  lui  donner  un  nom  et  la  représenter  par  un  sym- 
bole. 

Nous  dirons  donc  que  U  est  l'intégrale  définie  de  /"(X), 
dans  les  limites  (Xo,  X)  et  nous  ferons  la  conveniion  de 
représenter  cette  limite  par  la  notation 

f{x)dx. 


f 


Nous  écrirons  donc 


lim  U  i^    /    f{x)dx. 


Dans  cette  formule  U  a  la  significalion  que  nous  lui  avons 
donnée  plus  haut,  dx  désigne  l'un  quelconque  des  inter- 
valles 

On  peut  d'ailleurs  supposer  que  ces  accroissements  sont 
égaux,  puisque,  comme  nous  l'avons  prouvé,  la  limite  est 
indépendante  de  la  loi  d'insertion  des  moyens,  pourvu  que 
chaque  dilférence  tende  vers  zéro.  Il  faut  donc  supposer 
simplement  que  dx  est  une  quantité  variahk  tendant  vers  zéro. 

L'expression 

•  X 

f{x)dx, 


f 


par  sa  définition  même,  est  nulle  quand  X  =  Xo  ;  de  plus, 
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c'est  une  fonction  de  X.  On  peut  donc  la  représenter  par 

F(X)  -  F(.x„) 
en  posant 

pf{x)dx  =:  F(X)  -  F(.r,).  (7.) 

X 
0 

Nous  voulons  démontrer  que  nous  avons 

r'(X)  =  /-(X). 

L'identité  (a)  donne,  par  un  changement  de  notation, 

•X+AX 

f[x)dx  :^  F(X  +  AX)  —  F(X). 

X 

Considérons  maintenant  l'intervalle 

X,         X  +  AX, 
et,  dans  cet  intervalle,  insérons  les  moyens 

Vl?    -^2^     •   •   •    -îi* 

D'après  la  définition  même,  donnée  tout  à  l'heure,  de  l'inté- 
grale définie,  nous  pouvons  écrire 

X 

=  lim  j  (5^  -X)  AX)  +  .  .  .  +(X  +  iX  -;,)  f(;,]\. 

Soit  M  la  plus  «grande  des  ([uaulitrs 

/(X),    [{-,)  . . .  /u,)  ;  (0) 

nous  avons  donc 

F(X  +  AX)  -  F(X)  <  M(;,  -X  -f  . . .  +  X  +AX  -  l), 
ou,  en  tenant  compte  des  simplifications, 

F(X  +  AX)  —  F(X)  <  M  .  AX.  (•/) 

De  môme,  soit  M'  la  plus  petite    des  quantités  (G);   nous 
avons  alors 

F(X  +  AX)  —  F(X)  >  M'  .  AX.  (8) 

Des  inégalités  (7)  et  (8)  nous  déduisons 

^         F(X  +  AX)-F(X)       ^^_ 
AX 

Si  nous  passons  à  la  limite,  AX  tendant  vers  zéro,  toutes 
les  quantités  (G)  ont  pour  limite  commune  /'(X);   concluons 

donc  que 

F(X  +  AX)  —  F(X) 
/•(X)  =  lim     ^     ^    ^^^ ^  -  F'(X). 
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Apivs  ro\j)()sr  (jiii  procède,  1rs  (lini(Uill(''.s  jiu.\([U('ll('s  ikjus 
axons  l'ai!  allusion  au  (lél)ut  de  cette  note  disparaissent; 
rintéi^ralo  drlinie  se  trouve  rii^oureusenient  établie  (;t  l'on 
l)(Mil.  en  se  plaçant  au  point  de  vue  du  problème  des  quadia- 
tures,   donner  l'interprétation  i;é()niéti"i(in(î  qu'elle  comporte;. 


SUR  LE  POINT  DE  STEINER 

Par  M.  tf.  I\eulicrg,  professeur  à  i'Univer.silé  de  Liège. 
{Suite,  voir  p.  28.) 


6.  —  On  peut  rattacher  au  point  de  Steiner  deux  autres 
points  remarquables  du  plan  A^AgAg;  ce  sont  ceux  qui,  avec 
R,  sont  les  sommets  d'un  triangle  inscrit  à  l'ellipse  s  et  ayant 
pour  centre  le  centre  de  gravité,  le  point  G. 

A  cet  effet,  considérons,  d'abord,  un  triangle  équilatéral 
A1A2A3.  Sur  la  circonférence  circonscrite,  et  dans  le  môme 
sens,  prenons  trois  arcs  égaux  A^E^,  A2E2,  A3E3.  Il  est  facile 
de  voir  que  les  faisceaux  E^iA.k.k,),  'E^iA^k^A.^),  E3(A2A3Ai) 
ont  leurs  ra^'ons  homologues  parallèles. 

En  généralisant  la  réciproque  de  cette  propriété  au  moyen 
d'une  projection  cylindrique,  on  trouve  le  théorème  suivant: 

Étant  donné  un  triangle  quelconque  A1A2A3,  le  lieu  d'un  point 
Ej  tel  que  les  parallèles  aux  droites  E^A^,  E^Ag,  EjAg  menées 
respectivement  par  A3,  A^,  A2  concourent  en  un  même  point  E  , 
est  lellipse  z  circonscrite  à  AyA^k.^  et  ayant  pour  centre  le 
centre  de  gravité  de  A1A2A3.  Les  parallèles  à  E^A^,  E  A  ,  E  A 
menées  respectivement  par  Ag,  A3,  A^  concourent  également  en 
un  même  point  E3  de  l'ellipse  s.  Les  triangles  E1E2E3,  A  A  A 
ont  même  centre  de  gravité  (*). 

Le  point  de  Steiner  étant  situé  sur  l'ellipse  z,  on  a  le  cas 
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particulier  que  voici:  Si  par  les  sommets  A2,  A3,  A<  d'un 
triangle  on  mène  des  parallèles  aux  droites  A^R,  AjR,  A;,R 
(ou  à  B2I33,  B3B1,  B1B2),  ces-  parallèles  concourent  en  un  même 
point  p';  de  même,  les  parallèles  menées  par  A3,  Aj,  A2  aux  lignes 
A^R,  A2R,  A3R  concourent  en  un  point  p.  Le  triangle  Rpp'  a 
même  centre  de  gravité  que  A^AgAg. 

La  droite  pp'  étant  parallèle  à  la  tangente  menée  par  R  à 
l'ellipse,  est  perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  R  au  point 
symétrique  de  H  par  rapport  h  G. 

Les  directions  des  côtés  des  triangles  AJA2A3,  B1B2B3  faisant 
des  angles  égaux  avec  un  axe  de  s,  on  voit  sans  peine  que  les 
parallèles  aux  côtés  a^,  ag,  a;^  du  triangle  A^AjAg,  m^enées  res- 
pectivement par  B2,  B3,  B,  ou  par  Bg,  B^,  B^  concourent  en 
deux  points  x\  x  :  les  triangles  B1B2B3  ,  Kxx  ont  même 
centre  de  gravité  et  sont  inscrits  à  une  même  ellipse. 

En  faisant  intervenir  le  point  N,  on  peut  donner,  des 
résultats  précédents,  cet  autre  énoncé:  Il  existe  dans  le  plan 
de  tout  triangle  A^AgAg  un  point  N  tel  que  les  perpendiculaires 
abaissées  A^,  Aj.  Ag  ou  de  A3,  Ai,  A^  ou  de  Aj,  Ag,  A^  concourent 
respectivement  en  trois  points  R,  p,  p'.  Les  points  N  et  R  sont 
situés  sur  le  cercle  A^k^A-^,  et  les  triangles  A1A2A3,  Rpp'  ont 
même  centre  de  gravité. 

Les  angles  des  faisceaux  R(AiA2A3),  p(A3AiA2),  p'(AiA2A3) 
étant  égaux  aux  angles  du  triangle  A^AjAg,  on  peut  déter- 
miner les  points  p,  p'  par  une  construction  offrant  la  plus 
grande  analogie  avec  celle  des  points  de  Brocard.  On  sait  que 
ceux-ci  sont  à  l'intersection  des  arcs  des  segments  capables 
des  angles  tt  —  A^,  tu  —  A2,  7:  —  A,  construits  sur  a^,  a^,  a^ 
ou  sur  flg,  r/i,  «2-  i^GS  symétriques  de  ces  circonférences  par 
rapport  aux  côtés  correspondants  de  A1A2A3  se  coupent  res- 
pectivement en  p  et  p'. 

Les  coordonnées  barycentriques  des  points  p',  p  sont: 


5 


ol  —  a\  ai  —  al  al  —  a-  ' 


I 

o\ 

I 

ol' 

al 

al' 

4  —  o\ 


at  —  ai 

(A  suivre.) 
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SUR  LKS  COURBES  PARALLELES 

KT    QUELQUES    AUTIŒS    COURUES    REMAllQUAHLES 
Viw  M.  4m.  de  ljon$;<*liam|»s. 

[Suite,  voir  p.  11.  ) 


Les  conslruclions  (')  indiquées  dans  les  deux  parai^raphcs 
précédents  sont  susceptibles  d'une  notable  simplification  qui 
m'a  été  signalée  par  M.  d'Ocagne  et  que  je  vais  faire  connaître. 

42.  —  Prenons  d'abord  les  anti-déoeloppées.  Soient  m  le 
centre    de    courbure    de    la 


courbe  proposée  U,  p  celui 
de  la  développée  W.  Sur  top 
comme  diamètre,  décrivons 
le  cercle  y';  celui-ci  coupole 
cercle  y  décrit  sur  col  comme 
diamètre  en  un  point/";  la 
parallèle  menée  à  Iio  par  /" 
coupe  Y  en  un  point  G  qui 
appartient  à  la  tangente  en 
I  à  l'anti-développée. 

De  cette  construction,  in- 
diquée  par   nous,    on    peut 
déduire  que  la  'normale  en 
I  à    ranli-dèveloppée   passe  par  le   point  p'    symétrique   de   p 
par  l'apport  à  w. 

En  elTet,  les  trois  points  p,  /',  I  sont  en  ligne  droite;  les 
angles  i  et  2  sont  égaux,  puisque  wp'  ==  wp.  Par  suite  on  a 
3  =  2;  la  droite  wG  étant  perpendiculaire  surGl,  la  parallèle; 
p'I  est,  elle  aussi,  perpendiculaire  sur  cette  droite  ;  pi  est  donc 
la  normale  à  l'anti-développée. 

43.  —  Considérons    inaintenaut   les    (tourbes   l    ({ue    l'on 


(*)   Je  veux  parler  des  ronstruclions   rcctijih's  conformément  à   rorraliim 
publié  à  la  dernière  page  du  numéro  de  février. 
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déduit,  comme  nous  l'avons  dit  plus  haut  (§  41),  d'une 
courbe  donnée  U,  en  portant  le  rayon  de  courbure  sur  la 
tangente  correspondante. 

Soit  U  la  courbe  proposée;  nous  prenons  sur  U  un  point  A 
et  nous  traçons  la  tangente'  o  et  la  normale  A03,  en  ce  point 
A.  Ayant  pris  le  point  p,  centre  de  courbure  en  (o  de  la 
développée  V,  nous  décrivons,  sur  cop  comme  diamètre,  un 
cercle  y'  et  nous  joignons  les  points  J  et  w;  cette  dernière 
droite  coupe  y'  en  un  point  M'.  Nous  avons  démontré  que  la 
tangente  en  J  à  la  courbe  C  était  tangente  au  cercle  cir- 
conscrit au  triangle  AM'J. 

Cette  construction  conduit  à  une  conséquence  remarquable 

qui  est  la  sui- 
5 vante  :  la  nor- 
male en  J  //  la 
courbe  C  passe 
par  le  point  p', 
symétrique  de  p 
par  rapport  a  la 
parallèle,  me- 
née par  J,  à  la 
normale  à\],au 
point  considéré 
A. 

En  effel,  prolongeons  pM'  jusqu'à  sa  rencontre  en  K  avec  Aw, 
le  quadrilatère  AJM'K  est  inscriptible;  par  suite,  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  AM'J  est  situé  au  milieu  de  JK. 
La  droite  JK  est  donc  la  normale  à  la  courbe  'Ç,  d'oîi  l'on 
conclut,  en  observant  que,  coK  =  cop,  que  en  relranchant  du 
rayon  de  courbure  o^A  le  rayon  de  courbure  wp  de  la  développée, 
on  obtient  un  point  Kpar  lequel  passe  la  normale  à  la  courbe 'Ç. 
On  voit  aussi  qu'en  prenant^  comme  le  propose  M.  d'Ocagne, 
J'p'  =  pj',  on  a7  =  ?;  mais'a  ^'p;  d'ailleurs  le  quadrilatère 

JJ'pM'  étant  inscriptible  i  -[-  a  =  -  ;  on  a  donc  i  -j-  -  +  ^-  +? 


=  -,  d'où  l'on  conclut  finalement  p'JK 
est  donc  la  tauiicnle  à  la  courbe  l. 


-.   La 
2 


droite  Jp' 
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G'csL  croyons-nous,  en  reprenant  les  problèmes  que  nous 
nous  sommes  posé  dans  les  paragraphes  40  et  41,  et  en 
leur  appli(iuant  une  formule  de  Newton  (*),  formule  dont  il 
a  d'ailleurs  fait  connaître  plusieurs  transformations  qui  la 
rendent  plus  pratique  et  plus  commode  (**),  que  M.  d'Ocagne 
a  relevé  l'erreur  qui  nous  avait  fait  confondre  le  rayon  du 
cercle  osculateur  avec  son  diamètre,  et  qu'il  a  été  conduit 
aux  deux  constructions  très  élégantes  que  nous  venons 
d'établir  dilleremment,  en  prenant  pour  base  de  nos  raison- 
nements ce  principe  si  fécond  des  transversales  réciproques. 

(A  suivre.) 


SUR    LA.  SECTION    PLANE   D  UNE  SURFACE 

DE   RÉVOLUTION  ET  LE    THEOREME  DE  VILLARGEAU 
Par  M.  Poujade,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée  de  Lyon. 


Quand  une  surface  de  révolution  dont  on  connaît  le  mé- 
ridien est  coupée  par  un  plan,  on  sait  que  la  section  se 
construit  par  points  de  la  manière  suivante  : 

I.  —  Supposons    que  le    plaa   coupe  l'axe  en  C,  prenons 
le  plan  méridien  perpendiculaire  au  plan  sécant  pour  plan 
du     tableau     et 
rabattons -y    la 
section      autour 
de  sa  trace  GP. 
En   un  point  m 
de  GPse  projette 
sur    le     tableau    \ 
un  point  M  de  la 
section, situé  sur 
le   parallèle    de 
trace    MK    per  - 
pendiculairc  à  l'axe  CZ  rencontrant  le  méridien  en  K.  On  a 


(*1  Voyez  Journal,  18S0,  p.  433. 

l**)  Voyez,  sur  ce  sujet,  divers  articles  de  3L  d'0c3gne  dans  les  Nouvelles 
Anna'es,  dans  Mallims  et  dans  ce  journal  même. 
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d'ailleurs  CM  =:  CK;  donc  élevant  en  m  la  perpendiculaire 
à  CP  et  décrivant  l'arc  de  cercle  de  C  comme  centre  et  rayon 
GK,  il  coupe  cette  perpendiculaire  au  point  M^,  rabattement 
de  M. 

Application.  —  La  méridienn(;  est  un  cercle  de  centre  0, 
la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  l'axe  a  son  pied  en  C 
et  GP  est  tangente  à  cette  méridienne,  le  plan  considéré 
est  alors  bi-tangent  au  tore.  Envisageons  toujours  la  con- 
struction du  rabattement  M^  du  point  M  situé  sur  le  paral- 
lèle de  trace  mK,  l'équivalence  des  deux  triangles  OGK, 
OGm  donne  en  abaissant  de  G  sur  OK  la  perpendiculaire  CD 
OK  X  CD  =  Gm  X  OP,  donc  GD  ==  Om.  Par  suite  les  deux 
triangles  GKD,  GmMj  sont  égaux  ainsi  que  leurs  angles 
aigus  en  M^  et  K.  Elevons  en  G  sur  GP  une  perpendiculaire 
GI  =  OP,  en  sens  contraire  de  mlsl^,  les  deux  triangles  IGM^ 
et  OGK  sont  égaux  et  IM^  =  OG  ;  donc  le  lieu  de  M^  est  un 
cercle  de  centre  I  et  rayon  OG.  Il  y  a  un  deuxième  cercle 
symétrique  par  rapport  à  GP. 

II.  —  Pour  construire  la  tangente  à  la  section  au  point  Mj, 
observons  que  la  normale  à  la  surface  en  M  se  projette 
sur  le  plan  sécant  suivant  la  normale  à  la  section.  Si  donc 
nous  menons  la  normale  à  la  méridicmne  en  K,  soit  KN  cou- 
pant l'axe  en  N,  si  nous  projetons  ce  point  sur  GP  en  Ni, 
MjNi  est  la  normale  à  la  section  et  M/i\  perpendiculaire 
donne  la  tangente. 

Application.  —  On  en  pourrait  déduire  que  dans  la  sec- 
tion du  tore  par  un  plan  bitangent,  la  normale  en  un  jjoiut 
M^  va  passer  par  un  poinl  fixe  I. 

On  peut  aussi  obtenir  cette  propriété  moins  connue  :  Un 
cercle  situé  sur  le  tore  dans  un  plan  bitanr/cnt  coup3  tous  les 
méridiens  sous  le  même  angle. 

Remarque.  —  Quand  un  plan  sécant  est  })arallèle  à  Taxe  il 
faut  envisager  Je  rabattement  du  parallèle  mK  pour  connaître 
mM  et  construire  Mj.  La  tangente  se  construit  toujours 
comme  ci-dessus. 
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SUR  UN  NOUVEAU  (  )    CERCLE  REMARQUABLE 

DU    PLAN   d'un   TRIANGLEj 
l'ar  M.  G.  «le   fjon^cliaiiips. 


1.  Définition  du  cercle  A.  —  Imaginons  un  triangle 
ABC  et  du  point  A  comme  centre,  avec  a  pour  rayon,  décri- 
vons un  cercle  Aa;  il  existe  un  cercle  A  coupant  orthogona- 
lement  les  trois  cercles  A^,  A5,  A^;  c'est  ce  cercle  A  que  nous 
avons  ici  en  vue. 

2.  Équation  cartésienne  de  A.  —  Si  nous  prenons  le 
sommet  G  pour  origine  et  les  côtés  CB,  CA  pour  axes  des  x 
et  des  ?/,  des  calculs  bien  simples,  mais  que,  pour  abréger, 
nous  supprimons,  conduisent  à  l'équation 

^.2  _j_  ^2_|_  2a?î/cos  G  —  2003  cos  B  —  2cy  cos  A  -\-  c'^=z  o.  (1) 
On  vérifiera  d'ailleurs  immédiatement  que  la  puissance  des 
points  A  (0,  b)  ,  B  (a,o)  ,  G  (0,  0)  est  égale,  respectivement  à 
a%  b^,  et  c^;  l'équation  (1)  représente  donc  bien  le  cercle 
orthotomique  aux  trois  cercles  A^  A?,  Ac  imaginés  plus  haut. 

3.  Équation  de  A  en  coordonnées  barycentri- 
ques.  —  On  sait  qu'en  désignant  par  a,  [3,  y  les  coordonnées 
barjcentriques  d'un  point  M,  situé  dans  le  plan  du  triangle 
ABC,  c'est-à-dire,  en  grandeur  et  en  signe,  les  aires  des 
triangles  MBG,  MGA,  MAB,  l'équation  générale  des  cercles 
est 

(a  +   P  +  y)  [U<x  +  if  -f  wy)  —  a2|3y  —  è^ay  —  C^a^S  =  0.   (A) 

Dans  ce  système  de  coordonnées,  et  c'est  un  des  motifs  qui 

nous  le  font  préférer  à  celui  des  coordonnées  trilinéaires,  les 

(-]  Jg  veux  dire,  bien  entendu,  que  je  le  suppose  nouveau,  mais  il  est  très 
possible  qu'il  ait  été  déjà  entrevu. 

On  sait  que  la  géométrie  élémentaire  moderne  s'est  enrichie  de  propriétés 
diverses  et  fort  intéressantes  par  l'introduction  d'éléments  nouveaux  dans  la 
Géométrie  du  triangle.  Tels  sont  notamment:  le  cercle  de  Brocard, le  premier 
et  le  deuxième  cercle  de  Lemoine,  le  cercle  de  Taylor,  etc.  Cette  géométrie 
commence  à  être  très  connue  et  M.  Vigarié,  dans  un  prochain  article,  fera  le 
résumé  des  principales  définitions  et  des  plus  importantes  propriétés  qui  la 
constituent. 
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paramètres  u^  v,  w  qui  déterminent  un  cercle  quelconque  ont 
une  signification  géométrique  immédiate  et  bien  remarqua- 
ble;   ils   représentent,    respectivement,    les    puissances    des 
sommets  du  triangle  par  rapport  au  cercle  considéré. 
On  peut  vérifier  ceci,  en  prenant  l'équation 

ce 

x"  -}-  îy2  _j_  2xy  cos  C  -| {v  —  iD  —  a^) 

U/ 

+  I  (w  —  w  —  62)  -|-  t^  —  0, 

laquelle    représente   un    cercle   tel  que   les    puissances  des 
points  A  B,  G  soient  respectivement  u,  v,  w. 

En    la   transformant   en   coordonnées    barycentriques    au 

moyen  des  formules  : 

oc  — {—  s   — 1—  Y 

20C  =  ay  sin  G,  2|3  =  hx  sin  G, *•  =  i , 

—  ah  sin  G 

2 

on  obtient  l'équation  (A). 

Dans  cette  manière  d'envisager  les  cercles  qui  appartiennent 

au  plan   d'un  triangle,  en  prenant 

u  =  f  (a,  b,  c),      V  z=  f  {h,  c,  a),      w  =  f{c,  a,  6), 

on  obtient  un  cercle  remarquable  associé  à  ce  triangle.  Gelui 

que  nous  étudions  dans  cette  note  correspond  à  l'hypothèse 

particulière 

Il  =  a^,      V  =  6^,       IV  =:  c^. 

En  coordonnées  barycentriques,  l'équation  de  A  est  donc 
(a  +  P  +  y)  (a^a  +  b^^  +  c^y)  —  a^Sy  —  ô^ay  —  c^af  =  o. 

Nous  reviendrons  d'ailleurs,  un  peu  plus  loin,  sur  cette 
égalité  remarquable. 

4.  Détermination  du  centre  de  A.  —  Les  coordon- 
nées du  centre  vérifient  les  équations 

X  -{-  y  cos  G  —  c  cos  B  =  o, 
X  eos  G  -\-  y  —  c  cos  A  =  o. 

La  première  représente  une  droite  perpendiculaire  à  GB  et 
passant  par  le  point  {a,  —  6),  c'est-à-dire  par  le  sommet  A' 
du  triangle  A'B'C'  obtenu  en  menant  par  les  sommets  du 
triangle  proposé  des  parallèles  à  ses  côtés. 

Goncluons  donc  que  le  centre  de  A  est  V orthocenlve  de  A'B'G'  ; 
nous  pouvons  dire  aussi  que  le  centre  de  A  s^obtient  en  pre- 
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liant  le  symétrique  dr  Vorthoccntre  de  ABC  'par  rapport  au  centre 
du  cercle  circonscrit  à  ce  triamjle. 

5.  Calcul  du  rayon  de  A.  —  Le  discriminant  U  de 
réqualioii  (1)  est  6i;al  à 

I  cos  C  —  c  cos  B 

cos  C  I  —  c  cos  A 

—  c  cos  B        —  c  cos  A  c"^ 

d'oii  U  =  c2(i  —  cos^  A  —  cos^  B  —  cos''  G 

+  2  cos  A  cos  B  cos  G).  (2) 

D'ailleurs  on  a 

cos"  A  +  cos"  B  +  cos"  G  -|-  2  cos  A  cos  B  cos  G  =  i ,    (3) 
et,  par  conséquent, 

U  =  4c"  cos  A  cos  B  cos  G. 
En  désignant  par  o  le  rayon  de  A,  la  formule  connue 
p"  sin"  G  +  U  =  o 
donne,  dans  le  cas  présent, 

p2  _  __  1 5R2  cos  A  cos  B  cos  G,  (B) 

formule  dans  laquelle  R  désigne  le  rayon  du  cercle  circonscrit 
àABG. 

On  sait  (*)  qu'en  désignant  par  p'  le  rayon  du  cercle  con- 
jugué à  un  triangle,  p'  est  donné  par  la  formule 

p'"  =  —  4R"  cos  A  cos  B  cos  G  ; 
on  peut  donc  dire  que  le  rayon  de  A  est  égal  au  diamètre  du 
cercle  conjugué. 

On  voit  aussi,  d'après  ce  résultat,  que  A,  comme  le  cercle 
conjugué,  est  imaginaire  lorsque  le  triangle  n'a  que  des 
angles  aigus;  il  se  présente  sous  la  forme  d'un  point,  au 
moment  oîi  ABC  est  rectangle,  ce  point  étant  symétrique  du 
sommet  de  l'angle  droit  par  rapport  au  milieu  de  l'hypoténuse  ; 
enfin,  si  le  triangle  possède  un  angle  obtus,  le  cercle  A 
existe  réellement. 

6.  Autre  expression  du  rayon.  —  Les  équations 
(2)  et  (3)  donnent  encore 

U  =  2c"(i  —  cos"  A  —  cos  B"  —  cos"  G), 
U  =  2C"(sin"  A  +  sin"  B  +  sin"  G  —  2). 


ou 


(*)  Voyez  Kœhler,  Exercices  de  Géométrie  analytique,  p.  173. 
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On  a  donc 

o    .   ,/^           J        «'  +  ?>'  +  c2\ 
p^  sm^  G  =  2c^(^2 ^^^     j 

ou,  finalement, 

f-=.  i6R2  —  lia}  +  6'  +  c2). 

Cette  forme    remarquable   permet  de  construire  p  par  un 

tracé  très  simple,  et  sur  lequel  il  est   inutile  d'insister  ici;, 

lorsque  l'on  a 

a^  4-  6^  +  c2  <  8RS 

inégalité  qui  est  vérifiée,  comme  nous  l'avons   observé  tout 

à  l'heure,  toutes  les  fois  que  le   triangle  donné  possède  un 

angle  obtus. 

7.  Réflexions  générales.  —  Le  fait  que  nous  venons 
de  constater  et  duquel  il  résulte  que  A  cesse  d'exister  pour 
les  triangles  qui  n'ont  que  des  angles  aigus,  entraîne  une 
conséquence  qu'il  est  bon  d'observer  avant  de  pénétrer  plus 
profondément  dans  l'étude  de  A.  Puisque  A  est  un  cercle 
imaginaire  quand  ABC  n'a  pas  d'angle  obtus,  A  ne  saurait 
passer  par  aucun  point  remarquable,  ni  être  tangent  à 
aucune  droite  ou  cercle  remarquable  du  plan  du  triangle, 
si  l'on  suppose  du  moins  que  cet  élément  (point,  droite  ou 
cercle)  soit  ce  qu'on  pourrait  appeler  un  élément  unicursal, 
c'est-à-dire  quelque  chose  qu'on  obtient  par  une  construction 
aboutissant  à  ce  seul  élément;  ou,  si  l'on  préfère  la  traduc- 
tion analytique  de  notre  pensée,  par  un  tracé  dépendant 
d'une  équation  du  premier  degré. 

En  effet,  si  A  pouvait  passer,  par  exemple,  par  un  point  co 
dont  l'existence  serait  certaine,  et  ne  dépendrait  pas  de  la 
forme  du  triangle,  A  serait  un  cercle  toujours  réel,  ce  qui 
n'est  pas. 

Ces  sortes  de  propriétés  sont  donc  interdites  au  cercle  A  ; 
mais  il  n'en  est  plus  de  même  de  celles  qui  ressortent  des 
équations  du  second  degré  et  nous  allons  maintenant  en 
montrer  quelques-unes  (*). 

(A  suivre.) 

{*)  11  est  probable  que  cette  note  donnera  lieu  à  des  réflexions  diverses; 
mais  je  désire,  pour  un  motif  trop  naturel,  qu'elles  ne  me  soient  pas  commu- 
niquées avant  la  publication  complète  du  présent  article. 
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VARIÉTÉS 


ESSAI  SUR  LA  GEOMETRIE  DE  LA  RÈGLE 

ET   DE   l'ÉQUERRE 
Par  M.  G,  de  liongcliamps. 

(Suite,  voir  j^S^)   fy-2^^  ^ -i*  ^-^-"^^  s^/^-r-rs»»^*» 


CHAPITRE  VIII  (-) 

LE    TRACÉ     DES    CUBIQUES 

La  cissdide  de  Diodes  et  la  duplication  du  cube  (**). 

91.  Génération  normale  de  la  cissoïde.  — -  Soient 
A  et  A'  deux  droites  parallèles  et  AB  une  perpendiculaire 
commune  ;  par  A  menons  une  transversale  AD,  puis,  du 
point  B  abaissons  une  per- 
pendiculaire BG  et  prenons 
enfin  AI  =  CD  (***).  Le 
lieu  décrit  par  le  point  I, 
quand  AD  tourne  autour  de 
A,  est  une  courbe  imaginée 
par  Dioclès  et  qu'on  nomme 
la  cissoïde. 

En  posant 
AI=p,     DAB  =  co,    AB=(i, 
on  trouve  immédiatement 
_^  d  sin^  oj 
^  ~     cos  G)    '  Fig.  63. 

c'est  l'équation  polaire  do  la  cissoïde. 

(*)  Voyez  les  sept  premiers  chapitres  traitant  de  sujets  élémentaires  dans 
le  Journal  de  Mathématiques  élémentaires. 

(**)  II  va  sans  dire  que  le  problème  de  la  duplication  du  cube  ne  ressort 
nullement  de  la  géométrie  de  la  règle  ;  nous  n'en  parlons  ici  qu'incidemment 
à  propos  de  la  cissoïde  qui  doit,  à  ce  problème  fameux,  sa  première  renommée. 

(**  *)  Il  est  bien  entendu  qu'en  écrivant  AI  =  CD,  nous  voulons  exprimer 
non  seulement  que  les  segments  AI  et  CD  sont  égaux,  mais  aussi  qu'ils  ont 
la  même  direction. 
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En  prenant  AB  pour  axe  des  œ,  A  pour  axe  des  !/,  l'équa- 
tion précédente  donne 

^         d  —  x 

c'est,  dans  le  système  d'axes  adopté,  l'équation  cartésienne 
de  la  cissoïde. 

La  génération  précédente  n'exige,  comme  on  le  voit,  que 
l'usage  de  la  règle  et  de  l'équerre  ;  car  (§  26)  nous  savons 
porter  un  segment  donné  CD  sur  sa  direction,  en  prenant 
pour  origine  un  point  quelconque  A.  Mais  nous  allons  faire 
connaître  d'autres  constructions,  point  par  point,  de  la  cis- 
soïde,  qui  se  prêtent  mieux  que  la  précédente  à  l'emploi  de 
la  règle  et  de  l'équerre. 

92.  Générations  diverses  de  la  cissoïde.  —  l**  Pre- 
nons encore  les  deux  parallèles  A,  A'^  puis  effectuons  avec  elles 


Fig.  64. 


Fig.  Go. 


la  construction  (i,  2,  3,  fig.  64)  (*).  On  obtient  un  point  I 
qui  décrit  évidemment  une  cissoïde. 
On  peut  présenter  cette  construction,  dans  une  forme  un 


(*)  Pour  abréger,  nous  convenons  de  désigner  ainsi  une  construction  effec- 
tuée avec  la  règle  et  l'équerre  dans  l'ordre  marqué  par  les  chiffres  qui  sont 
placés  sur  la  ligure;  de  plus,  pour  éviter  toute  anibiguïLé  nous  indiquerons 
les  angles  droits  par  un  petit  arc  de  cercle.  Enfin,  dans  les  constructions  qui 
ont  pour  objet  la  génération  de  certaines  courbes,  c'est  la  transversale  1  que 
nous  supposerons  mobile;  elle  détermine  la  mobilité  des  autres  droites  2, 
3,  etc. 
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peu  (lifToronlo,  en  efTi^ctuaiiL  la  construction  (1,  2,  3,  fig.  G-i). 
2''  Aucune  construction  no  peut,  croyons-nous,  dépasser  en 
rapiclilo  colles  que  nous  venons  d'indiquer  et  qui  n'exigent, 
pour  la  détermination  d'un  point  de  la  cissoïde,  que  trois 
mouvements  delà  règle  ou  de  l'équcrre;  mais  en  voici  une 
qui,  bien  que  plus  compliquée,  olïre  un  intérêt  particulier  ;  elle 
permet,  en  eilet,  de  construire  une  cissoïde  dont  l'asymptote 
A'  ne  peut  être  placée  dans  les  limites  de  l'épure. 

Soient  0,  0',  0"  trois  points  en  ligne  droite;  on  fait  la  con- 
struction (1,  2,  ^,  4,  5,  fig.  66);  le  point  I  décrit  une  cissoïde, 
quand  la  transversale  1  est  supposée  mobile. 
En  effet,  si  nous  posons 

O'I  =zp,        IO".T  =  (o,         00' =  d,        0'0"  =  d\ 
OMO'  :=  0"MI  =  a, 
nous  avons 

MO"  =  (c/  +  d')  sin  w,     et     ç>  =z  (d -\-  d')  sin  co  tg  a.    (1) 
D'autre  part,  le  triangle  OMO'  donne 

d  MO  {d  +  d')  cos  o> 


sin  a        sin  (a  -|-  m)        sin  a  cos  to  -\-  sin  w  cos  -y. 


(2) 


-X* 


Fig.  60. 

Si  nous  éliminons  a  entre  (1)  et  (2)  nous  obtenons 

did  +  d')  sin'^  w 
^  d'  cos  0) 

c'est  bien   l'équation    de    la  cissoïde    donnée  plus  haut.  Le 
point  0"  est  le  sommet  de  cette  cissoïde  et  la  distance   du 
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point  o"  à  l'asymptote  de  la  courbe  est  égale  à  h 

djd+d') 
d' 

En  supposant  que  d'  est  suffisamment  petit  on  voit  que  cette 

longueur  h  peut  être  aussi 
grande  que  l'on  voudra  et  l'on 
pourra  construire  la  cissoïde, 
dans  le  voisinage  de  son  som- 
met, sans  avoir  besoin  de 
connaître  l'asymptote  de  la 
courbe. 

3®  Prenons  deux  points  o, 
0';la  construction  (1,  2,  3,  4, 
fig.  67)  donne  un  point  I  ;  ce 
point  décrit  une  cissoïde, 
quand  la  transversale  i  tour- 
ne autour  du  point  0. 

Il  serait  de   peu   d'intérêt, 

croyons-nous,    de   multiplier  ces  constructions  qui  varient  à 

l'infini;  nous  avons  choisi  les  précédentes  parmi  celles  qui 

offrent  le  plus  d'intérêt  et  de 
simplicité,  et  nous  allons 
maintenant  nous  occuper  du 
tracé  de  la  tangente  à  la 
cissoïde. 

93.  Tracé  de  la  tan- 
gente. — ■  Considérons  deux 
transversales  A  CD,  A  CD' 
et  prenons  sur  ces  droites 
AI  =r  CD,  AI'  z=z  CD'  ;  les  deux 
points  I  et  I',  ainsi  obtenus, 
sont  deux  points  de  la  cis- 
soïde. Les  deux  droites  G'G  et 
ri  sont  deux  transversales 
réciproques,  dans  le  triangle 
^^3-  <?*•  ADD';  on  peut  donc  dire  que 

les  points  M  et  M'  sont  symétriques  par  rapport  au  milieu 
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de  Dl)'.  Si  nous  supposons  niainlcnanL  que  la  transver- 
sale AC'D'  vienne  se  confondre  avec  ACD,  la  droite  II',  par 
définition,  a  i)()ur  position  limite  la  tangente,  au  point  1, 
à  la  cissoïde  et,  d'autre  part,  CG'  devient,  à  la  limite,  la 
tangente  au  cercle  au  point  G. 

De  cette  remarque  résulte  une  construction  de  la  tangente 
à  la  cissoïde  ;  cette  construction  est  indiquée  sur  la  figure 
ci-dessous.  Pour  obtenir  la  tangente  I;/,  on  a  pris  Da  :==  Dix. 

Pour  simplifier  les  explications,  et  aussi  pour  les  rendre 
plus  faciles  à  saisir, 
nous  avons  tracé,  dans 
ces  deux  figures,  le 
cercle  qui  admet  AB 
pour  diamètre  ;  mais  y 
il  va  sans  dire  que  le 
tracé  de  ce  cercle  n'est 
pas  nécessaire;  et  cette 
remarque  a  son  im- 
portance, dans  un 
livre  oii  nous  nous 
interdisons  l'emploi 
du  compas. 

La  cissoïde  oblique 
donne  lieu  à  une  gé- 
nération analogue  et 
le  tracé  de  la  tangente 
en  un  point  pris  sur 
cette     courbe    résulte 

immédiatement  de 
l'application  du  théo- 
rème des  transversales 
réciproques;  mais  nous  aurons  occasion  de  retrouver  cette 
courbe  quand  nous  nous  occuperons  des  cubiques  cir- 
culaires. 

(A  -suivre.) 


Fig.  69. 
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QUESTIONS  D'EXAMENS 


3.  —  Construire,  point  par  point,  la  courbe  U  qui  correspond 
à  l'équation 

I 

y  --=  — ■ — 1 • 

I  dz  v/  I  —  x^ 

La  discussion  de  cette  équation  prouve  que  la  courbe  a  la 
forme  générale  indiquée  par  la  figure  ci-dessous. 
La  construction  de  la  courbe,  point  par  point,  peut  se  faire 


très  rapidement  en  considérant  U  comme  transformée  d'un 
cercle  au  moyen  des  formules  : 

X  =  X,    yY  =1  I. 
A  la  courbe  U  correspond  un  cercle  A  décrit  du  point  (o,  i) 
comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  Tunité  donnée.  L'équation 
de  A  est,  en  effet, 

XM-(V-  iy=  ,. 
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A  un  [)oiiil  A'  (lo  A  correspond  sur  U  un  point  A  ci  l'on  a  : 

MA  .  MA'  =  O032. 

D'nprcs  cela,  si  l'on  considère  les  droites  PQ,  P'Q'  {y  =  i, 
7/  = —  i),  les  quatre  points  A,  A';  a,  a'  sont  conjugués  har- 
moniques. 

Cette  remarque  permet  de  construire  la  courbe  point  par 
point,  par  un  tracé  simple  et  élégant. 

On  peut  aussi  observer  que  les  tangentes  aux  points  A,  A' 
coupent  l'axe  ox  en  deux  points  T,  T'  symétriques  par  rap- 
port à  M. 

Cet^e  proi)riété  remarquable,  permettant  de  construire  U 
tangente  par  tangente,  se  reconnaît  immédiatement  en  prenant 
deux  points  voisins  sur  U  et  les  points  correspondants  sur  A. 

(A  suivre.) 

CONCOURS  POUR  LES  BOURSES  DE  LICENCE 


(1-  JUILLET  1885.) 

1.  —  Discuter  la  courbe  représentée  par  l'équation 

[x''  —  Dx-  +  4.]y-  —  4xy  -{•  x-  =  0. 

2.  —  Reconnaître  la   nature   des    dilTérentes  surfaces   représentées    par 
l'équation  du  deuxième  degré 

x^  +  V'  -{■  hz-  -}-  2axz  +  2byz  -{-  2cz  =  0 
quand  les  coefïïcients  h,  a,  &,  c  prennent  toutes  les  valeurs  possibles. 
Déterminer  les  sections  circulaires  de  ces  surfaces. 


QUESTIONS  88  ET  40  (*) 

iiolution  par  3L  Théogène  Alexandre,  élève  de  Mathématiques  spéciales 

au  Lycée  d'Angers. 


On  considère  une  ellipse  E  rapportée  à  ses  axes 
x2       y2 

a^  ^  b^ 
par  les  sommets  on  fait  passer  une  infinité  de  coniqves  S  et  l'on 

(*)  C'est  par  erreur  que  la  question  40  a  été  proposée;  elle  est  identique 
à  la  question  38.  On  arrive  immédiatement  au  résultat  en  observant  que 
l'exercice  proposé  revient  au  suivant  :  On  donne  une  ellipse  E;  soit  A  un 
point  de  celle  courbe,  A'  lo  symclrique  par  rapport  à  l'un  des  axes.  La  tan- 
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imagine  une  tangente  commune  à  E  et  à  S.  Le  point  de  contact  de 
cette  droite  avec  S  décrit  un  tien  géométrique;  on  construira  ce 
lieu  qui  est  une  courbe  du  quatrième  degré  et  Con  indiquera  les 
points  qui  proviennent  d'une  ellipse  S,  ou  d'une  hyperbole  S. 

(G.  L.) 

L'équation  de  l'ellipse  E  étant  mise  sous  la  forme 

a'^g-  +  6U'^  —  «26*  =  o,  (1; 

l'équation  de  l'une  quelconque  de  ces  coniques  S  sera 

ahf  -f  2lxy  +  ^x"-  —  a'^b''  =  o.  (2) 

Soii  une  tangente  à  E 

bx  cos  cp  -|-  az/  sin  cp  —  a6  =  o.  (3) 

En  écrivant  qu'elle  est  tangente  à  (2),  on  a  la  condition 
A(X  —  lab  sin  o  cos  cp)  =  o  ;  (4) 

éliminons  la  solution  X  =  o  qui  donnerait  la  conique  E  elle- 
même,  il  reste 

X  =  lab  sin  cp  cos  cp.  (o) 

Les  coordonnées  du  point  de  contact  de  (2)  et  (3),  en  tenant 
compte  de  (5),  sont 

a  cos  9 

0  sm  cp  ' 

y  — 

cos  2CÙ 

L'équation  (2)  représente  une  ellipse  si 

A'^  —  «^6^  <  o, 
une  hyperbole  si 

X^  •—  a'^h'-  >  o. 
En  tenant  compte  de  (5)  on  trouve  que  l'on  a  une  ellipse  si 

sin''  2cp  <  I  ; 
pour  avoir  une  hyperbole  il  faudrait  que 

sin'^  2o  >  !  : 


ijGwlc  en  A  renconlre  la  droite  qui  joint  A'  au  centre  du  cercle  en  un  certain 
point  I.  Le  lieu  de  I  est  la  qaartique  qui  correspond  à  Véqv.ation  (1). 

Pour  montrer  l'identité  de  cet  exercice  avec  la  question  38,  on  pourra 
s'appuyer  sur  le  théorème  suivant,  théorème  bien  connu  et  d'une  démonstration 
très  simple  :  Les  sécmites  communes  à  deux  coniques  rencontrent  une  tangente 
commune  en  deux  points  qui  forment  avec  les  points  de  contact  une  division 
harmonique.  C}  théorème  peut,  d'ailleurs,  être  considéré  comme  constituant 
un  cas  particulier  du  théorème  de  Desargues.  G.  L. 
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donc  il  n'y  a  pas  de  poinis  piovcnianl  dfîs  liy])orbolos  S, 
c'est-à-dire  que  si  on  considère  une  liyperl)ole  S  oA.  l'ellipse  E, 
il  n'y  anra  pas  de  sysiènie  d(^  ianij^entes  coinmuiK^s  réelles 
ponr  ces  deux  coniqu(\s. 

Clonslruisons  maintonani,  la  courbe  : 

a  cos  cp 

cos   2cp 

h  sin  0 

y  = ^• 

cos  29 
L'équation  cartésienne  est 

(^2^2  ^  aY)^  —  a^b'{b\io^  -f  ahf)  =  o.  (1) 

Il  y  a  quatre  asymptotes  réelles,  deux  à  deux  parallèles, 
qui  correspondent  respectivement  aux  équations  : 

/)        ,      6        . 

?/  =  -  X  zjz  -7=  ' 

Il  est  dès  lors  facile  de  construire  la  courbe. 

Celle-ci  se  compose  de  quatre  branches  hyperboliques 
ordinaires,  inscrites  dans  les  angles  formés  par  les  asymp  - 
lotes  ;  ces  branches  ont  pour  sommets  respectifs  les  sommets 
de  l'ellipse  proposée. 

Nota.  —  Solution  analogue  par  M.  X.  Barihe. 


QUESTION   127 

{Solution  par  ^I.  J.  (jiat,  élève  de  ilnthématiques  spéciales, 
Lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Lucas). 


Un  cercle  passe  par  le  foyer  d'une  parabole  et  rencontre  celte 
courbe  au  point  A.  En  ce  point,  on  mène  ta  tangente  à  la  para- 
bole, laquelle  rencontre  le  cercle  au  point  B.  Au  point  B  on  mène 
la  tangente  au  cercle.  Démontrer  que  cette  droite  est  tangente  à 
la  parabole. 

Dans  une  parabole  : 

1°  La  droite  qui  joint  le  foyer  au  point  d'intersection  de 


lO 
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deux   tangentes,  est  bissectrice    de    l'angle    sous    le([uel   on 

voit  du  loyer   leur 
corde  de  contact; 
^°  L'angle  com- 


pris entre  deux  tan- 
gentes est  la  moitié 
de  l'angle  sous  le- 
quel est  vue  du  foyer 
leur  corde  de  con- 
tact. 

Tout  revient  dDuc 
à  démontrer  ici  que 
l'angle  AFX  est  égal 
à  l'angle  ABC.  C'est, 
en  eiTet,  ce  qui  a 
lieu,  car  ilsont  pour 
supplément  l'angle 
AFB. 

Réciproquemenl.  — 
Tout  cercle  tangent 
à  BG  au  point  B  et  passant  par  le  point  de  contact  A  de  la  tan- 
gente BA,  passe  aussi  par  le  foyer  F,  car  ABC  est  la  limite 
d'un  triangle  formé  par  trois  tangentes  à  une  parabole,  et  l'on 
sait  que  le  cercle  circonscrit  à  cette  parabole  passe  par  le  foyer. 

Nota.  — Ont  résolu  la  question:  MM.  Vacquant,  ancien  élève  de  Mathéma- 
tiques spéciales,  à  Lille;  Bèclie,  professeur  à  l'école  normale  de  Tulle: 
F.  (îascouin,  élève  au  lycée  Henri  IV;  Léon  Clément,  au  lycée  de  Rouen  ; 
Aniaury  de  Kerdrel,  au  lycée  de  Brest. 

M.  Lamotîe,  élève  au  lycée  de  Versailles,  généralise  la  question  proposée. 
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IL  —  Mdthéma/iques  spéciales. 

1.  Première  leron  sur  les  déterminants. 
!2.  Multiplication  des  déterminants.  —  Déterminants  adjoinis. 
3.  Résolution  d'un  système  de  n   équations  linéaires  à  j^   inconnues.    Cas 
où  les  équali(ms  sont  homogènes. 
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h.  hriomposiliiHi  d'une  t'onclion  Iioiho^^'ik;  du  second  dt;/,M'é  de  n  variables, 
en  une  somme  de  cirrr's  deloncMions  linéaires  liomo^'èiU'sdes  mèmcîs  vari;d)les. 
—  Kn  supposant  c«^s  l'onclions  linéaires  ind(''pendan(es,  trouver  les  conditions 
nécessaires  et  suflisantes  pour  que  le  nombre  des  carrés  se  réduise  à  /i  —  p. 

f).  Première  leçon  sur  les  l'racUions  continues. 

().  Tractions  continues  illimitées;  fractions  continues  périodiques;  dévelop- 
pement (les  irrationnels  du  dcuxicme  degré  en  fractions  continues. 

7.  i*remii're  leçon  sur  les  séi'ies, 

(I  \  '"  /  £C  \  "' 

i  A I   quand  «i  croît  indéfiniment. —  Limitedofi  4-  —  ) 
m/                                                                    \  m) 

pour  une  valeur  réelle  de  .t,  quand  m  croit  indéliniment. 

!).  Délinilion  de  la  fonction  ((^.  —  Klude  de  cette  fonction. 

10.  Application  de  la  théorie  des  dérivées  à  l'étude  des  variations  d'une 
fonction  d'une  seule  variable.  —  Exemples. 

11.  Séries  de  Tiiylor  et  de  Mac-L;uirin.  —  Application  au  développement  de 
arc  tg  .r  en  série;  calcul  du  nombre  ~. 

1:2.  Plus  grand  commun  diviseur  de  deux  ou  de  plusieurs  polynômes.  — 
Démontrer  que  si  les  polyncunos  u  et  /'  sont  premiers  entre  eux,  il  existe  un 
seul  système  de  deux  polynômes  A  et  B,  tel  qu-e  l'on  ait  identiquement  ku 
+  Hy  =  I,  le  degré  de  A  étant  inférieur  à  celui  de  /'  et  le  degré  de  B  étant 
inférieur  à  celui  de  m. 

li).  Condition  nécessaire  et  sullisantc  pour  que  deux  fondions  entières  d'une 
même  variable  admettent  un  diviseur  commun.  Application  à  Téliminalion 
dune  inconnue  entre  deux  équations  algébriques  et  entières. 

14.  Transformation  des  équations  algébn([ues  dans  le  cas  où  chaque  racine 
de  l'équation  cherchée  doit  être  une  fonction  rationnelle  dune  ou  de  deux 
racines  de  l'équation  donnée.  —  Exemples. 

lô.  Abaissement  des  équations  algébriques.  —  Exemples. 

16.  Règle  des  signes  de  Descartes. 

17,^ Théorème  de  Rolle.  —  Applications. 

18.  Théorème  de  Sturm. 

li).  Résumer  la  marche  à  suivre  pour  résoudre  une  équation  algébrique  à 
coclUcients  numériques.  —  Méthode  d'approximation  de  Newton. 

20.  Résolution  de  l'équation  du  quatrième  degré.  —  Discussion  dans  le  cas 
où  les  coefiicicnls  de  celte  é(iualion  sont  des  quantités  réelles. 

21.  Résolution  algébrique  de  ré(iualion  du  troisième  degré. 

22.  Décomposition  d'une  fraction  rationnelle  en  une  sonnne  de  fractions 
simples. 

23.  Connaissant  cos  à,  calculer  cos  — ;  connaissant  sin  a,  trouver  sin  — . 

m  m 

24.  Résolution  de  l'équation  .t'"  —  i  =  o  ;  application  au  calcul  des  côtés 
des  polygones  réguliers. 

25.  Asymptotes  des  courbes  rapportées  à  des  axes  de  coordonnées  rectijignes 
(première  leçon). 

26.  Recherche  des  sécantes  communes  à  deux  coniques.  —  Application  à 
la  détermination  du  nombre  réel  des  points  réels  ou  imaginaires  communs  à 
ces  courbes. 

27.  Théorie  des  foyers  dans  les  courbes  du  second  ordre  (première  leçon). 

28.  Figures  polaires  réciproques.  •—  Ces  où  la  conique  directrice  est  un 
cercle.  —  Applications. 

29.  Étant  donnée  l'équation  d'une  courbe  rapportée  à  des  axes  de  coor- 
données reclilignes,  trouver  l'équation  générale  des  courbes  homoihétiqucs  à 
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la  courbe  donnée,  et  l'équation  générale   des  courbes  semblables  à  la  même 
courbe. 

30.  Théorème   des    projections.   —    Application   à    la    transformation    des 
coordonnées  dans  l'espace  (Première  leçon). 

31.  Equation  du  plan  tangent  à  une  surlace  en  un  point  de  celle  surface- 
—  Problèmes  sur  les  plans  tangents  aux  surfaces  du  second  ordre. 

32.  Recherche    de   l'équation   d'une   surface   définie  géométriquement.   — 
Exemples. 

33.  Plans  diamétraux  dans  les  surfaces  du  second  ordre. 

34.  Etude  algébrique  de  l'équation  en  S. 

35.  Sections  circulaires  des  surfaces  du  second   degré.  —  Cas  où  la   sur- 
face est  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  quelconques. 

36.  Mener  par  une   droite  donnée   un  plan  tangent  à  un   hyberpoloïde  de 
révolution  à  une  nappe  (Géométrie  descriptive). 

(A  suivre.) 


QUESTION  PROPOSEE 


191.  —  Si  une  courbe  parabolique  représeutée  par 
y  =  (x  —  a){x  —  b)   ...  (x  —  k) 
rencontre  en  A,  B,  ...  K  l'axe  des  abscisses,  et  que  A',  B', 
...  H'  soient  les  pieds  des  ordonnées  c  os  points  pour  lesquels 
la  tangente  est  parallèle  à  cet  axe    on  a 


J--L.J--L-  4-  —  =  - 

AB  ^  AC  ~  ■  ■  '   ~  AK        2 


—  4-—  4-  — 

AA'"^  AB'  *"   "^  Aï 

(E.  Catalan.) 


Une  lettre  de  M.  Genocchi  que  j'ai  reçue  quand  ce  numéro  était  déjà 
composé  m'apprend  la  mort  de  M.  S.  Renlis,  décédé  à  Turin,  le  9  février 
dernier.  M.  Realis,  dans  ces  dernières  années  avait  porté  un  grand  intérêt  à 
cette  publication  et  je  me  propose,  si  les  documents  que  j'ai  demandés  me 
sontenvo>és,  de  consacrer  dans  le  prochain  numéro  du  Journal  (partie élémen. 
taire)  à  cet  homme  aimable,  quelques  lignes  de  notice  nécrologique;  désirant 
payer  ainsi  à  sa  mémoire  une  partie  de  la  reconnaissance  que  j'ai  vouée  à 
ce  savant  bienveillant,  pour  les  encouragements  et  les  conseils  qu'il  m'a 
toujours  si  obligeamment  donnés.  fî«  L- 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 


l.Ml'l,i.).LML    ItMliAlE  l>hS  IHEMINS    DE   KtU.   —    IMl'iU-UtUlt    CU.VIX. 
BUE   BERGÈBE,    20,    PARIS.—   3994-6. 
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SUR  LI-:  POINT  1)K  STEINHR 

\\\v  .M.  •!.  .\oul»erg-,  professeur  à  l'Université  de  Liège. 
[Suite  et  /in,  voir  j).  ôl.) 


7.  —  Avant  (rallcr  })lus  loin,  nous  croyons  iilil(3  tic  rappeler 
que  le  point  de  Sleiner  est  :  1**  le  pôle  trilinéaire  de  GK  ; 
'i.^  le  conjugué  isogoual  du  point  à  l'infini  sur  la  direction 
perpendiculaire  à  UK;  3*^  le  conjugué  isotomique  du  point  à 
l'infini  sur  la  direction  perpendiculaire  à  OG.  Ce  dernier 
point  que  nous  désignons  par  F',  est  lui-même  le  conjugué 
isogoual  du  pôle  trilinéaire  F  de  la  droite  OK. 

La  transformée  isogonale  de  la  droite  OK  a  pour  équation 

sinfAj  —  A.^)        sin  (A.T  —  A,)        sinfA,  — A2) 

■ ^; 1 ^ \ ^^ —  O- 

Oi  O2  ^3 

C'est  l'hyperbole  des  neuf  points  qui  a  été  étudiée 
récemment  par  M.  Brocard  (*).  Cette  courbe  est  aussi  le 
lieu  des  points  de  concours  C  des  droit(îs  joignant  les  points 
Aj,  A2,  A3  aux  sommets  C^,  Cg,  C3  de  trois  triangles  isoscèles 
semblables,  A2A3C,,  AgA^Ca,  A1A2GJ  construits  sur  les  côtés 
du  triangle  fondamental. 

Ce  lieu  ayant  été  signalé,  pour  la  première  fois,  par 
M.  Kiepert  {\ouvellcs  Annales,  1869.  p.  40-42),  oj  pourrait 
rappeler  hyperbole  de  Kiepcrl. 

Nous  allons  faire  connaître  (|uelques  nouvelles  i)rupi'iétés 
de  cette  conique. 

Le  pôle  d'homologie  a  pour  coordonnées  normales 
sin(A2  —  A3),     sin  (A.  — A^).     sin  (A^  —  A^). 

C'est  donc  le  conjugué  isogoual  de  F  ou  lejjoint  F' à  l'infini 
sur  la  direction  perpendiculaire  à  OG.    En  d'auti'es   ternes. 

(*)  Journal  de  Math,  sféc,  1  84.  p.  197-209  et  1^85,  p.  12,  30,  58,  16, 
i04,  123.  L'ideiitilt''  (I(ï  I'Ii.n  peri>ule  des  neuf  |)oints  avec  le  lieu  de  Kiepert 
n'a  pas  été  énoncée  d'une  manière  explicite  dans  ces  arlicles.  bien  qu'elle 
résulte  iiuiuédiatement  des  points  communs  A,,  A^,  Aj,  II,  G.  D. 

\.-B.  —  Voyez  plus  loin,  à  ce  propos,  u:ie  Icltrcde^I.   Hiorard.     (i.  L. 
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les  lamjenU's  menées  par  A^,  A.^,  A3  a  lliyperhole  de  Kiepvrt 
forment  un  triangle  circonscrit  ¥\¥\¥\,  tel  que  les  droites 
AjF'i,  AJ^"\,  Al,  F'a  sont  perpendiculaires  à  OG. 

La  transformation  par  polarité  trilinéaire  ou  par  points 
réciproques  donne  les  théorèmes  suivants: 

Vhyperbole  de  Kiepert  est  le  lieu  du  pôle  trilinéaire  d'une 
droite  qui  se  déplace  en  restant  perpendiculaire  à  OG.  Elle  est 
aussi  le  lieu  du  réciproque  d'un  point  mobile  sur  ta  droite  GK. 

Soit  cp    l'angle  à  la  base  des  triangles  isoscèles    A2A3C1, 
A3A1C2,  A1A2C3.  Le    rapport  des  distances  de  G  à  «2  et  «3 
est  é""al  à  celui  des  distances  de  C^  à  ces  côtés  ou  égal  à 
sin  (A3  —  cp)  :  sin  (Aj  —  9). 

On  en  déduit  facilement  que  les  coordonnées  normales  de 
G  sont  proportionnelles  à 

I  I-  I 

sin(Ai  — cp)'       sin(A2  — cp)'       sin(A3  — cp) 

Aux  valeurs'  9  =  0,  ç  =  -ir  correspondent, respectivement. 

les  points  G  et  H.  Lorsque  cp  ==  A^,  C  coïncide  avec  le  som- 
met Al  •  de  là  la  construction  suivante  de  la  tangente  en  A^  : 
Construire  sur  A2A3  un  triangle  isosccle  dont  l'angle  à  la  base 
est  égal  à  A^,  et  en  joindre  le  sommet  à  A^. 

Les  points  C^,  C2,  G3  peuvent  coïncider  avec  les  sommets 
du  triangle  de  Brocard  B1B2B3  ;  alors  cp  est  égal  à  l'angle 
a  de  Brocard,  de  sorte  que  les  coordonnées  de  D  sont  inver- 
sement proportionnelles  à  sin  (Al  — et),  sin(A2— :c),  sin  (A3— a). 

Pour  obtenir  les  directions  des  asymptotes,  on  peut  expri- 
mer que  les  droites  kfi^,  kfi^,  A3C3  sont  parallèles  ou  que 
le  point  C  est  sur  la  droite  à  l'infini,  ce  qui  donne 

Zsin  Al  V  ^  . 

sin  (Al-  cp)  ^^  œtg  o  —  cotg  Ai 

ou 

3  cotg''  cp  — -  2  cotg  a  cotg  cp  +  I  =  o. 

Mais  il  existe  aussi  deux  valeurs  de  cp,  pour  lesquelles  les 
points  Cl.  C2,  C3  sont  en  li^ne  droite;  elles  sont  dounées 
par  l'équation 

cotg*  cp  —  2cotg  y.  cotg  9  -f  3  ==  o. 
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On  voil,  ([u'elles  sont  comph'MiKMitaircs  de  celles  (|iii  tiaiis- 
pOi"(.oii(   le   pointe  ùriuliiii. 

L'hyperbole  de  Kicpcit  coiij)e  le  cercle  A1XV2A3  en  nn  poini 
qui  est  déterminé  par  ré(inulion 

il  sin  Al  sin  (A,  —  o)  =  o. 

On  (roLive  (i;  .^  =  H  coli;'  A^  =  coLi;'  a,  donc  les  coordonnées 
de  ce  point  sont  proportionnelles  à  séc  (A^  -|-  a),  séc  (A24-  '^-jj 
séc  (A3  -f-  3c).  Ce  point  est  celui  qui  a  été  désigné  par  N  (*)  et 
([ui,  sur  le  cercle  A^AjAg,  est  diamétralement  oppose  au  point 
de  Steiner.  En  ellet,  1*^  le  point  d'intersection  de  l'hyperbole 
avec  le  cercle  est  le  conjugué  isogonal  du  point  à  l'infini 
sur  OK  ;  2*^  les  conjugués  isogonaux  des  extrémités  d'un  dia- 
mètre du  cercle  A1A2A3  sont  à  l'infini  sur  deux  directions 
rectangulaires. 

Le  point  de  rencontre  de  l'ellipse  È  avec  le  lieu  de  Kiepert 

est  déterminé  par  l'équation 

,    sin  (A,  —  cû)  ^  1       , 

;^  ^: ^-  =  0,    ou    coti»-  9=-  cotff  a. 

sm  Aj  '  ^  ^       3        ^ 

Il  est  à  l'intersection  des  droites  joignant  A^,  Ag,  A^  auXy 

centres    de    gravité    des  triangles    isoscèles    construits    sur/ 

«1,  a^,  «3,  et  ([ui  déterminent  le  point  N. 

8.  —  On  peut  généraliser  la  question  précédente  (**)  en 
considérant  trois  triangles  semblables  quelconques  AgAgC^ 
AgA^Gj,  A1A2C3  et  en  cherchant  la  condition  entre  les  angles 
C1A2A3  =  À,  C1A3A2  =  [j.,  A2C1A3  =:  V,  nécessaire  pour  que 
les  droites  Afiy,  AjCj,  A3C3  concourent  en  un  même  point  G. 
Si  Oj,  $2'  ^3  sont  les  coordonnées  de  G,  on  a  l'égalité 
Ô2       G1A3  sin  GjAgAi sin  X  sin  (A3  —  jx) 


G1A2  sin  G1A2A1        sin  a  sin  (Ag  —  À) 

(3) 


sin  A3      cotg  |x  —  cotg  A3 
sin  A2      cotg  A  —  cotg  A2 


(*)    Nous   avons   proposé  récemment,  pour  ce  point,  la  dénomination  de 
point  de  Tarry. 

(**)  Celte  généralisation  fait  l'objet  de  la  question  7,  Journal  de  Mathéma- 
tiques élémentaires,  t.  Yl,  1882,  p.  2^.  M.  Gasey,àqui  nous  avions  communiqué 
quelques-uns  des  rcsullots  précédents,  a  démontré  ces  proposititionset  d'autres 
analogues  pur  des  procédés  très  remarquables.  (Voir  son  a  Trealise  on  the  l 
Analytical  Geomelr\  »,  pp.  2'»9  et  250.) 


76  JOURNAL    DE    !MATilÉ.MATI(jUES    SPÉCIALES 

et  doux  autres  analoi'uos,  qui  multipliées   l'une  par  l'autre 
douneut 

(cotg  X  —  cotg  Ai)(cotg-  X  —  cotg  A2)(cotg  X  -—  cotg  A3) 

=  (^otg-  [j.  —  cotg  Ai)(cotg  \j.  —  cotg  A2)(cotg  u.  —  cotg  AJ. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres  : 

cotg  X  —  cotg  a  =  o,     cotg2  X  -|-  cotg  |j.  cotg  X  +  cotg^  y. 

—  (cotg-  X  -\-  cotg  a)  cotg  X  -|-  I  =  Or 

dont  la    première    correspond    à    la   conique  de  Kiepert,    et 

dont  la  seconde,  ajoutée  à  l'identité 

cotg  X  cotg  ;j.  -f-  cotg  ;x  col  g  V  -|-  cotg  V  cotg  X  —  1  =^  o, 
donne 

cotg  X  -f-  cotg  [x  -)-  cotg  V  =  cotg  a. 

On  conclut,  delà,  que  les  triangles  A2A3C1,  AgA^C^,  AiA,_,C3 
doivent  avoir  même  angle  d(,'  Brocard  que  le  triangle  fon- 
damental A^AgAg.  Un  calcul  facile  en  coordonnées  carté- 
siennes montre  que  les  points  G^,  C^,  Gg  décrivent  trois  cercles 
(G,).  (G2),  (Gg)  passant  respectivement  par  A^,  k^,  Ag  et  coupant 
orthogonalement  les  cercles  dont  A2Ag,  AgA^,  A1A2  sont  des 
rayons  en  grandeur  et  en  position 

Si  l'on  met  les  équations  (3)  sous  la  forme 
02  sin  A2  cotg  X  —  Og  sin  Aj  cotg  u  —  0^  cos  k^  -[~^3  ^^^  ^-i  =  0,... 
et  qu'on  les  ajoute  ensemble,  on  trouve 

(cotg  A  —  cotg  [j.)(oi  sin  Al  -|-  0-2  sin  k^  -f"  ^3  sin  Ag)  =  o. 

Le  second  facteur  de  cette  égalité  indique  que  les  droites 
AjCj,  A2G2,  AgGj-  sont  parallèles.  On  en  déduit  facilement 
que  les  centres  de  gravité  des  triangles  A^AgOg,  A2A3G1, 
AgAjGa  sont  en  ligne  droite  avec  G.  Ces  centres  de  gravi  lé 
étant  également  les  sommets  de  trois  triangles  semblables 
construits  sur  A2A3,  AgxAi,  A^Aj,  nous  retrouvons  ici  un 
résultat  déjà  signalé  par  M.  M'Cay  (Irish  Acadeniy,  188j)  et 
par  nous  {lUalhesis.  t.  II,  pp.  7U,   loi.  18Gj. 


JOUU.NAf.    I)K    M  ATIIÈ  VIATIQUES    SPÉCIALES  77 


LM  CKNTlîl'l  1)1']  ]A  CONIQUE  DK   KIEPERT 

P,ii*  M.  <H.  <lo  |jOii$;:<*li:iiupN. 


1.  —  On  siiil  (*)  que  In  conique  de  Kieport  est  celle  ({iii. 
en  coordonnées  l);irvcen(iiquc.s,  correspond  à  l'équalion 

(^2  _  c2)3,^  ^  (c^  _  a'^yrj.  +  («2  _  6'^)a[5  =  o.  (K) 
La  détermination  du  centre  C  de  cette  conique  remarqua])le 
n'a  pas  encore,  croyons-uous,  donné  lieu  à  une  construction 
éléi»ante  et  M.  Brocard  (loc.  cit.,  p.  30),  après  avoir  donné  les 
formulc^s  qui  permettent  de  calculer  les  coordonnées  de  ce 
point  ajoute  :  «  Ces  formules  ne  semblent  pas  conduire  à  un 
résultat  simple.  »  Voici  une  remarque,  concernant  le  point  l, 
de  laquelle  résulte  une  solution  assez  éléi^ante  du  problème 
en  question. 

2.  —  Dans  une  question  proposée  récemment  Ç^*),  M.  Bi'o- 
card  'appelle  l'attention  sur  la  polaire  du  centre  de  gravité  E 
d'un  triangle  ABC,  relativement  au  cercle  de  Brocard. 

L'équation  d'une  conique  étant 

/•(a,  g,  y)  =  0, 
on  sait  que  la  polaire  d'un  ])oint  ao,  po,  yo  est  représentée  })ar 

y-of'^  +  W},  +  To  t'y  =  o. 
Pour  1(^  point  E.  centre  d(*  gravité  du  triangle  de  référence, 
on  a 

l'cffuation  de  la  polaire  de  ce  point  est  donc 

/■; + /,3 + /;  =  o- 

En  appliquant  cette  formule  à  l'égalité 

6'^c27.2  -j-  a^c^p''  +  a^by  —  «\6y  —  è'^ay  —  c'y.p  —  o. 
([ui  représente  le  cercle  de  Brocard,  on  a 


(*)  Voyez  Journal,  1885,  p.  12  :  Propri'^lés  dô  l'Hyperbole  des  neuf  points, 
par  M.  Brocard.  Voyez  aussi,  sur  la  conique  de  Kicpert,  l'article  de  M.Xeuhei-g 
dans  le  présent  numéro  [Sur  le  point  de  Slci7ier,  p.  73). 

(**)  Edur.olional  Times  (!'■'•  mnrs  18S0),  question  8485. 
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(b'  —  c^Yx  +  (6-2  —  a^Yp  4-  (a''  —  b^Yy  =  o.        (1) 

Nous  désignerons  la  droite  qui  correspond  à  cette  équation 

par  e;  c'est  une   droite  remar([uable  du   plan  d'un   triangle 

et  la  détermination  du  centre  ^  de   la    conique    de  Kieperl 

découle  (le  la  connaissance  de  s,  comme  nous  allons  l'indiquer. 

3.  —  Cherchons  les.  coordonnées  (ao,  %i  Yo)  ^^^  C-  Le  centre 

d'une  conique  étant  le  pôle  de  la  droite  de  l'infini  (a -|-  f-*  +  y=^o), 
les  coordonnées  de  ce  point  vérifient  les  égalités 

f.  =  f'fi = /•/• 

Appliquons  ces  formules  à  l'équation  (K)  ;  nous  avons,  après 
calcul. 

'^0  K  ïo  /a\ 

(^2  _  c2j2  —  (çî  _  ay  ~  (y.''  —  b''Y  ' 

Il  nous  reste  à  expliquer  comment,  d'après  les  formules 

(i)  et  (2),  la  droite  e  et  le  point  ^  sont  associés  l'un  à  l'autre. 

4.  —  Lorsqu'on  joint  un  point  M  du  plan  d'un  triangle 
ABC  aux  trois  sommets,  ces  droites  rencontrent  les  côtés  en 
Ma,  Mb,  Me',  les  conjugués  harmoniques  de  ces  trois  points 
sont  situés  sur  une  droite  [x;  nous  dirons  pour  rappeler 
cette  construction  que  M  et  jj,  sont  harmoniquement  associés. 

En  représentant  par  a,  f,  y'  les  coordonnées  de  M,  l'équa- 
tion de  la  droite  harmoniquement  associée  est,  d'après  cela, 
représentée  par 

^  +  1+4  =  0, 

a  p         y 

et  la  droite  [7.-*,  transversale  réciproque  de  u.,  par 

aa'  -|-  p^'  -\-  yy'  =  O. 
En  comparant  les  égalités  (1)  et  (2)  on  est  ainsi  conduit 
au  théorème  suivant  : 

Le  centre  de  la  conique  de  Kiepert  est  le  point  harmoniquement 
associé  à  la  transversale  réciproque  de  la  polaire  du  centre  de 
gravité  du  triangle  de  référence  par  rapport  au  cercle  de  Brocard. 

5.  —  La  droite  s  qui,  dans  la  construction  que  nous  pro- 
posons, sert  à  déterminer  le  centre  de  la  conique  de  Kiepert, 
se  construit  d'ailleurs  assez  facilement  en  observant  :  1°  qu'elle 
passe  par  le  point  de  SteinerR:  2°  qu'elle  est  perpendiculaire 
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à    la    (li'oiL»'   (iui  joiiil   le  poiiil   de  Tiii'i'y  N,  au  {'Anilvc  Z  du 
corclo  (lo  Brocard. 

Le  point  do  Stoiner(R)so  dohM'iniiKî  par  iino  construction  très 
simple  que  nous  indiquerons  l)ientot  (');  le  point  de  Tarry  (N) 
est,  sur  le  cercle  circonscrit,  diamétralenieut  opposé;  la  droite 
NZ  s'obtient  en  joii;nant  N  au  centre  de  gravité  (E)  du  triangle. 
De  CCS  remarques  diverses  résidte  le  tracé  de  £  et  par  suite 
la  détermination  du  point  t. 

6.  —  Les  formules  ("2)  conduisent  encore  à  une  remarque 
bien  intéressante,  qui  m'a  été  communiquée  par  M.  Neuberg. 
Cherchons  le  point  'Co  anti-com.plémentaire  de  Ç,  point  dont  les 
coordonnées  y.o,  po,  yo  sont  proportionnelles  à  —  a  -|-  [i  -}-  y, 
—  [5  -f-  y-  +  y,  —  Y  +  ^-  4-  P^  oîi  trouve  facilement 
a„(6'  —  c^)  =  (i,  {c^  —  a'-)  =  yo(a^  —  b')  ; 
ainsi  Iq  est  précisément  le  point  de  Steiner.  Concluons  donc 
que  le  centre  de  la  conique  de  Kiepert  s'obtient  en  joignant  le 
point  de  Steiner  au  centre  de  gravité,  et  en  partageant  cette  droite 
d'une  longueur  moitié  moindre. 


SUR  UNE  QUARTIQUE  UNICURSALE 

Par  M.  Maurice  «l'Oeas^ne,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


1.  —  La  quartique  unicursale  que  nous  avons  en  vue  dans 
cette  Note  est  celle  que  M.  de  Longchamps  a  envisagée  dans  son 
intéressante  étude  sur  les  courbes  parallèles  et  quelques  autres 
courbes  remarquables  (**)  et  dont  il  a  indiqué  plusieurs  pro- 
priétés en  émettant  le  vœu  que  la  théorie  de  cette  courbe  fût 
jDOussée  plus  avant. 

Cette  quartique  unicursale  que  M.  de  Longchamps  désigne 
par  la  notation  y4,  et  dont  on  trouvera  la  figure  dans  le 
Mémoire  cité  (***),  possède  trois  axes  de  symétrie,  trois  points 

("'j  Dans  notre  étude  sur  le  cercle  A. 

(**)  Journal  de  Mathéma tiques  spéciales,  1885,  p.  269. 

{***)Ibidem,  1885,  p.  272. 
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doubles  réels,  trois  tans^ontes  doul)les  réelles.  Elle  esl  définio 
de  la  manière  suivante  : 

On  prend  sur  un  cercle  donm''  1,  à  partir  d'un  point  fixe  S, 
deux  arcs  de  sens  cont7'aires  SA  c/  SB  tels  que 

arc  SB  =  2  arc  SA  ; 
on  joint  les  points  A  et  B  par  une  droite,  et  on  prend  sur  cette 
droite  le  point  G  tel  queBO  =  kB.  Le  point  C,   lorsqu'on  fait 
varier  la  points  A  et  B  sur  le  cercle  A,  engendre  la  courbe  y^. 

M.  de  Longchamps  a  fait  connaître  l'équation  cartésienne 
et  l'équation  polaire  de  la  courbe  y,  en  prenant  pour  axe 
des  X  la  droite  qui  joint  le  centre  0  du  cercle  A  au  point  S, 
et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée 
par  0.  Voici  ces  équations 

^/l  -|.  y1  (  2.T2  _|_   3R.P  _  IL  R2) 

4 
/  3R\2 

+  (a)_R)(x^_3R}  (^  +  — )   =o;  (1) 

p4  _  Rc-''  cos  3o)  —  ^  R2c2  -f  ÎZ  R'^  —  o.  (2) 

4        '  4 

R  représente  le  rayon  du  cercle  A. 

2.  —  Si  deux  rayons  OA  et  OB  d'un  cercle  de  centre  0, 

et    de    rayon    R,    tournent    autour  de    ce  centre   avec    des 

vitesses  qui  sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  n  à   m,  la 

corde  AB  qui  joint  les  extrémités  de  ces  rayons  enveloppe 

une    épicycloïde  décrite   par  un   point  du  cercle  de   rayon 

Bm  B{n  —  m) 

,  roulant  sur  le  cercle  de  rayon ■ ,  qui  a  pour 


m  -\-  n  n  +  m 

centre  le  point  0  (*). 

Ici,  il  faut  faire  n  =  2,  m  =  —  i .  Cela  donne  pour  rayon  du 
cerc'e  roulant  (  —  R),  et  pour  rayon  du  cercle  fixe  3R.  Or 
on  sait,  par  la  théorie  des  roulettes,  qu'un  cercle  de  rayon 

(*)  Co  th(''Oième  a  rté  dénionlrô  pnr  M.  Pli.  Gilbert  dans  l'^s  Annalea  de  la 
Sociélé  scientifique  de  Bru.relles  (4''  année,  1880,  p.  159).  Dans  le  cas  où 
n  =  12, m  =  i,on  tombe  sur  l'enveloppe  de  la  droite  qui  joint  les  extréniiiés 
des  aiguilles  d'une  montre,  problème  qui  avait  été  traité  par  M.  Mannlieim 
daas  son  Cours  de  gJomrlrij  dcsciiptiie.  Le  même  problème  a  été  résolu 
analytiquement  par  M.  Brocard  en  1872  dans  les  Xouvetlex  Annales  demathé- 
mnlif/ues  [i^  série,  t.  \1,  p.  I}20i. 
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( —  R)  roulant  sur  un  ccrclo  de  i-ayon  3U,  c'est  un  cercle  de 
rayon  R  roulant  //  riutérieur  du  cerch^  de  rayon  3R.  Par 
suite,  ienvcloppc  de  la  droilc  AB  est  une  hijpocyclo'ide  (C)  à 
trois  rebrousscnwnts  engendrée  par  un  cercle  de  raijon  R  roulant 
dans  un  cercle  de  rayon  3R  et  décentre  0. 

Il  est  facile  de  déterminer  le  point  où  la  droite  AB  toucho 
cette  hypocycloïde  et  le  centre  de  courbure  correspondant- 
En  cflct,  soit  G'  ce  point  de  contact.  En  G'  élevons  une 
perpendiculaire  à  AB;  c'est  la  normale  à  l'hypocycloïde.  Cette 
normale  coupe  aux  points  a  et  6  les  normales  OA  et  OB  au 


cercle  A,  et  on  a,  pour  les  expressions,  des  arcs  infiniment 
petits  d  (A)  et  d  (B)    décrits   simultanément  par  les  points 

A  et  B, 

d{k)  =  ka  .  t, 

d[B)  =  Bb  .  s, 

£  étant  l'ani^le  de  contingence  de  l'hypocycloïde  au  point  G'. 
Gomme  on  a  évidemment 

diB)  =  2  .  (/(A), 
il  en  résulte  que 

Bb  =  2  .  Xa. 

Mais  les  angles   CBb  et  G'Aa  étant  égaux,  les  triangles 

G'B6  et  G'Aa  sont  semblables.  Donc 

BG'  =  2AG' 
ou 

AG'  =:  BA, 

ce  qui  détermine  le  point  G'. 
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Soit  maintenant  z  le  centre  de   cour?jure  correspondant. 

On  a 

(l  .  BA  =  ha  .  z, 

d  .  AC  :=  az  .  z. 
Par  suite, 

az  =  6a, 

ce  qui  détermine  le  centre  de  courbure  z. 

Avant  d'aller  plus  loin  nous  ferons  une  remarque  au  sujet 
do  l'hypocycloïde  décrite  par  le  point  C.  Supposons  cette 
hypocycloïde  tracée;  elle  fournira  le  moyen  d'opérer  graphi- 
quement la  trisection  de  l'angle.  En  effet,  il  suffira  de  tracer, 
du  point  0  comme  centre,  un  cercle  tangent  à  une  corde 
sous-tendant,  dans  le  cercle  A,  un  arc  égal  à  l'angle  à  tri- 
secter,  et  de  mener  une  tangente  commune  à  ce  cercle  et  à 
l'hypocycloïde  considérée. 

J'arrive  maintenant  à  la  quartique  74. 

3, —  L'ingénieuse  détermination  de  la  tangente  à  74  donnée 
par  M.  de  Longchamps  (§  37  du  Mémoire  cité)  se  simplifie 
beaucoup  par  la  remarque  suivante  (voir  la  figure  de  la 
page  272  du  tome  précédent). 

Les  triangles  APC  et  AQG'  étant  semblables,  puisque  CP 
est  parallèle  à  G'Q,  et  la  longueur  AC  étant  double  de  AC, 

en  a 

AP 
QA=— . 


Donc 


PQ'-= 


AP 


et  la  construction  de  la  tangente  se  réduit  à  ceci  :  Prolonger 

le  segment   de    tangente   AP   au   cercle  A  de  la  moitié  de  sa 

longueur  et  joindre  le  point  Q'  ainsi  obtenu  au  point  C. 

Remarquons  en  outre  que,  si  R  est  le  point  oii  la  tangente 

GQ  à  Y4  coupe  la  tangente  BP  au  cercle  A,  le  théorème  des 

transversales  donne 

CA    RB    QP 

CB  *  RP  '  QA 

RB     I  _ 
ou  ^RP'S  —  ' 
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(Toîi   l'on  tii'o 


et,  par  suite. 


RB_  3 
ÏÏP~"  2 


RP  =  2  .  PB. 


4.  —  Soit  Ce   la  normale   au  point  C   à   la   quartique  y^. 


Cette  normale  coupe  en  c  la  normale  à  l'hypocycloïde  enve- 
loppe tic  AB,  c'est-à-dire  la  perpendiculaire  élevée  en  G'  à 
AB.  On  a 

f/.AB=r  ab.z 
d.BC  =:  bc.e 
et  comme  AB  =  BC, 

qa  =  bc. 
Du  point  0  abaissons  sur  AB  la  perpendiculaire  01;  cette 
droite  coupe  les  droites  Cb,  Ce  aux  points  M  et  N. 
01  est  parallèle  h  ac,  de  plus  I  est  le  milieu  de  CC.  Donc 

Lu  =r  — .  =  ac  , 
MX  =  -  =  il^. 
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Mais  les  triangles  01  A.  et  aC'A.  donuent 


01=^. 


Doue 


et,  par  suite, 


ac 


OM  =  IM  —  10  ^  —  :=:!  10, 

MN==3.I0, 
ON  r=  4IO. 


De  là  ce  théorème  : 

Si  du  centre  0  on  abaisse  la  perpendiculaire  01  sur  la  droite 
AB  et  que  l'on  porte  sur  cette  droite  le  segment  ON  égal  au 
quadruple  de  10,  la  droite  GN  est  normale  en  C  à  la  quar- 
tique  Y4.  Ce  tliéorèuie  douue  uue  détermiuatiou  simple  de  la 
normale,  et,  par  suite,  de  la  tangente. 

(A  suivre.) 


DEMONSTRATION    DIRECTE    DU    THEOREME 

DK    BUIANCHON 
Par  M.  Darzeiiï»,  élève  à  l'École  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 


F^ 


Considérons    uue   conique  et  un   hexagone  abcdef  qui  lui 

est  circonscrit;  il  est 
bien  évident  que  cette 
conique  peut  toujours 
^D  être  regardée  comme  le 
contour  apparent  d'un 
hyperboloïde  ;  et,  alors, 
cha([ue  côté  de  l'hexa- 
gone sera  la  projection 
de  deux  génératrices  de 
systèmes  différents  de 
cet  hyperboloïde.  Cela 
étant,  formons  dans 
'^  l'espace,  au   moyen    de 

ces   génératrices,  un  hexagone  gauche  qui  se  projette  sui- 
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vani  (ibcdcf  ol  doiil  deux  coU's  ('.onscculifs  sont,  i)ar  coiisc- 
(|ucnl,  cle  syslonics  (lillV'rciils. 

Soil  AB(U)EK  un  (cl  hexagone  dans  lc(jii('l  les  génératrices 
d'un  syslèinc  son!  marquées  en  Irails  pleins  et  celles  de 
l'aulrt"  <Mi  Irails  ponctués.  AB  et  El),  étant  de  systèmes  dif- 
lerents,  se  rencoulrent  et  déterminent  nn  plan.  Il  en  sera 
de  même  :  1°  de  AF  associé  à  DU;  2"  de  BC  associé  à  FE. 
Ces  trois  plans  ainsi  définis  se  coupent  deux  à  deux  sui- 
vant (rois  droites  qui  sont  évidemment  concourantes.  Or  il 
est  facile  de  voir  ([ue  l'intersection  du  plan  ABED  et  du 
plan  AFDC  est  la  droite  AD,  qui  joint  deux  sommets  opposés 
de  l'hexagone;  il  en  sera  de  même  pour  les  deux  autres 
droites  EB  et  FC  et  le  théorème  de  Brianchon  se  trouve 
ainsi  démontré. 

Dans  le  cas  oh  la  conique  proposée  est  une  parabole,  on 
doit  prendre,  pour  reproduire  le  raisonnement  précédent,  un 
paraboloïde  hyperbolique. 


SUR  UN  NOUVEAU   CERCLE  REMARQUABLE 

DU    PLAN    d'un    triangle 
1^11'  M.  €k.  (le  liongclianips. 

{Suite,  voir  p.  ô7.) 


8.  Théorème.  —  Le  cercle  A  est  orthogonal  aux  cercles  décrits 
des  milieux  des  côtes  du  triangle  ABC,  comme  centimes,  avec  les 
médianes  correspondantes  pour  rayons. 

En  ellèt  si.  dans  l'équation 

X'2  -j_  y2  -|_  2xy  cos  C  —  2CX  cos  B  —  2cy  cos  A  -|-  c^  =  o, 
on  substitue  aux  coordonnées    courantes   celles    du    milieu 


de  AB  (  -?  -),  on  a 


fr-  -f-  h''  4-  2ab  cos  C 

4 
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Cette  expression  représente  bien  le  carré  de  la  longueur  do 
la  médiane  issue  du  sommet  C. 

La  proposition  en  question  se  trouve  ainsi  démontrée  et, 
en  nous  rappelant  la  définition  de  A,  pour  la  rapprocher  de 
la  propriété  précédente,  nous  voyons  déjà  que  A  est  orthogonal 
à  six  cercles  ayant  pour  centres  les  sommets  ou  les  milieux 
des  côtés  du  triangle,  et  pour  rayons:  les  uns,  les  côtés  du 
triangle;  les  autres,  les  médianes.  Mais  nous  allons  montrer 
que  cette  double  propriété  rentre  dans  un  théorème  plus 
général  que  nous  allons  établir. 

9.  Théorème.  —  Si  fon  comidêj'e  siir  un  des  côtés  BG  du 
triangle  ABU  deux  points  isotomiques  (*)  I,  V ,  le  cercle  A  eU 
orthogonal  au  cercle  décrit  du  point  I  comme  centre  avec  AF  pour 
rayon. 

En  cfTet,  soit  CI  =  a,,;  la  puissance  C  du  point  I  est 

;;  =:  Xo'^  —  2CXo    COS  B  -|-  C% 
OU 

'(,  —  (./',  —  c  COS  B)-  +  c-  sin2  B . 
D'ailleurs,  on  a 

CI  =  X,  =  Br, 
et 

BHr=ccosB, 
H  désignant  le  pied  de  la  hauteur  issue  de  A. 
Ces  égalités  donnent 

Xo  —  C  COS  B  =:  BI'  —  BH  ==  —  Vil, 
et,  par  suite, 

•Ç  =  TW  +  c^-  sin2  B  =  ni-  +  Âîî-, 
ou,  finalement,  . 

C=:zTV\ 

Ainsi  A  est  orthogonal  au  cercle  décrit  de  I  comme  centre, 
avec  Ar  pour  rayon. 

On  observera  qu'en  plaçant  le  point  I  en  G  on  a  les  trois 
cercles  décrits  des  sommets  du  triangle  avec  les  côtés  corres- 
pondants  pour  rayons;  en  supposant  ensuite  le  point  I  en  M, 

(*)  J'appolle  jiinsi  deux  points  syinéuiques  par  rapport  au  nrilieu  du  s.'g- 
nicnt  BC.  Le  tenue  isotomiqiic  a  été  proposé  par  M.  Neuberg  pour  désigner 
les  points  que  je  nomme  réciproques  ;  cettii  dernière  expression  me  parait  pré- 
férable, mais  le  mot  de  M.  Neuberg  s'applique  remarquablement  bien  aux 
points  I,  r  dont  il  est  ici  question. 
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milicMi  (le  BC.  les  deux  points  isoLoiiiicjiics  sa  nmiuiidrAd  cl, 
l'on  ivli'oiivo  les  trois  ccM'cles  ({uo  nous  avons  considérés 
dans  le  parai.''ra[)li(;  prcccdod. 

Kn  rcsnnic.  l(M-ci-(dc  A  jouit  de  la  propriété  qui  nonss(3inble 
l)i(Mi  r(Mnarqual)l(^  d'elle  orthogonal  ù  un  système  de  cercles, 
Iripleniciit  iulini,  cendes  se  rattacduiut  au  Irianglc  ABC  par  la 
coiislruction  sini])le  que  nous  venons  d'indiquer. 

10.  Le  cercle  A  et  le  cercle  circonscrit.  —  Cher- 
chons les  points  communs  à  A  et  au  cercle  circonscrit. 
L'équation  (§3,  p.  08): 

{y.  +  S  +  Y)(a2a  +  b'fi,  +  C'y)  —  (i'(;i^f  —  b'y.y  —  c'^a?  =  O, 

prouve  que  l'axe  radical  de  A  et  du  cercle  circonscrit  est 
représenté  par  l'égalité 

a-v,  4-  62f5  +  c-v  =  0. 
La  droite  0  qui  correspond  à  cette  équation  et  que  l'étude 
.du  cercle   A   met  en   évidence  est  une    des   droites  remar- 
quables du  plan  d'un   triangle;  nous  allons  indiquer  quel- 
ques-unes de  ses  propriétés. 

(A  suivre.) 


QUESTIONS  D'EXAMENS 


4*.  —  Sur  une  droile  A,  on   considère  deux  points  mobiles 

A,  B  décrivanl  sur  celte  droile  deux  divisions  homot/raphiques: 

trouver  l'enveloppe  des  cercles  T  décrits  sur  AB  comme  diamètre. 

Soit  0  l'origine  des  divisions  homographiques  en  question; 

en  posant 

OA  =  a,         OB  =  g, 
on  a,  par  hypothèse,  entre  les  variables  a,  6  la  relation 

K::^  -f  a%  -\-  b?j  -^  c=^  o. 
On  doit  alor*!,  dans  cette  question,  distinguer  plusieurs  cas, 
suivant  que  le  paramètre  K  est  nul  ou  diflerent  de  zéro,  et 
suivant  que  la  relation  est,  ou  n'est  pas  en  involution. 

Premier   cas.      K  ==:  o.  —     La    relation    homographique 
proposée  est  alors 

a-/  -|-  b'^j  -|-  c  =  o.  (1) 
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Changeons  l'origine  des  divisions  et  posons 

l'égalilé  (1)  devient 

ayJ  +  6,S'  -{-at  -{-bt  +  c=:o. 

Deux  cas  se  présentent  alors   tout   naturellement   si    l'on 

veut  disposer  du  paramètre  t  de  façon  à  simplifier  l'équation 

homograpliique,  et,  en  posant,  dans  cette  intention, 

l(a+  b)  ~{-  c  =  o. 

Ces  deux  cas  que  nous  devons  distinguer  ici  correspondent 

aux  hypothèses  : 

a  -\-  b  ^^  o,        a  +  6  ;zf  o. 

!«  Soit  d'abord  a  -{-  b  =^  o;  alors  a  et  6  ne  sont  pas  nuls 
si  l'on  ne  veut  pas  que  l'égalité  (1)  représente  une  impos- 
sibilité ou  une  indétermination.  Supposons  donc  a  ;zf  o, 
l'égalité  (1)  prouve  que 

c 

'^  a 

et  que,  par  suite,  la  longueur  AB  est  constante.  L'enveloppe 
des  cercles  F  est  donc  constituée  par  l'ensemble  de  deux 
droites  parallèles  à  AB. 

2«  Soit  maintenant  a  +  6  ;zf  o.  Dans  ce  cas,  on  peut 
résoudre  l'équation  (2j  par  rapport  à  t;  et,  en  posant 

c 

la  relation  homographique  proposée  prend  la  forme  réduite 

ayj  -f  6ô'  =  o.  (3) 

Il  est  facile  de  vérifier  que  les  cercles  F  enveloppent  un 
système  de  deux  droites  passant  par  la  nouvelle  origine. 

L'équation  de  F  étant 

^2    _|_  ,^2   __  l^j^  _|..   ,j^  —  Q^ 

on  a 

a'  +  fi'  =  }.,        a'fi'=a.  (4) 

L'élimination  de  a  et  de  6'  entre  (3)  et  (4)  donne 

X^rtb .+  'A(^  —  ^Y  =  0. 
Si  a  =  ?;,  hypothèse  qui  correspond  au  cas  oii  la  relation 
donnée  est  en  involutiou,  on  a  À  =:  o,  les  cercles  proposés 
sont  concentriques  et  ils  passent  doublement  par  les  ombilics 
du  plan. 
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Au  coiihaii'»',  si  l'on   suppose  a  —  /;  ;zf  o.  on  ;i 

A'ab 

~^  {a  — h)' 

cl  r(Mivolopp(i  (les  cercles  V  esl   représentée  ]);ir  ré^inalioii 

x''{a-\-  //)2  +  ^ahif  —  o. 
L"envclopp(^   demandée  est   conRtitué(^   par  l'ensemble    (l(^ 
(l(^ux  droites  passant  par  l'origine  ;  ces  droites  sont  réelles  ou 
imai^inaires  suivant  (|ne  ab  est  négatif  ou  positif. 

Second  cas.     K  ;zf  o.  —     Revenons  maintenant  an  cas  gé- 
néral et  supposons  K  dillerent  de  zéro. 

L'équation  homographique  est  alors 

K7.[3  +  a-i  -\-  bfj  -\-  ('  =^  o , 
(H  Ton  doit  encore  distinguer  deux  cas.  suivant  que  a  —  b  est 
nul  ou  dilTérent  de  zéro. 

1'*  Si  a  —  b  =^  o.  auquel  cas  l'équalion  homographique  est 
en  involulion,  les  égalités 


a?  +  f/(a  -^f.)+c  =  0.  a  +  .'^  =r  ),, 


7.3   =  a. 


donnent,  entre  les  paramètres  X  et  |x.  la  relation 

<j.  -\~  aK  -{-  c  =  o . 
L'équation  générale  des  cercles  F  est  alors 
3-  -]-  y-  —  X(.T  -]-  a)  —  c  =  o, 
ils  passent  par  deux  points  fixes,  résultat  bien  connu. 

2^  Abordons  enfin  le  cas  général  et  supposons  a  —  6  ;zf  o. 
Nous  pouvons  toujours  poser  K  r=r  t  et  prendre  l'équation 
homographique  sous  la  forme 

7.6  H-  aa  -|-  b't>  -j-  c  =  o. 
L'élimination  de  a  et  de  6  entre  cette  équation  et  les  rela- 
tions : 

a  -f-  f^  ^=  '*^-  a|i  =  <j., 

donne 

—  ij.{a  —  by-  —  (c  -f  6à  +  'jMc  -f  al  ~\-  y.). 
Cette  égalité  peut  s'écrire  : 

<j.{a  —  b)  <j.  4-  aX  -\-  c 

— —  =  ■ =r  /. 

[j.  -f-  bl  -f-  c  b  —  a 

De  ces  proportions  on  tire,  a])rès  calcul  : 

l{a  —  t)=  t^  -{-  (b  —  a)t  —  c, 
'j.(a  —  t)  =  et  —  bt\ 
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L'équation  générale  dos  cercles  F  est  donc 

P(x  +  6)  +  l[x'  4-  7/2  -f  œ{h  —  a)  —  c] 
+  a(x^  -)-  if)  -\-  ex  =  o. 
L'enveloppe  cherchée  s'obtient  en  exprimant  que  cette  équa- 
tion en  /  a  ses  racines  égales  et  l'on  a,  finalement, 
(x^  +  If  Y  +  2x(x^  +f)(a  +  b)  +  x^  [(a  +  h)^  +  2c] 
+  2if{2ab  ~  c)  -)-  2cx(a  -f-  6)  -|-  c^  =  o. 
Cetle    équation    représente    deux    cercles    (*).  On  peut    s'en 
assurer  en  appliquant  à  cette   relation   le  procédé  que  nous 
avons  indiqué  (^*)   pour  décomposer   en   deux  facteurs  les 
quartiques  bicirculaires,  quand  la  décomposition  est  possible. 
On  trouve  ainsi  que  l'équation  précédente  peut  s'écrire  : 
[x-2  +  2/2  -f-  x(a  +  b)  +cY  +  ^if{ab  -  c)  =  o. 
Sous  cette  forme  on  voit  nettement  que  l'enveloppe  deman- 
dée est  l'ensemble  de  deux  cercles  réels,  imaginaires  ou  coïn- 
cidents suivant  le  signe  de  la  quantité  ab  —  c. 
En  posant 

c —  ab  =  h^, 
les  cercles  trouvés  sont  représentés  par 

^'  +  2/'  +  ^(«  +  ^)  ±  ^hy  +  ob  +  h''  =  o. 
La  réalité  de  ces  cercles,  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  recourir 
au  discriminant,  résulte  de  la  forme  même  de  cette  équation 
qui  peut  s'écrire  : 

(x  +  a){x  +b)+  {y  ±  h)'  =:  o, 
forme  sous  laquelle  des  solutions  réelles  sont  évidentes. 

Les  calculs  précédents  sont  sensiblement  abrégés  en 
prenant  pour  origine  un  des  points  doubles  des  divisions 
homographiques  données.  Mais  ces  points  peuvent  être 
imaginaires  et,  pour  généraliser  les  résultats  obtenus,  il  est 
alors  nécessaire  d'invoquer  le  principe  de  continuité  de 
Poncelet. 

(A  suivre.) 


(*)  C'est  p.'ir  erreur  que  cette  équation  a  été  donnée  (Kœhler,  E.r.  de 
géom.  an.,  p.  19)  comme  représentant  une  courbe  du  quatrième  ordre  se 
décomposant  en  deux  cercles  quand  a=:  b.  Elle  représente  toujours  deux 
cercles;  seulement,  si  «  =  b,  les  cercles  F  passent  par  deux  points  fixes. 

(**)  Journal  1881;  p.  30. 
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CORRESPONDANCE 


Exlrait  d'une  lettre  de  M.  Brocard. 

...  Jo  m'emprosRC  de  vous  accuser   réception    el  de  vous 

nMiieirier  de  la  très  intéressaDle  remarque  de  M.  Ncuberg. 

L'identilé  de  la  conique  de  Kiepert  avec  Thyperbole  équila- 

tère    des    neuf  points   m'avait   entièrement   échappé,    bien 

qu'elh^  résiiKAt  immédiatement  des  équalions 

sin(A  — B)   ,    sin  fC  —  A)    ,    sin  (B  —  C) 

1 -^ 1 ==0.  (^) 

Y  f^  '^ 

et 

(a^  —  6^)  a6aS  +  (c^  —  a^)  ^cay  +  (6^  _  c^)  bc^.y  =  o; 

mais  l'idée  de  les  identifier  ne  se  présente  point,  parce  que 

l'on  a  moins  rhal)itude  de  remplacer  sin  (A  —  B),  etc.,  par 

a^  —  b^  .      , 

' j  que  sin  A  par  a,  etc. 

c 

La  remarque  de  M.  Neuber£>'  me  semble  donc  nouvelle,  et 
de  nature  à  augmenter  l'intérêt  de  l'étude  de  l'hyperbole  F, 
qui  joue  ainsi  un  rôle  plus  important  dans  la  géométrie  du 
triangle.  Cette  hyperbole  remarquable  méritait  donc  un 
examen  attentif,  et  je  félicite  M.  Neuberg  d'avoir  bien  vou- 
lu reprendre  et  compléter  mes  recherches  sur  les  coniques 
associées  au  triangle. 

On  peut  s'étonner  qu'aucun  géomètre  n'ait  eu  jusqu'à  ce 
jour  l'idée  de  vérifier  si  l'équation  (1)  représentait  une  hy- 
perbole équilatère,  et  cependant  cette  vérification  était  très 
simple  et  presque  immédiate.  A  un  autre  point  de  vue,  la 
remarque  de  M.  Neuberg  est  une  conséquence  des  principes 
posés  par  M.  Mathieu  dans  l'étude  de  géométrie  comparée 
fondée  sur  la  transformation  par  droites  symétriques 
{Nouvelles  Annales,  'I860,  p.  393,  481  et  S'âO).  Dans  ce  mode  de 
transformation,  le  cercle  circonscrit  au  triangle  est  la  trans- 
formée de  la  droite  de  l'infini  ïla  sin  A  =  o.  Il  a  donc  pour 

équations =  o.  L'hyper})()le  équilatère  Y  est  la   frans- 
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formée  de  la   droite  OK  représentée  par  l'équation 
^y.  sin  (B    —    C)   =    o. 

n  M     1  11  1  '        -•        V.  sin  (B  —  C) 

LeiLc  nyperbolo  a  donc  pour  equaUon  XI =  o- 

y. 

Les  paraboles  tangentes  à  deux  cotes  du  triangle  aux  extré- 
mités du  troisième  ont  pour  équations  n'^y.^  —  460,^7  =  o,  etc. 
Les  ellipses  transformées  sont  donc  représentées  par  les  équa- 

n'^       Abc 
tions  —  —  ^  =   o.   on  rt-f^v  —    ihcy'^  =  o,  etc. 


AGREGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 

(Suite,  voir  p.  70) 


Sujets  de  leçons, 

I.  —  Matnématiques  élémentaires. 

1.  Plus  grand  commun  diviseur  et  plus  petit  commun  multiple  de  deux  ou 
plusieurs  nombres  entiers.  (On  n'emploiera  pas  la  décomposition  en  lacleurs 
premiers.) 

2.  Premières  leçons  sur  les  nombres  premiers. 

3.  Conversion  d'une  fraction  ordinaire  en  fraction  d''cimalc.  —  Fraclions 
pôriodiqucij. 

4.  Racine  carrée  des  nombres  entiers. 

5.  Mesure  des  angles. 

fi.  Ilomothétie  (géométrie  plane). 
7.  Polygones  réguliers,  convexes  ou  ctoil(\s. 
S.  R', cherche  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 
'.).  Divison  harmonique.  —  Faisceau    harmonique.   —  Pôle  et    po'aire  par 
rapport  à  deux  droites.  —  Pôle  et  polaire  par  rapport  à  nn  cercle. 

10.  Puissance  d'un  point  par  rapport  à  un  cei'cle.  —  Axe  radical  de  deux 
cercles  .  —  Centre  radical  de  trois  cercle^.  —  Applications. 

11.  1  ransformaiion  par  rayons  vecteurs  réciproques.  —  Applications. 

12.  Angles  trièdres.  —  Trièdres  supplémentaires  —  Conditions  nécessaires, 
et  suffisantes  pour  qu'on  pui^^se  construire  un  Irièdre  avec  trois  faces  données, 
ou  avec  trois  dièdres  donnés. 

13.  Première  leçon  sur  la  mesure  des  volumes. 

14.  Figures  homothétiques  dans  l'espace.  —  Cercle  d'homothétie.  —  Axe 
d'homothétie.  —  Plan  d'homothétie.  —  Application  à  un  système  de  quatre 
sphères 

15.  Sphère  tangente  à  quatre  plans. 

16.  Triangles  sphériques,  —  Triangles  sphériques  polaires  réciproques. 

17.  Aire  d'un  fuseau,  aired'un  triangle sphérique. —Théorème  de Lexel. 
1(S.  Polvèdrcs  réguliers  convexes. 
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l'I.  Iiil('rs(>(ii(»ii  (ruiic  (linilc  a\t'c,  uii(>  clli[)se,  iiik,' liypcrljijlc,  une  piraljDlc. 
—  Ta  II  ^'c  II  les  à  ci's  i;ourl)es;  i-rohlciiies  (|tn  ,s'\  rai)[)oi'l(!nl . 

"20.   Ktiide  (les  sections  planes   d'un  cùiie  de  révuliiliun. 

■Jl.  Division  dos  polynùmcs. 

11.  Di't'oiiiposilion  d'un  Irinùiiie  du  second  de^r»' eu  une  souiuk!  ou  en  une 
(liireron(\>  de  deux  carrés.  —  Application  à  la  résolution  do  l'équation  du 
sci'ond  de^'i'é,  Si'paralion  Av^  racines  (piand  elles  sont  l'éelles. 

l',\.  Élude  di^s  variations  de  t,'randeiir  cl  des  chaiigcuieiits  de  signe  de  la 
valeur  ilu  Iriiiùnie  dx'-  +  bx  --(-  c,  (juand  x  croit  de-  ao  à  -j-  '^  •  —  Appli- 
ca  lions. 

52-4.    Equation  bicarrée.    —   Trau ■.formation   des    expresbions    de    la    l'ornie 

2").  Décomposition  du  trinôme  x^  +  px-  +  Ç  en  un  produit  de  l'acleurs 
réels    du    second  degré;    aj^plication  à    la    résolution    de    réiiuation  bicarrée. 

2(5.  Tliéorè-me  sur  le  maximum  d'un  produit  de  plusieurs  facteurs  variables 
dont  la  somme  est  conslanle.  —  Ap[)lications. 

)-r  M      •  ►       •    •  1      1      r        ,•         "■'''+   bx   ^    c 

11.  —  Maximum  et  minimuiu  de  la  fraction • 

<i  X-  +  b'x  -\-  c 

i8.  Formules  j-elatives  à  l'addition  et  à  la  soustraction  des  arcs. 

29.  Relations  entre  les  angles  et  lis  cotés  d'un  triangle  rectilignc  (|uel- 
conquc. 

3J.  Vilesse  dans  le  mouvement  uniforme  et  dans  le  uDuvement  varié.  — 
Élude  du  mouvement  uniformément  varié. 

31.  Compasitioa  des  mouvements.  —  Composition  des  vitesses.  —  Compo- 
sition de  deux  mouvements  rectilignes  et  uniformément  variés. 

31.  Réduction  à  deux  forces  d'un  sysccme  de  forces  appliquées  à  un  corps 
solide.  —  Conditions  d'équilibre. 

33.  Délinition  et  déterminalion  de  la  longitude  et  de  la  latitude  d'un  point 
du  g!obe  terrestre. 

34.  Cartes  géogiaphiques  ([)remière  leçon). 

35.  Éclipses  de  lune. 

36.  Méthodiis  des  rabattements.  —  Des  clungcmcnts  de  [)lan,  des  rotitions 
en  géométrie  descri[)live.  —  Applications. 


QUESTION  lOG 

f^uliiCiou  par  M.  Paul  Bouug.vull,  à  Anlibes. 


S<  A  et  A'  sont  deux  polyiiôines  de  degré  n  à  coeljicients  réeh, 
et  si  B  et  B'  sont  deux  polynômes  de  der/ré  moindre  que  211,  on 
ne  peut  avoir  l'identité 

A3 -)- B  =:  A'"* -f  B'  (1) 

sans  avoir  les  deux  suivantes  : 

A^A\ 
B  i^B'. 

(^E.  A 111  ig Lies.  ) 
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Ku  cilV'L,  de  ridcntilc  (1)  supposée  véritice  on  [iic 

(A  —  A')(A'^  +  AA'  +  A'2)  z^  B  —  B.  ri) 

Je  dis  que   si  A  —  A'  est  diiïereiit  de  zéro,  cette  nouvelle 
identité  est  impossible.  Eu  ellet,  si  l'on  a 

A  lE-  ax''  +  . . . 
A'  :=  ax"-{-  ... 
le  premier  terme  du  polynôme 

A2  -f  AA'  4-  A'^ 
est 

x'"'(a''  +  a''  +  aa), 
et  le  coetïicient 

«2  +  a'  +  aa' 
est  toujours  différent  de  zéro.  Ainsi  le  premier  membre  de 
l'identité  (2)  est  un  polynôme  dont  le  degré  est  certainement 
égal  ou  supérieur  à  2n;  tandis  que  le  second  membre  est  un 
polynôme  de  degré  inférieur  à  2n  :  l'identité  (2)  est  donc 
impossible  si  Ton  n'a  pas 

A  —  A'  -:  o. 
Il  en  résulte  évidemment 

B  —  B'  —  o. 

Nota.  —  Solutions  analogues  par  MM.  Léon  Clément,  à  Rouen;  Giat,  élève 
au  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  E'J.  Lucas);  llugon,  à  Poligny;  Taratte, 
élève  au  lycée  Saint-Louis. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


192.  —  l"  Assigner  une    suite  régulière   de    n   nombres 
triangulaires,  dont  la  somme  soit  exprimée  par  la  formule. 

S,  =  ''^''~^  ^^  [(2n  +  i)  m'  +  (4n  -  i)  m  +  2  (n  -  i)], 
j  .4 
pour  toute  valeur  entière  de  m. 
Note.  —  On  a,  en  particulier,  pour  m  =  o,  le  résultai  bien 

(n—  i)  n  (n+  i) 

connu  S,,  ^= 

2  .3 
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Oïl  a  dr  luruic,  pour  m  :=^ —  2,  io  résiilLuL 


S. 


2.3 


=  —  +  —  -r  —  -^  —  -t-  H . 

([ui  rciiliT  dans  le  piécodcul. 
Pour  m  =  i,  un  a 

_  Il  (n  +  1  )  (4?t  —  I  ) 
^"  — r^^; 

2  .  J 

1.2         3-4    ,    5-^^    1    7-^    ,  ,     (2?1—  l).2/t 

^-T"  +  "T  +  T'  +  ~r  + "^ 2 — ' 

rcsulUit  facile  à  vériiier. 

2°  Même  question  pour  une  suite  de   n  nombres   Iriangu- 
Uires,  dont  la  somme  soit 

S,  :==: [[2n'  +  (jn  +  i3)m' 

5  .  4 

-)-  (  4?i^  +  9?î  —  0  1^1  +  2  (n^  —  I  )]. 

Note.  —  On  a,  en  particulier,  pour  m  =  i 

n(n  +  I  )(4n  +  3  ) 


S» 


2  .  3 


2  ♦   3     ,     4   •    5  6^     .     ^   •  9     ,  I     2M(27l  +    l) 

= -\-  . . ,  -\ -. 

2  2  2  2  2 

Ajoutant,  a    cette    valeur   de   S,„    celle    qui  correspond   à 
m  ^=   1  dans  la  question  I,  on  trouve 

I  ■  2        2  .  3        3  .  4       4  .  5  2?n2n  4-  i) 

222  2~'  2 

2n  ('2n  +    0*2/1  -)-    2) 

ce  qui  s'accorde  avec  le  résultat  relatif  km  =  —  2,  dans  la 
môme  question  I. 

3<^  Môme  question,  la  somme  de  n  nombres  triangulaires 
étant  exprimée  par  la  formule 

Sh  = -Ar  [(  4'i' —  i){in' +  m) -\- n' —  i]. 

2    .    D 

NoT£.  —  On  a  pour  m  =^  i, 

_  '/i(3/i^  —  i)_i.  2         4.5         7.8         (o.ii, 
b.  --^ :   _  __   -I-  __  4-  ___  4_    -^— +  ... 

,    {3n-2){3n~  i) 
~1 T ~. 
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4*^  Mémo  (j[iicwtioii,  la  soiiiiiio  proposée  étant 

Sh  =  -^^  L(4^i'  —  I  )  "^'  +  (4?i'  +  6/i  —  \)m  +  /i^  4-  3u  4-  2]. 

Note.  —  On  a,  pour  m  =■.  i , 

_  3»2  (,i  _[_   i)  ^  2  .  3         5.6         8.9         11.12 

^"  —  —  -j-  -\- -j-  

2  2222 

_.                      (3/i  —  i)  .  3?i 
r   ~r  '■ • 

S"  Môme  question  pour  la  somme 
n 


Note.  —  On  a  pour  m  =   i, 

3n  (3n  +  i) 


_  3/1  (y?  4-  0^        3  .  4       6  .  7       Q  .  10        12  .  i3 

^/i  — — f- 

2  2  ^^  '^  ■' 


+ 


2 

Ajoutant  ensemble  les  valeurs  que  prend  S„,  pour  m  =z  i, 
dans  les  questions  3'',  4\  5",  on  obtient 
1.22.33.44.5  3n  (3n  -{-  i) 

~T"  "^ ^  "^  ^~  "^  ~7~"  "^  "^ ~ï 

«  (gn^  +  gn  4-  2)  _    3n  (3/i  +   1)  (3n  -{-  2) 

~  2  ~  ÏT3  ' 

ainsi  que  cela  doit  être.  (S.  Itealis.) 


ERRATUM 


Page  9o  (vol.  picccdcnl),  ligne  S,   au  lieu  de  {2)i   —   i)A„, 
lisez  {211  4"   O^'^n. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  I.ONGCHAMPS. 
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SUR  UNE  nUAHTlQUK  UNKUJRSALE 

i'ar  M.  llaiirice  d'Ocaj;nc,  in.qcuicur  des  l'outs  et  (Juiussccs. 

[Suilc,  voir  p.  7'J.j 


5.  —  Le  centre  de  ('(jurburc  de  la  courbe  y^  rcpondaiit  au 
point  C  est  le  point  E.  oîi  CN  touche  son  enveloppe.  Nous 
allons  déterminer  ce  point. 

Auparavant,  remarquons  que  les  courbes  (N)  et  (1)  décrites 
par  les  points   N   et  I    sont    homothctiques  par  rapport  au 

ON 

point  0,  puis([ue  le  rapport  -— -  est  constant  et  égal  à  —  4. 

Il  en  résulte  que  les  normales  à  ces  courbes  en  N  et  en  I 
sont  parallèles  entre  elles.  Or,  la  courbe  (I)  est  la  polaire  de 
riiypocycloïde  (C)  par  liipport  au  point  0;  la  normale  U  à 
la  courbe  (I)  s'obtient  donc  en  joignant  le  point  I  au  point 
de  rencontre  i  des  ijcrpendiculaires  respectivement  élevées 
à  01  et  à  CI  en  0  et  en  C  Cette  droite  est  évidemment  pa- 
rallèle à  CO,  puisque  le  point  I  est  le  milieu  de  CC. 

Donc,  la  normale  en  N  à  la  courbe  (N)  66'/  parallèle  au  rayon 
vecleur  OC  du  poinl  C. 

La  perpendiculaire  élevée  par  le  centre  de  courbure  E 
cherche  à  la  droite  CN,  c'est-à-dire  la  normale  à  l'enveloppe 
delà  tlroite  CN,  coupe  la  normale  N71  au  point  n':  la  per- 
pendiculaire 01  à  ON  coupe  Nm  au  point  n;  la  normale  CN  à 
la  courbe  7^  coupe  au  point  c  la  normale  Ci  à  l'iiypocy- 
cloïde  (C). 

Dès  lors,  £  représentant  toujours  l'angle  de  contingence 
de  l'hypocycloïde  (C),  c'est-à-dire  l'angle  de  deux  positions 
inliniment  voisines  de  la  droite  Al^,  qui  est  aussi  l'angle 
de  deux  positions  infininujnt  voisin(;s  de  la  droite  IN,  ces 
deux  droites  étant  perpendiculaires,  et  -q  désignant  l'angle 
de  deux  positions  infiniment  voisines  de  la  droite  CN,  on  a 
d  (N)  =  N/i  .  £  z=  Sa' .  Y, 
(/  (C)  =  Ce  .  i  —  CE  .  Y.. 
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Par  suite, 

Rn.  Ce 


Nn'         CE 
Du  point  71  abaissons  sur  CX  la  purpcndicuiairc  îiH.  Nous 
pourrons  écrire  régalito  précédente 

NH  _  Ce 
NE  ~"  CE' 
ou,    en   changeant  le    signe  des    deux  termes    du    premier 
membre, 

HN        Ce 


EN        CE 
Le  point  I  étant  le  milieu  de  CC,  et  IN  étant  parallèle  à  Ce, 


on  a  Ce  =  2CN.  De  plus  les  triangles  semblables  ON/i  et  lOC 
donnent  îiN  =^  4CO,  ou,  en  projetant  les  segments  parallèles 
?iN  et  GO,  en  HN  et  CP,  sur  la  droite  CN,  HN  ^4CP.  L'éga- 
lité précédente  deviendra  donc 

2CP_CN 

EN  ""  Œ* 

De  là  on  tire 

CN  _  CN  +  2CP  _  CN  +  2CP 

CË~~   CE  +  EN   ~         CN 
En   N,  élevons  à  CN  une  perpendiculaire  qui  coupe  CO  eu 
K,  et  prolongeons  la  droite  CK  de  la  longueur  KL  =  2.CO. 

Nous  avons 

QL        CK  +  KL  __  CK  4-  -^CO  _  CK  +  2.CP 

CK""        CK  CK        ~ 


'\T 


(JN 
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Donc, 

CN  __  CL 

Cl!]  ""(Tk' 

t't  nous  VOYOUS  (|uc  les  droites  LN  cL  KJ*^  soûl  paiallolcs. 
Lo  cciiLre  do  courJ)urc  E  est  ainsi  dcLcrniino  et  nous  pou- 
vons énoncer  ce  théorème  : 

Le  raijoii  vecteur  OCl  du  point  C  coupant  au  point  K  la  per- 
pendiculaire NK  à  la  normale  CN,  si  l'on  prend  sur  ce  vecteur 
le  point  L  tel  que  KL  ^=  2.CO,  la  droite  menée  par  le  point  K 
parallèlement  à  la  droite  NL  passe  par  le  centre  de  courbure  de 
la  courbe  y^  répondant  au  point  C. 

6.  —  Une  droite  quelconque  menée  par  le  point  0  coupe 
la  (|uarti(iue  y,^  on  quatre  points  dont  les  vecteurs  sont 
pu  pi»  pa'  p4'  "^i  ^  représente  l'inclinaison  de  la  droite  consi- 
dérée sur  la  droite  OS,  ces  quatre  quantités  seront  les 
racines  de  l'équation  (2).  De  cette  équation  ou  déduit  que 

_   ^7  1^4 

plp2p;J,^4  —  -^ 

4 

Plp2p3   l        plp.Jp4  ~r  Plp'ip4   l~  p2p3p4  — "  ^ 
plp2  ~T     Plp3   r  Plp4  +  p2p3  4"  P2p4  +  p.Jp4  ^^       ~  ^\ 

4 
Léi^alité  (S)  montre   que  le  produit  des  vecteurs  de  quaitt 

points  en  li(j ne  droite  avec  le  jjôle  est  constant,  remarque  déjà 

laite  par  M.  de  Longchamps. 

L'égalité  (4),  qui  peut  s'écrire 

-  +  -  +  -  +  -  =  o  (4') 

pi        ^2         pj        r4 
montre  que  la  somme  des  inverses  de  ces  vecteurs  est  nulle. 

L'égalité  (o)  montre  que  la  somme  des  produits  deux  à 
deux  de  ces  vecteurs  est  constante,  et  l'égalité  (5)  divisée  par 
l'égalité  (3)^  que  la  somme  des  inverses  de  ces  produits,  aug 
mentee  de  l'inverse  du  carré  du  rayon  du  cercle  A,  est  nulle, 

(A  suivre.) 
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SUR  UN  NOUVEAU  CERCLE  REMARQUABLE 
DU  PLAN  d'ux  tkiangll: 

i'di'  M.  a»  (le  Ijon^champs. 

{Suite,  voir  page  85.) 


ÉTUDE    DE    LA    DROITE    0 

l"  La  droite  o  est  la  polaire  du  centre  de  gravité  par  rapport 
au  cercle  A. 

lin  ciret,  l'équation  de  A  étant  écrite  sous  la  l'orme 

+  ay(c2  -\-  a"  —  6^)  +  'j.%a''  +  h''  —  c'% 

on  a 

/•',  ^  2a^a  +  [Aa'  +  6-^  -  C-)  +  V(^'  +  «'  -  ^'')^ 
f'r^=  y.(a'  +  6'^  —  0')  +  2//^fi  +  y(c^  +  ^'  —  «')• 
/"!^  ^  a(c^  +  a-^  —  6-^)  +  ^{b'  +  c^  —  a^)  +  2c^Y, 

et,  par  suite, 

/'a  + />  + /"y  ""  4(^^'^- +  ^^'^  +  ^^^)- 
La  polaire  d'un  point  ((y^,,  %,  v„)  étant,  comme  l'on  sait. 

celle   du    centre  de    i^ravitc  E  s'obtiendra    en    faisant,  dans 
cette  égalité, 

L'équation  de  la  polaire  de  E  est  donc 

/.  +  />  +  /"■/  =  "• 

En  appliquant  cette  relation  à  A,  on  a 

a^y.  +  h^p  +  c'y  =  o, 
équation  qui  représente  8. 

2**  La  c//o//e  o  es/  parallèle  à  la  droite  qui  joint  les  réciproques 
des  points  de  Brocard. 

Les  points  de  Brocard  0,  0'  ont  pour  coordonnées  bary- 

cen  triques 
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I        I        I  I        I 

17'^   c'^   (ï''     ?'  ?* 

ot  l(^s  rociproqiios  (')  0„ ,  ()'„: 

fy',  c'^  n'^  ;  c'^  a'\  b'^ 
La  droih'  0„0',  n  doiir,  pour  (Miuntiou 
7.  '-j 


I 


h' 


//^ 


o. 


011 


a(6V2  -.  a')  +  f: (r/^c'^  —  h')  +  y(/;V/2  —  cM  =  O. 
L'ôquîition  do  o  étant 

uH  -\-  h'^fj  4-  r'^Y  =  o, 
les  droites  S  et  0„0o  seront  parallèles  si  l'on  a  (*  ■) 

a2  ?)2  ^2  :=::  q, 

I  1  1 

condition  visiblement  vérifiée. 

On  peut  observer,  mais  ceci  ne  se  rattache  pas  assez  inti- 
ment à  l'étude  que  nous  faisons  ici  pour  que  nous  y  insis- 
tions autrement,  que /a  droite  O^O'a  est  y  par  rapport  à  ABC, 
la  transversale  réciproque  de  la  droite  G,  axe  dliomologie  do 
ABC  et  du  triangle  de  Brocard  AiB^Ci  (***). 

3^  Si  Von  considère  les  tangentes  menées  au  cercle  circonscrit 
par  les  sommets  du  triangle  ABC,  ces  droites,  comme  Von  sait, 
rencontrent  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés  sur  une  cer- 
taine droite  o-*  ;  la  droite  5  est  relativement  à  ABC  la  trans^ 
i^ersale  réciproque  de  o~^. 


(•)    Les    coordonnées    barycentriques   de    deux    points   réciproques 

(a',3',7'),  (a", ,6", 7")  vérifient  les  égalités    [Journal   de  Muthématiqves  étt^- 
inenfaires,  lSHr),-a.&3.) 

r      It     C'C"    . ri'r," 

Pour  représenter  deux  points  réciproques  nous  proposons  de  les  dé- 
signer par  M  et  Mo. 

(**)  Il  faut  observer  que  dans  le  sj^stème  des  coordonnées  barycen- 
triques la  droite  de  l'intini  est  représentée  par 

a  +  ,S  +  7  =  o. 

(***)  Les   notations  que  nous  employons  ici  sont  celles  qui  corres- 
pondent à  la  figure  connue.  !V.  Journal,   18S5,  p.  13.) 
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En  ollct  réquation  de  la  tangente  menée  par  A  au  cercle 
circonscrit  est 

Cette  droite  et  les  deux  antres  droites  analop;nes  coupent 
les  C(M.és  de  ABC  en  trois  points  qui  sont  situés  sur  une 
droite  o  ~  '  ayant  pour  équation 

I+l  +  I^o. 

Ainsi  les  droites  o  et  o"^  rencontrent  les  côtés  de  A13C 
en  des  points  qui  sont  deux  à  deux  isotomiques;  ces  droites 
sont  donc  deux  transversales  réciproques. 

J'ai  précédemment  (*)  indiqué  que  o  ~  ^  était  l'axe  radical 
du  cercle  de  Brocard  et  du  cercle  circonscrit;  d'après  cela, 
on  peut  dire  que  les  axes  radicaux  du  cercle  circonscint  au 
trimifjle  ABC  i°  avec  le  cercle  de  Brocard,  ^"^  avec  le  cerxle  A, 
sont  deux  transversales  réciproques,  par  rapport  à  ABC. 

La  droite  o  ~^  dont  il  est  ici  question  est  une  de  ces  droites 
remarquables  qui  appartiennent  à  la  géométrie  du  triangle; 
elle  représente  la  polaire  du  point  de  Lemoine  par  rapport 
au  cercle  circonscrit,  et  M.  Neuberg  a  proposé  delà  nommer 
droite  de  Lemoine.  Ainsi,  la  droite  o  est  la  transversale  réci- 
proque de  la  droite  de  Lemoine. 

4^  La  droite  o  passe  par  le  réciproque  du  point  de  Steiner. 
Le  point  de  Steiner  R  ("^'')  a  des  coordonnées  barycen- 
triques  (7,0,  po>  Yo)  vérifiant  les  égalités 

ao  (6^  -  c^)  =  60  (c^  —  a-^)  --=:  Yo  K-  -  b")  ; 
le  réciproque  Ro  a  donc  dos    coordonnées  (a^,   [îJ^,  Yi)   telles 
que 

'J-i        —        P^       —        ^^^ 

et  l'on  a  bien 

a^b'^  —  c2)  +  /;2(c2  _  ^,2)  _|_  c2(r/2  _  7)2)  :^  o. 

(*)  Voyez  Journal  de  Mathématiques  spéciales,  1885,  p.  127  :  Sur  riu/per- 
holc  des  neuf  points,  par  .M.  II.  Brocard. 

(**)  Voyez  Journal  18>G,  p.  7  :  {Sur  le  point  de  Steiner,  par  J,  Ncnberg). 
Le  point  do  SIeiuer  e«l  représenta  par  la  lettie  II  sur  la  riiT:nre  citée. 
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p]ii  a])pliqii!uil  ccKc  ])i'opriot,(\  il  fnul.  ()l)S('rv(M' (pic  la  rclalion 

ai  +  \'\  +  Vt  =  o, 
pronv(»  qiK^  R„  est  à  l'inlini,  dans  la  direction  do  o.   On   pont 
dodnii'(Ml(î  Ui  iino  conslrnction  du  })()int  do  Stoinor,  mais  (-(dlo 
f[no  nous  indifjuons  plus  loin  csl,  ])lns  raj)i(lo  of,  plus  ('logantc. 

f)"  î.a  droite  o  r.s7  harmonicpinncnl  nssoriôo  au  point  T),  contre 
(Vhomologic  du  triangle  AlîC  et  du  triangle  de  Brocard  A,IîiCi. 

Si  l'on  joint  un  point  M  aux  trois  sommets  d'un  triangh; 
ABC,  ces  droites  rencontrent  les  côtes  opposés  en  des  points 
Ma,  M;„  Me;  si  Ton  prend  les  points  [j.a,  [m,,  [j-c  conjui^'ués 
harmoniques  de  ceux-ci  par  rapport  aux  côtes  du  triangle, 
ces  points  sont  situés  sur  une  droite  Ajr  et  nous  dirons  que 
M  et  Am  sont  harmoniquement  associés  (  '  ). 

Si  oLo,  Po*  Yo  désii^nent  les  coordonnées  d'un  point  M,  l'équa- 
tion de  la  droite  harmoniquement  associée  à  ce  point  est, 
évidemment, 

^0  i^o  "(o 

Cela  posé,  les  coordonnées  du  point  A^  sont,  comme  on  sait, 


n\  c\  l 


la  droite  AA^  a  donc  pour  équation 


et  cette  droite  passe  évidemment  par  le  point 
7.  =  o,  fjb'^  =r  YC^. 

Ima2:inons  donc  le  point  dont  les  coordonnées  a',   6',  -' 

vérifient  les  égalités 

a'^y!  =  b''^'  =r  c^/, 

les  droites  AA^,  BB^,  CC^,  concourent  en  ce  point  qui  est, 

tout  à  la  fois,  la  réciproque  du  point  de  Lemoine  et  aussi 

le  centre  d'homologie  des  triangles  ABC  et  A^BiC,. 
« 
6"  Les  points  0,  0'  communs  au  cercle  circonscrit  et  à  la  droite 

0  sont  deux  points  réciproques. 

(*)  L'expression  que  nous  adoptons  ici  nous  paraU  préférnblc  à  celles 
(le  pôle  Irilinéaire  et  de  polaire  irilinénirc  qu'avait  proposées  autrefois 
M.  Mathieu  [youvellcs  Annales.  1865,  p.  309]  et  que  M.  Neuberg  a 
reprises  [Journal  1S86,  p.  8). 
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Eu  cAXoÀ,  leurs  coordonnées  vérifient  les  éiialilés 
a^r^y  _)_  l)2y^  _)_  cH{-'j  =  o, 
«^a  +  b^p  +  c^v  =  o. 
Pour  reconnaître  l'exactitude  de  la  proposition  énoncée  il 
suftit  de  eonslaler  (|ue  ces  é([ualions  s'échangeni,  mutuelle- 

meîit.  eu  y  remplaçant  a,  ^j,  ",  respectivement  par  —  >  -?  -  • 

Ainsi  0  est  dans  la  transformation  par  points  réciproques 
la  droite  qui  correspond  au  cercle  circouscrif. 

7^^  Les  points  0,  0'  sont  les  points  communs  au  cercle  circon- 
scrit et  à  un  cercle  décrit  de  l'orfhocentre  comme  centre  avec 
un  rayon  ê(fal  au  diamètre  du  cercle  circonscrit. 

Si  par  les  sommets  d(^  ABC  on  mené  des.  parallèles  aux 
côtés  opposés,  on  forme  un  triangle  A"B''G";  soit  l"  le  cercle 
circonscrit  à  ce  triangle. 

T,a  puissance  de  A  par  rapport  à  C  est  égale  à  AB" .  AG"; 
elle  est  donc  égale  à  —  a^.  D'après  cette  remarque,  l'équa- 
tion générale  des  cercles  étant,  comme  nous  l'avons  expliqué 
précédemment 

(a  +  p  +  Y)(wa  +  Vf^  +  w;y)  —  a-^jy  —  b^y.y  —  c-ag  =z  o. 
l'équation  de  Ç  s'oblient  immédiatement  en  supposant 

Il  =  —  a'\     V  :=  —  6%     ic  =  —  c^  ; 
ce  qui  donne 

(^  +  ?  +  Y)(r/'^a  +  &'-f5  +  C^y)  +  r^^^Y  +  If-y.y  +  C^y.';.  =  O, 

L'axe  radical  de  C  et  du  cercle  ^  circonscrit  à  ABC  cor- 
respond donc  à  l'équation 

a^y.  -\-  ¥Pj  4-c-Y  — ■  o, 
équation  qui  représente  o. 

De  cette  observation  résulte  une  détermination  élégante 
des  points  remarquables  0,  0';  on  les  obtient  en  construisant 
le  cercle  ^  circonscrit  au  triangle  ABC  et  un  s(^cond  cercle 
ayant  pour  centre  le  point  de  concours  des  hauteurs  et  pour 
rayon  le  diamètre  du  cercle  ^. 

On  connaît  le  centre  de  C';  les  points  0  et  0'  étant  déter- 
minés, comme  nous  venons  de  le  dire,  on  déduit  de  la  une 
construction  très  simple  de  ce  cercle.  (A  suivre.) 
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KTIIDE  DES  POINTS  A  L'INFINI     - 

DANS   l/lXTKRSKr;ri()N   \)K    DEUX   COMnUES 

Par  M    ■•apclior.  professeur  do  Malhcmatlques  s.)6ciales  ai  lycée 

d'Orléans. 


Étant  douiiécs  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  d'un 
plan  X,  y,  z,  ^i  z  =^  o,  on  dit  que  ce  point  est  à  l'infini  dans 
îa  direction  dont  les  paramètres  sont  x  et  y. 

Je  me  propose,  dans  cette  étude,  de  déterminer  dans  quel 
cas  deux  coniques  ont  des  points  communs  à  l'infini. 

Soient  les  équations  de  deux  coniques 
l\xyz)  =  kx^  -\-2Bxy  +  Gy"-  +  2'Dxz  +  2E?/s ^-F^^  =  o  (1) 
fi{xyz)  =  k^x^  +  2B1CCÎ/  +  Ciî/2  +  2Dxz 

+  2E,yz-\-¥,z'=:o  (2) 

J'élimine  y  entre  ces  deux  équations,  en  supposant  C  et 
Ci;zf  o,  ce  qu'on  peut  toujoursadmettre,  j'obtiens  un  résultant 

R(a;.z)'z=JS[2  — MP  =  o;  (3) 

en  posant   : 
N  =  G(Ai.T^  +  2T>,xz  +  Fis'^)  —  Ci(Acc2  +  2Dxz-{-¥z% 
M  =  2[aBiX  +  E,z)  —  C,{Bx  +  Es)], 
P  —  2[(Bcc+  Ez)(AiX-2  +  2D1CCZ  +  F^z') 

—  (B,x  +  'E,z){kx'  +  2Da;s  +  Fz% 
Soita?oZoUne  solution  deréquation(3);  si,pour  cette  solution, 
M  ;zf  o  les  équations  (1)  et  (!2)  ont  une  solution  commune,  et 

une  seule, 

N 

Si,  au  contraire,  M  =  0,  alors  on  a  aussi  N  =  o  P  =  o,  les 
équations  (1)  et  (2)  ont  deux  racines  communes  en  y,  et  on 
sait  que  ce  cas  ne  peut  se  présenter  que  si  XoZo  est  au  moins 
une  racine  double  de  l'équation  (8). 

Dans  tous  les  cas  si  yo  est  une  solution  commune  aux  deux 
équations  (I)  et  (2),  le  point  XoyoZo  est  un  point  commun  aux 
deux  courbes,  et  on  démontre  sans  peine  que  les  deux  coniques 
ont  toujours  quatre  points  communs  distincts  ou  confondus. 

JOHRMAL   DE   MATH.  SPKC.  1886.  5. 
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Pour  que  l'un  de  ces  points  s'éloigne  à  l'infini  il  i'audia  que 
Zo  =  o,  cela  revient  à  dire  que  le  résultant  R{x,  z)  devra 
contenir  z  en  facteur. 

Nous  allons  chercher  à  quelles  conditions  géométriques 
doivent  satisfaire  les  deux  coniques  pour  qu'il  en  soit  ainsi. 

I.  —  Les  deux  coniques  n'ont  qu'un  seul  point  commun  à  Vinfini. 
Il  faut  et  il  suffît  que  le  coefficient  de  x'*  dans  R(x,  z)  soit 

nul  ou  que  l'on  ait 

(GA,  -  ACi)^  -  4(CB,  -  BG,)(BA,  -  AB,)  =  o. 

Cette  condition  exprime  que  les  deux  coniques  ont  une 
direction  asymptotique  commune. 

M  est  ici  différent  de  o:  car  si  M=:  o.  on  a  CB^  —  BC,  =  o 
et  il  est  facile  de  voir  que  dans  ce  cas  le  résultant  contient  z^ 
en  facteur. 

Cette   direction  est  nécessairement    réelle;  son  coefficient 

angulaire  est 

//  CAi  —  A  Cl 

x"^  ~~  CBi  — BC/ 

Les  deux  coniques  ne  peuvent  être  que  : 

Deux  hyperboles  ayant  une  asymptote  parallèle. 

Ou  une  hyperbole  et  une  parabole,  l'axe  de  la  parabole 
étant  parallèle  à  une  asymptote  de  l'hyperbole. 

Le  point  commun  a  l'infini  est  dans  la  direction  de  la 
direction  asymptotique  commune. 

II.  —  Les  deux  coniques  ont  deux  points  communs  à  Vin  fini. 
D'après   ce  qui  précède  nos  deux  coniques  doivent  avoir 

déjà  une  direction  asymptotique  commune. 

1"  Je  suppose  d'abord  qu'elles  n'aient  qu'une  seule  direction 
asymptotique  commune;  cette  direction  est  alors  réelle;  je 
prends  l'axe  des  x  parallèle  à  cette  direction  :  cela  revient  à 
faire  A  =  o,  A^  =  o;  le  résultant  s'abaisse  au  troisième  degré 
en  X,  et  j'écris  que  le  coelîicient  de  x^z  est  nul;  j'obtiens 
(CBi  — BCi)(Br\— BiD)  =  o. 

Or  CBi  —  BCi  ;z^  o,  puisque  je  suppose  qu'il  n'y  a  qu'une 
seule  direction  asymptotique  commune;  il  reste 

BDi  — BiL)=zo. 
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Jo  dis  que  13  et  13,  soiil.  ;2f  o;  on  cllot,  si  J3  =  o,  on  doit 
avoir:  soit  B,  --  o,  et  alors  les  deux  dircclions  asyni])totiqnes 
sont  connnuncs;  soit  D^^  o,  et  alors  la  i-oniquo  (1)  su  ('oniposc 
do  doux  droitos  parallclos  (hypothèse  que  j'écarte);  ma  con- 
dition i)cut  alors  s'écrire 

D       Di 

Mes  deux  coniques  sont  deux  hypcrholos  et  l'asymptote 
parallèle  à  l'axe  des  x  est  la  môme. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  nous  avons  un  point  double  à  l'infini 
dans  la  direction  de  l'asymptote  commune. 

2^  Si  maintenant  mes  deux  coniques  ont  mêmes  directions 
asymptotiques,  le  résultant  est  encore  du  deuxième  degré 
en  x;  on  a  deux  points  distincts  à  l'infini  dans  les  directions 
asymptotiques. 

En  résumé,  pour  que  l'intersection  de  deux  coniques  pré- 
sente deux  points  à  l'infiiii,  il  faut  que  ces  deux  coniques 
soient  : 

Deux  hyperboles  ayant  une  asymptote  commune, 

Ou  deux  hj'perboles  ayant  les  asymptotes  parallèles, 

Ou  encore  deux  paraboles  d'axes  parallèles, 

Ou  enfin  deux  ellipses  homothétiques. 

III.  —  Les  deux  coniques  ont  trois  points  communs  à  l'infini. 

\^  Je  suppose  encore  comme  précédemment  que  les  deux 
coniques  n'aient  qu'une  seule  direction  asymptotique  com- 
mune, alors  elles  doivent  déjà  avoir  une  asymptote  commune; 
je  prends  cette  asymptote  pour  axe  des  x,  cela  revient  à  faire 
A  =  Al  =  D  =  Di  r=  o. 

J'écris  que  le  coetiicicnt  de  x^-z"^  est  nul  dans  R(a2,  z)   et 

j'obtiens 

(CBi  —  C,B)(BFi  —  B^F)  =  o, 
ou  comme 

CBi  —  C^B  :;zf  o, 

BFi  —  B,F  =:  o, 
F_  ï\ 

B~  ïï;* 

Faisons  B  ■=.  B^,  il  vient  alors  F  =  F^,  les  équations  des 
deux  coniques  deviennent 
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Of  +  2Bxy  +  2E1JZ  +  F;^2  r=  O, 

G,y'  +  2Bxy  +  2E,yz  +  F,z'  =  o  ; 
elles   ont    un    point    triple    à  l'infini    dans    la  direction  de 
l'asymptote    commune;     on    dit   que    cette    droite   est    une 

asymptote  LVosculalion. 

Si  X  et  x^  désignent  les 
abscisses  d'un  point  de  cha- 
que courbe 

_       E  —  El  _    . 


œ 


G  — Cl 
B 


B, 


y-. 


a  un  signe  constant,  celui  de 


pour   des    valeurs    suifisam- 
ment  petites  de  y,  x  —  x^ 

-,  ce  qui  indique  la  posi- 


B. 


tion  des  deux  courbes  par  rapport  à  l'asymptote  commune. 

On  remarquera  aussi  que  le  produit  des  longueurs  géomé- 
triques des  deux  axes  est  le  même  pour  les  deux  courbes  ;  ce 
qui  peut  servir  à  caractériser  l'osculation  à  l'infini. 

^2^  Supposons  maintenant  que  les  deux  coniques  aient  mômes 
direc'.ions  asymptotiques  ;  alors  je  puiâ  supposer  A  =  A^, 
B  =  Bi,  C  =  Cl,  le  résultant  se  réduit  au  2^  degré  de  x  et 
j'écris  que  le  coefficient  de  x^z^  est  nul. 

C(D  -  D,Y  +  2B(Ei  —  E)(Di  —  D)  +  A(Ei  —  E)^-  =  o. 

Pour  interpréter  aisément  cette  condition,  je  remarque 
que  les  deux  courbes  ayant  mêmes  directions  asymptotiques 
sont  du  même  genre;  et  je  suppose  trois  cas. 

a.  —  Les  deux  coniques  sont  deux  hyperboles. 

Je  puis  supposer  A  =  o,  ma  condition  devient 

(D  —  I)0[C(D  —  Di)  —  2B(E  —  El)]  =  o, 

ce  qui  donne  l'une  des  deux  conditions 

D  —  Di  =  o, 

ou 

2B(E  — EO==C(D  — Di). 

La  première  exprime  que  l'asymptote  parallèle  h  Ox  est 
la  même  dans  les  deux  hyperboles;  la  deuxième,  que  l'a- 
symptote non  parallèle  à  Ox  est  la  même. 
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Dans  ce  cas  on  a  un  point  double  à  l'iafini  dans  la  di- 
rection de  l'asymptote  commune  et  un  point  simple  dans 
l'autre  direction  asymptotique. 

b.  —  Les  deux  courbes  sont  deux  paraboles. 

Je  peux  supposer  A  =  o,     13  =  o:  la  condition  se  réduit  à 

D  — Di=:o. 
Les  deux  courbes  ont  alors  pour  équation 
Of  -f  2J)xz  +  2E?/js  -|-  F-^  =  o, 
Of  +  2Dxz  +  3E1I/3  +  P\s2  =  o. 
Cela  montre  que  les  deux  paraboles  sont  égales,  ont  leurs 
axes  parallèles,  et  tournent  leur  concavité   dans   le   môme 
sens  ;  elles  ont   un  point  triple  è  l'infini  dans  la  direction 
de  l'axe. 

c.  —  Les  deux  courbes  sont  deux  ellipses. 
La  condition 

G(D,  —  D)2  -f-  2B(Ei  —  E)(Di  —  -t^)  +  A(E  —  Ei)^  =r  o 
ne  peut  être  vérifiée  que  par 

D  =  D.  ; 

mais  dans  ce  cas  le  coeiïicient  de  xz^  s'annule  dans  R(a2,  s). 

En  résumé,  pour  que  deux  coniques  aient  trois  points 
communs  à  l'infini,  il  faut  qu'elles  soient  suivant  les  cas  : 

Deux  hyperboles  ayant  une  asymptote  commune  d'oscu- 
lation  ; 

Deux  hyperboles  ayant  une  asymptote  commune  et  l'autre 
direction  asymptotique  commune  ; 

Deux  paraboles  égales,  d'axes  parallèles,  tournant  leur 
convexité  dans  le  même  sens. 

IV.  — Les  deux  coniques  ont  quatre  points  communs  à  V infini. 
1°  Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  qu'une  seule  direction 
asymptotique  commune,  alors  les   deux  hyperboles  auront 
une  asymptote  d'osculation,  nous  pouvons  supposer  \  =  k^ 
=  o,     B  =  Bi,     F  =:  F^,  les  équations  deviennent 
Gif  +  2Bxy  +  2^yz  +  Fs^  =  o, 
Gif  +  2Bxu  -f  2Ei?/js  -f-  Fz2  =  o. 
J'écris  que  le  coefticient  de  x^z^  est  nul.  J'obtiens  alors 
4BF(C  — Gi)(E  —  E,)  =  o. 
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et  comme  BF(G  —  C,;  ;zf  o, 

il  reste  E  —  E^  =  o, 

nos  deux  courbes  deviennent 

Caf  +  2Bxi/  +  2Eyz  +  ¥z^  =  o, 
C^if  4-  2BXIJ  -\-  2E/yz  +  F^'—  o. 

elles  ont  un  point  quadruple  à  l'infini  dans   la   direction  de 

l'asymptote  commune.  L'a- 
symptote est  dite  de  suroscula- 
tion.  Les  deux  courbes  ont 
même  sens,  et  le  produit  des 
longueurs  géométriques  des 
axes  est  le  même;  ces  deux 
propriétés  caractérisent  la  sur- 
osculation  à  l'infini. 

2**  Supposons  que  les  2  di- 
rections asymptotes  soient  les 
mêmes  : 

a.  —  Les  deux  courbes  sont  deux  hyperboles. 

Elles  auront  alors  une  asymptote  commune,  je  la   prends 
pour  axe  des  x,  et  les  équations  peuvent  s'écrire  : 
Gif  +  2BXIJ  +  2E//3  +  Fz-'  =  o, 
Gy^+2Bxy  +  2E,if:^  +  ¥,z-=o. 
J'écris  que  le  coefiicient  de  xz^  est  nul,  j'obtiens 
(E  -  E.)(F  -  F,)  =  o  ; 
d'où  E  —  El  =::  o  :       la  deuxième  asymptote  est  commune. 
F — Fi  zzs:  o:       l'axe  de  x  est  asymptote  d'osculation. 

b.  —  Les  deux  courbes  sont  deux  paraboles. 
Les  équations  s'écrivent  : 

Cî/2  +  2J)xz  +  2Fyz  +  ¥z^  ^-  o, 
Gî/2  +  2Dxz  4-  2Eiî/s  +  Fis^  —  o  ; 
on  trouve  en  écrivant  que  le  coefficient  do  xs^  est  nul  : 

E  —  El  =  o. 
Les  deux  paraboles  ont   même    axe,    tout  en  satisfaisant 
aux  conditions  précédentes  (III,  2"  b). 

c.  —  Les  deux  courbes  sont  deux  ellipses. 

On  doit  avoir  E  =  E,     I)  =  D^,  elles  sont  homothctiques 
et  concentriques. 
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En  résumé  pour  (juc  doux  coni(iues  aient  quatre  points 
communs  à  l'infini  il   raiiL  (qu'elles  soi(;nl  : 

Deux  hyperboles  ayant  une  asymptote  de  surosculation; 

Deux  hyperboles  ayant  une  asymptote  d'osculation  (it  l'autre 
direction   asymptotique  commun(î  ; 

Deux  hyperboles  ayant  les  asymptotes  communes; 

Deux  paraboles  égales,  ayant  môme  axe  et  la  concavité 
dans  le  môme  sens; 

Deux  ellipses  homothctiques  et  concentriques. 


QUESTIONS  D'EXAMENS 


5.  —  Déterminer  rasymptote  de   la   courbe   représentée  par 

l'(^quution 

sin  o) 
eco2  _   ^ 

Pour  w  =  o.  p  prend  la  forme  -• 
'  o 

Mais  il  est  facile  de  voir  que  p  est  infini  pour  w  =  o. 

3 

En  effet,  on  a        sin  to  =  —  —  -- — |-   ... 

I  o 

et  =iH h-.- 

I  1.2 


On  a  donc  p 


'  -^  +  ••• 
-  +  -  +  ... 

I  1.2 


et  l'on  voit  bien  que  p  croît  indéfiniment  quand  w  tend  vers  zéro. 
Pour  déterminer  l'asymptote  on  observe  que 


sinco  6 

p  sm  (.)  = — 


r  +  -   ... 


on  a  donc  lim  p  sin  w  =   i . 

L'asymptote  a  pour  équation  y  =:  i 
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6  *.  —  Reco7inaitre  que  V équation 

x''  +  y  +  z'  —  4xyz(x  +  y  +  z)  r=  j, 
représente  une  surface  de  révolution. 

On  peut  observer  que  l'équation  précédente  peut  s'écrire 

(x'^  +  2/^  +  ^'^)^  —  2(^*^  +■  ^2  +  y^Y  =  I 

et  l'on  sait  que  toute  équation  de  la  forme 

f(x^  +  if  +  z\     xy  +  œz  +  ijz)  =  o. 
représente  une  surface  de  révolution  (0.  M.  S.,  t.  III,  p.  117). 


SUR  LA  QUESTION  75 

SOLUTION     ET    GÉNÉRALISATION 


Il  s'agit  de  démontrer  que  le  7iombre  entier 

(/2  +  .)^"-'+_(v/2-,r-' 

2v/2 

est  la  somme  de  deux  carrés  entiers. 

Cette  question  a  été  également  proposée  par  M.  Catalan 
dans  les  Nouvelles  Annales  (*)  et  dans  Mathesis  (**).  Elle  est 
susceptible  d'une  généralisation  intéressante  qui  a  été 
signalée  par  M.  Catalan  lui-même,  et  qui  fait  l'objet  de  la 
question  290  proposée  dans  Mathesis  et  résolue  dans  ce  recueil 
(1886,  p.  65).  Nous  ferons  connaître  ici  cette  généralisation 
qui  entraîne  la  solution  immédiate  de  la  question  joroposée. 

Considérons  l'équation 

X^  —  2aX  —  b^  :=:  o 

dont  les  racines  a,  p,  sont  données  par  les  formules 

^_=-.a  +  \/a''  +  b\         ft  —  a  —  s/ a!'  +  b\ 
Posons 

n  fjn 

V    — ^• 

a  —  p 

nous  en  déduisons 

(*)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques;   question   1453,   résolue  t.  II. 
1883,  à  la  page  476. 
(**)  Matliesis,  question  250,  résolue  t.  VI,  1886,  p.  6:2. 
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(V,.)2(7.  ~  f.y  =  a^'^  +  fr"'  —  i>a"f.\  (1) 

et 

^  V„_,  Y(y.  —  3)2  =  a2'«-'^  +  [:2«"2  _  oa"-'  [^.»--' .  (-2) 

D'aill<Mirs;,  nous  avons 

7.ft  =  —  62 

ot,  par  suite, 

(^os  éi^alitos   donnent 

'/"jV  -f  62>."-'r^"-'  =  /r'"  [(—  i)"  4-  (—  t)"-'1, 

on 

a'-f^"  +  62a"-*fs"-^  =  o. 
Cette  remarque  étant  faite,  multiplions  les  deux  membres 
de  (2)  par  b^  et  ajoutons  ensuite  cette  égalité  avec  (1)  ;  il  vient 

D'autre  part,  nous  avons  aussi 

et,  par  suite, 

b-'  /     .    b' 


a  +  -  =  -  ^p  +  -j  =  2  y/r/'^  -f  //^ 
Nous  obtenons  ainsi  l'identité 

dans  laquelle  on  remplacera  :   7.,  par  a  -f-  \/r/'''  -|-  //^  ;  S,  par 
r/  —  \/a''  -f-  6\ 
En  observant  que 


a—  f^  =  2v/a''+  b\ 
nous  avons,  finalement, 

/„n  p"\  2  /7"~^   '^"-^\2  ^2n— 1   /;2n— i 

V  7.  —  [i  /    "^   ^'  \      a  —  [i       /    "^  7  —  f^ 

OU 

(A)  (Yny+{bYn-^r=:\2n-i. 

D'ailleurs,  les  fonctions  V„  vérifient  la  relation  de  récur- 
rence évidente 

V„  =  2aY„_,  +  b^Y„_, 
avec  les  conditions  initiales 

\o  =  0,       Y,  r=    T  . 
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Ainsi  Y2  est  un  nombre  entier,  si  nous  supposons,  bien 
entendu,  que  a  et  h  désig-nenf,  des  nombres  enliers.  Nous  voyons 
alors  que  Vg,  V,^,  ...  sont  des  nombres  entiers  et  la  formule  (A) 
prouve  que  la  fonction  V2„_i  est  toujours  In  somîne  de  deux 
carrés. 

Ce  théorème  général  comprend,  comme  cas  particulier,  la 
démonstration  du  théorème  proposé  par  M.  Catalan.  En 
supposant  az=zi,  h'^z=.i,  nous  avons 

a  =  I  +  v/2,      —  f^  =  \/  2  —  I,      a  —  ^i  =  2v/2 
et,  par  conséquent, 

V2„_i  — • 

2V/ 2 

La  formule  (A)  prouve  bien  que  Y2n-i  est  une  somme  de  deux 
carrés.  (-).  G.  L. 


QUESTION  100 

Solution  par  M.  .T.  T...,  élève  de  Mathématiques  spéciales. 


On  donne  une  circonférence  fixe  dont  le  centre  est  C  et  un 
point  0  dans  son  plan.  Par  le  point  0  on  mène  une  tangente  OA 
au  cercle  G.  Par  un  point  B  pris  sur  cette  droite  OA  on  mène 
U7ie  perpendiculaire  à  OA  et  une  parallèle  BD  à  la  droit?  OC, 
D  désignant  l'un  des  points  oh  cette  parallèle  rencontre  le  cercle 
C.  Enfin  du  point  0  comme  centre,  avec  OD  pour  rayon,  on 
décrit  une  circonférence  oui  coupe  en  M  et  W  la  perpendiculaire 
élevée  à  OA  en  B.  On  demande  d'étudier  le  lieu  des  points  M 
et  W  quand  le  point  B  se  déplace  sur  la  tangente  OA. 

Je  prends  pour  axe  des  x  la  tangente  OA  et  pour  axe  des 
?y  la  perpendiculaire  en  0  à  cette  droite.  Soient  c,  a  les 
coordonnées  du  point  C,  l'équation  du  cercle  qui  a  ce  point 


(*)  Nous  avons  reçu  une  solution  delà  question 75 de  M.  Navel,  maître 
répétiteur  à  Bar-le-Duc  ;  solution  analogue  à  celle  qui  a  été  publiée  dans 
les  Nouvelles  annales  et  une  autre  solution  présentant  des  développements 
intéressants  de  M.  Jean-Baptiste  Marsano,  professeur  <à  Gênes. 
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pour  contre  osl, 

(x  —  aY  +  (//  —  cy  =  c\ 
Soient  .T|,  ?/i  les  coordonnées  d'iin  ])oin(,  D  de  ce  cercle; 
pour  avoir  1(^  lieu,  j'ai  à  éliminer  X'i,  y^  entre  les  équations 
(x^  —  n]^  +  (?/i  —  cy  =  c\  (1  ) 

;,:.  +  7/^  =  ;.:^  +  2/^  (2) 

_?/i  =rr-(.T  — a?,).  ■    (3) 

.Tepuis  remplacer  la  seconde  équafion  par  une  autre,  obtenue 
(Ml  retranchant  (1)  de  (â)  ;  ceci  donne 

2cr.ri  -f  2c?/i  r=  «2  _|_  ;^.o  _|_  ^2^  (4) 

Tirant  o?^  et  y^  des  équations  (3)  et  (4)  et  portant  dans  (1). 
j'ai,  après  simplifications, 

(,t2  -)-  7/2  —  r/2)2  —  ^cHj\ 
ou 

^.2  4-  (î/  +  c)'^  =  a^  -\-c'' 
Le  lieu  se  compose  donc  de  deux  cercles,  ayant  OC  pour 
rayon   et  pour  centres  deux  points  w  et  oV  situés  sur  l'axe 
des  ?/  à  des  distances  de  l'origine  égales  à  c. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Marchis,  élève  au  lycée  de 
Rouen  ;  Giat,  élève  au  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Ed.  Lucas)  ;  E.  Fesquet, 
élève  au  lycée  de  Nîmes;  Ferval,  au  lycée  Henri  IV  (classe  de  M.  Macé  de 
Lépinay)  ;  Paul  Bourgarel,  à  Antibes. 

Cette  question  est  proposée  en  exercice  dans  le  Manuel  des  candidats  à 
l'Ecole  Polytechnique ,  de  M.  Catalan  (p.  369);  elle  se  résout  aussi  très  sim- 
plement par  des  con<^idérations  géométriques.  G.  L. 


QUESTION  135 

Solution  par  M.  F.  Michel,  élève  de  Mathématiques  spéciales, 
au  Lycée  de  Montpellier. 


Si  ron  joint  un  point  M  quelconque  d'une  hyperbole  équUatère 
aux  deux  extrémités  A  et  X!  d'un  diamètre,  les  cordes  conjuguées 
à  ce  diamètre  sont  des  antiparallèles  de  kk'  dans  le  triangle  AMA'. 

(Em.  Lemoine.) 

Soit  OB  le  diamètre  conjugué  de  AA'.  Il  suffît  de  démontrer 
l'égalité  des  angles  MBO,  MAO. 
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Les  cordes  STippl6mont;uros  MA,  MA' sont  parallèles  à  deux 

diamètres  conjug-iiés  OC, 
01);  le  quadrilatère  DOGM 
est  un  paralléloi^ramme; 
par  suite  les  angles  A'DO 
et  OCA  sont  égaux. 

D'autre  part,  dans  une 
hyperbole  équilatère,  les 
asymptotes  sont  les  bissec- 
trices des  angles  de  deux 
diamètres  conjugués;  on  a 
donc  les  égalités  suivantes  : 

BÔQrrrQÔA, 

ËOQ=QOC. 
En  retranchant,  membre  à  membre,  il  vient 

DÔB  =  COA . 
Les  triangles  BDO  et  OCA  ont  donc  deux  angles  égaux; 
les  troisièmes  le  sont  aussi,  et  l'on  a 

MBO  =  MÂO  c.  Q.  F.  D. 

Solutions  analogues  pir  MM,  Caronnet,  élève  de  mathômaliques  sp:^ciales 
au  collège  Chaptal  ;  Léon  Clément  et  Lucien  Marchis  au  lycée  de  Rouen. 
Solutions  analytiques  par  MM  Glat,  élève  de  mathématiques  spéciales  au 
lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Ed.  Lucas);  Henri  Ferval,  élève  au  lycée 
Henri  IV  (classe  de  M.  Macé  de  Lépinay). 


QUESTION  13fi 

§»oliition  par  M.  Hugox,  à  Poli^ny. 


Enveloppe  des  coniques  qui  ont  un  diamètre  AA'  =  2a,  donné 
en  grandeur  et  en  position,  et  le  conjugué,  donné  en  grandeur 
seulement.  (Em.  Lemoine.) 

Soit  OB  une  position  du  diamètre  conjugué  à  AA'  et  soit 
OB  =  /). 

Si  l'on  rapportait  la   conique  à   ces  deux   diamètres,  son 

équation  serait 

Y  2        Y2 
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Faisons  une  Iranslornialion  do  coordunnccs,  ilo  nianicnî  a 
amener  l'axe  OY  dans  la  i)ositioii  oij  perpendiculaire;  à  AB. 

Kn  (lésii;i)aiil  j)ar  0  l'anijile  variable  des  deux  diamètres  OA 
et  OB,   il  i'.iul,  rem[)lacer,  tlans  rc(]uation  (1):  X  par  j:  —  y  ; 

coLn"  0  et  Y.  par  -r^ — ,  ce  (jui  donne 
^  '  ^       sm  0  ^ 

[X  —  //  cotj;-  0)'^  y' 

(Jette  e(iuation  peut  s'écrire 

i,v  —  1/  coti;-  Or    ,    ?/*(sin'^  0  -f-  cos-  0) 

'■ h  '■ ; : 1=:^  O, 

ou  encore 

(x  —  y  co'i;-  O)'-*    ,    y'^      ,      ,    ,    V^ 

• "^^  +  TT  cota-2  0  -\.d 1^0. 

Développons  cl  ordonnons  par  rapport  à  coti»"  0  : 
/  I     ,     I  \        2.XV  coti»-  fi    ,    x^    ,    y^ 

Pour  avoir  l'enveloppe,  il  sulïit  d'exprimer  que  cette  é'[ua- 
tion  a  une  racine  double  en  cotg  0,  ce  qui  donne 
x^      /  I    ,    I  \M-'   ^   y'        \ 

X-'  y' 

a^  -\-  b^       b^ 
Le  lieu  est  une  ellipse  de  centre  0,  et  dont  les  axes  coïn- 
cident avec  les  axes  de  coordonnées;  leurs  longueurs  sont 
\/a'  +  6^  et  b. 

Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Léon  Clément,  nu  lycée  de  Rouen; 
Valabregue,  au  lycée  de  Montpellier;  Lucien  Marchis,  au  ly>'ée  de  llouen  ; 
Taratle,  au  l;\cée  Saint-Louis;  P.  Fabre,  au  lycée  Henri  IN';  Voignier,  au  lycée 
de  Nancy;  Giaî,  au  lycée  Saint-Louis. 


QUESTION  14G 

Solution  [tar  M.  Amaury  df.  Kerduel,  à  Brest, 


On  considère  la  courbe  V  qui  correspond  à  f  équation 


ay*  =  x^. 


Ayant  pris  sur  l'axe  de  cette  courbe  un  point  P,  surOV  commf 
diamètre  fO  étant  le  point  de  rcbroussemcnt),  on  décrit  un  cercle  A 
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) 

fjui  rencontre  r  en  un  'point  M  ;  la  lamjenle  à  V  en  ce  point  M" 
rencontre  A  en  I.  Vérifier  que  le  lieu  décrit  par  ce  point  I  est 
la  courbe  unicursale  qui  correspond  aux  [ormules 

a        4  +  gt^     '  a  4  -\-  (jt^ 

SoicLil  Xoyo  les  coordounces  du  point  I;  x\j  les  coordonnées 
du  point  M.  Les  coordonnées  de  ce  point  vérifient: 
P  L'équation  de  la  tangente  au  point  M  à  V  qui  est  : 

'laijijo  —  ixlx-\-xl—o  (I) 

et  2^ 

("27.  étant  l'abscisse  du  point  P). 

Mais  Xoljo   satisfont  aux  équations  : 

ayl  =  xl  (o) 

xl-i-  yl—2y.x,—  o.  (4) 

Soit  —  =/, 


on  aura 


Xq 

^o        ay^ 

xt 

et  /-^  = 

ayo 

Mais 

ij^  =^  al^,     Xo  =^  al'^; 
en  vertu  de  ces  relations  l'équation  (1)  devient 

2y  —  3tx  +  «^'^  =  o-  (1)' 

Éliminons  d'autre  part  a  entre  les  équations  (2)  et  (4);  nous 
aurons 

^0  (x^  +  y'')  .  X  (xo  '  +  Vo  ')  =  o 

ou 

x^  +  ^'  —  cix[L''  +  /M  =  0.  (A) 

Nous  sommes  donc  ramenés  à  chercher  le  second  point 
d'intersection  du  cercle  A  avec  la  droite  (T);  le  premier  point 
étant  M.  Résolvons  ces  deux  équations  par  rapport  à  x,  nous 
avons 

4X''^  -f-  [dix  —  ai'/-  —  ^ax{t-  -f-  ^*)  ^^==  o 
ou 

(4  +  9^'^)^'^  —  (io«/i  +  ^al-}x  -\-  a'W^  =  o. 
On  a  donc 


i'oii 


cl,  par  s^iiitc. 
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JLxXy,, 

iiH' 

~4+[n''' 

X 

l' 

a 

4  +  ^Jt' 

il 

iH-i  +  3r^) 

a 

4  4-  g^' 

111) 


A  ces  équations  corrcspoud  uuc  unicursalc  uyaiiL  la  iormc 
d'uuo  Ijranclic  parabolique  doublement,  inllécliie;  l'axe  ojl;  est, 
pour  des  raisons  évidentes,  un  axe  de  symétrie  de  cette  courbe. 

NuiA.  —  Ont  l'ûsolu  la  même  ([ueslion  :  MM.  Henri  Fcrval,  élève  au  l^ccc 
Henri  IV  (classe  de  M.  Macé  de  Lépinay^  ;  Turatte,  (''lève  au  lycée  Saint- 
l.ouis;  llugon,  ùPoligny;  Giat,  élevé  au  lycée  Saint-Louis  (classe  de  M.  Ed. 
Lucasl. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


193.  —  On  considère  l'hyperbole  H 

XI)  —  2[':)cC  —  'ivAj  +  2-y.[i  =:!  o,      (Axos  roct.) 
et  l'on  demande  : 

1°  Le  lieu  des  centres  des  coniques  C  qui  touchent  les 
axes  ox,  oij  et  qui,  en  outre,  sont  doublement  tangentes  à  H. 

Ce  lieu  se  compose  d'une  droite  A  et  d'une  hyperbole 
équilatère  K. 

2»  Soient  U  les  coniques  du  réseau  ^qui  ont  leur  centre  sur  K. 

Trouver  le  lieu  des  projections  de  0  sur  la  droite  qui,  pour 
une  coni({ue  U,  joint  ses  points  de  contact  avec  les  axes;  et 
auïsi  le  lieu  des  projections  de  0  sur  les  cordes  de  contact 
de  U  avec  H. 

3*^  Ou  propose  entin  ces  deux  dernières  questions  pour  les 
coniques  V  du  réseau  t-  qui  ont  leurs  centres  sur  A. 

(G.  L.) 

194.  —  On  considère  une  ellipse  F  ;  soient  F  l'un  de  ses 
foyers,  A  la  directrice  correspondante,  C  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  F  sur  A;  par  un  point  I  on  mène 
à  r  deux  tangentes  ([ui  rencontrent  A  aux  points  A  et  B. 
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1"  TruLivor  le  lieu  du  poiuL  1  sacliaiiL  (|uc  C  est  le  milieu 
de  AB  : 

Ce  lieu  est  la  perpendiculaire  élevée  à  FC.  au  point  F; 

2"  Trouver  le  lieu  du  point  1  sachant  que  AF13  est  un  angle 
droit  : 

Ce  lieu  est  une  coni(jue  cp,  ayant  jjour  l'oycu'  F,  pour  direc- 
trice A,  et  dont  l'excentricité  est  égale  à  e^2,  e  désignant  celle 
de  F; 

3'^  Trouver  l'enveloppe  de  cp,  quand  on  suppose  c[ue  les 
ellipses   F  sont  variables,  mais  restent  homofocales: 

Cette  enveloppe  est  un  cercle; 

4*^  Trouver  l'enveloppe  des  coniques  o,  quand  on  suppose 
([ue  les  ellipses  F  varient,  mais  en  conservant  sur  FG  les 
mêmes  sommets. 

Ce  lieu  est  une  ({uartique  unicursale;  on  indiquera  les  trois 
points  doubles  de  cette  courbe.  (G.  L.) 


ERRATA 


Pai,a^s  51  et  52.  —  Lire  ellipse  E  au  lieu  de  ellipse  e. 

Page  52,  lignes  18  et  19.  —  Lire  tel  que  les  porpcudiculaires  mouecs 
bur  les  droites  NAj ,  NAm  ,  NAj  par  les  points  A,  ,  A. ,  A.,  ou  Aj ,  A,  ,  A_. 
ou  Ao ,  A3,  A,  concourent,  etc. 

Page  75,  lignes  18,  19,  20.  —  Celte   conclusion   suppose   la  relation 

tg  !f  ziz  -  colg  a,  tandis  qu'on  a  tg  'j':^3  tg  a.  Doue  Ic^  triangles  isoscèles 

correspondants  au  point  eu  question  ont  une  hauteur  triple  de  celle  des 
triangles  li.A.Aj,  13,A,A,  ,  B,,.\,A,. 

Page  'i9,  ligue  17.  —  Lire  prolongeant  au  lieu  de  partigcant. 


L3  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


IMl'I.niEUlE   (KNTK.VLK   OKS  rill.ilINS    D.-:   KKIi .   —    I.M  PiiluEUIE    CHAIX. 
i;iE  UEiu.r.l^E,   20,    l'AKis.  —  94(i2-G. 
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SUR  UNE  QUARTIQUr]  UNIGURSALE 

Par  M.  llaiiricc  «l'Ooafçnc,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 

[Fin,  voir  p.  07.) 


7.  —  Rcprcuons  la  formule  (3).  Si  l'on  se  reporte  à  la 
première  transformation  gciicralc  étudiée  dans  mon  Mémoire 
sur  tes  transforma  lions  centrales  des  courbes  planes  (*),  trans- 
formation que  j'ai  ai)peléo  Vinversion  généralisée,  on  voit  que 
la  quarti(/ue  y^  est  anallagmatiquc  par  rapport  à  son  point 
central  pour  l  inversion  d'indice  4. 

En  veriu  de  la  formule  (8)  du  Mémoire  en  question,  on 
voit  que  la  somme  des  cotangentes  des  angles  sous  lesquels  une 
droite  issue  de  0  coupe  la  quartique  y4,  est  nulle. 

Qr,  dans  un  intéressant  Mémoire  publié  récemment  (**)  et 
intitulé  :  Application  géométrique  d'un  théorème  de  Jacohi, 
M.  G.  HumLcrt  a  obtenu  comme  conséquence  de  son  remar- 
quable théorème  I,  cette  proposition  :  La  somme  des  cotangentes 
des  ongles  d'i  nier  section  d'une  droite  et  d'une  courbe  algébrique 
reste  fixe,  quand  la  droite  se  déplace  parallèlement  à  elle-même. 

Ce  théorème,  rapproché  du  précédent^  donne  celui-ci  qui 
constitue  une  curieuse  propriété  de  la  courbe  y^  : 

La  somme  des  cotangentes  des  angles  sous  lesquels  la  quar^ 
tique  Y4  est  coupée  par  une  droite  quelconque  est  nulle. 

De  là,  ce  corollaire  : 

Si  deux  des  angles  d'intersection  d'une  droite  et  de  la  quar- 
tique y ^  sont  supplémentaires,  il  en  est  de  même  des  deux  autres. 

Ce  corollaire  n'est  plus  applicable  lorsque  l'un  des  couples 
d'angles  comprend  un  angle  nul  et  l'autre  égal  à  tt,  c'est-à- 


(*)  Ma(hcsis,l.\,  1884,  p.  73  cl  U7.  —  J  ai  déjàeu  roccasion  de  citer  ce 
Mémoire  dans  le  Journai  de  MoUicmatiq.ics  spéciales  (1885,  p.  267);  mais 
riadicalion  bibliographique  donnée  en  cet  cndioit  est  erronée.  Il  faut 
la  rétablir  d'après  l'indication  actuelle. 

(**)  Journal  de  MaUiémaliques  pures  et  appliquées,  h"  série,  t.  1,  1885 
p.  347. 
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dire  lorsque  la  droite  est  tangente  à  y^,  j^arce  qu'alors  deux 
des  cotangentes  sont  infinies;  il  y  a  indétermination. 

Soient  a^,  aj,  ag,  a^  les  angles  d'intersection  de  la  courbe  y* 
avec  une  droite  donnée  passant  par  le  pôle  0;  Rj,  Rg,  Rg,  R4 
les  rayons  de  courbure  correspondants  ;  N^,  Nj,  N.,  N^  les 
longueurs  correspondantes  des  normales  limitées  à  la  per- 
pendiculaire élevée  à  la  droite  considérée  par  le  point  0. 

La  formule  (9)  de  mon  Mémoire  Sur  les  transformations 
centrales  donne 


sin^  ai    \R/  / 


=--  o. 


v-1 


8.  —  Si  nous  envisageons  maintenant  la  formule  (4')  nous 
voyons  que  l'on  a,  on  vertu  de  la  formule  (22)  du  Mémoire 
cité, 

^     COt  Cf.i     

■^^     Pi 

l=\     ' 

c'est-à-dire  que    la  somme  des  inverses  des  sous-tangentes  est 
nulle.  On  voit  que  ce  résultat  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Si  quatre  points  de  la  quarlique  y^,  sont  sur  une  droite  D  pas- 
sant par  le  pôle  0,  les  tangentes  en  ces  quatre  points  coupent 
la  perpendiculaire  élevée  en  0^  à  la  droite  J),  en  des  points  dont 
le  centre  harmonique,  relativement  au  point  0,  est  rejeté  à  IHn- 
fini. 

Enfin  la  formule  (23)  du  môme  Mémoire  donne 

i=4 

v^  I 


-jRj  sin'^  y.j 
1 


=  0. 


La  somme  des  inverses  des  produits  des  rayons  de  courbure 
par  les  cubes  des  sinus  des  angles  d'intersection  correspondants, 
est  nulle. 
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SUR  LA  SÉPARATION  l)b]S  RACINES 

DES    ÉOLJATIONS    AIAÎKHUIQUKS 

Par  M.  Paul  <i;iraii(1,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique, 
bourt^ier  d'Agréi^alion  ù  Paris. 


1.  Théorème  connu  servant  de  lemme.  —  Soient  : 

/■  (x)  =  o 
une  6([iialion  de  degré  m, 

r{x)  =  o 

l'équation   dérivée,    q^  et  R^  le  quotient   et   le   reste    de    la 
division  de  f  par  f. 

Les   racines  de   l'équation  q^R^  =  o  séparent  les  racines 
de  l'équation  f(x)  =  o,  si  q^  n'est  pas  un  facteur  de  f(x). 

En  effet,  on  a  : 

/(x)  =:  qj\x)  +  Ri 
ou 

9i         f('^)        Qi'    f{oc)' 

Soit  a  une  racine  de  f(x)  =  o  ;  -  est  fini  pour  x  ^=  a  +  s, 

q  '  —    ' 

£  tendant  vers  o. 

r 

Pour  X  =  a  —  £,7  croît  indéfiniment  par  des  valeurs  née-a- 

f  " 

tives. 

r 

Pour  X  =^  a-j-  E,  -  croit  indéfiniment  et  est  >>  o. 

n  Tî 

Donc  j-^  croît  indéfiniment  par  des  valeurs  positives  pour 

•T  =  a~E,  négatives  pour  x  =  a  ~\-  e.  On  peut  donc  répéter 
sur  q^H^  les  raisonnemen's  faits  sur  f'{x),  dans  le  théorème 
de  Rolle. 

2.  —  Conservons  les  notations  précédentes,  et  soient 
92  et  R2  le  quotient  et  le  reste  de  la  division  de  f'{x)  par  le 
polynôme  R^,  de  degré  m-2  ;  si  q^  et  q^  sont  premiers  avec 
[{je),  les  racines  de  l'équation  q^q-^R^  =  o  séparent  les  racines 
de  l'équation  f{œ)  =  o. 
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En  effet,  ou  a 
identité  qu'on  peut  écrire,  on  la  multipliant  par  — ^j 

En  répétant  le  raisonnement  qui  précède,  puisque  j—^  croît 
indéfiniment  par  des  valeurs  positives    pour  x  =  a  —  s,  et 

Q 

négatives  pour  x  =  a  -\-  e;  —   restant  fini  d'après  les  hypo- 

thèses  faites,  on  voit  que -^^^^^—^  croit   indéfiuiment    par    des 

valeurs  négatives  pour  x  =  a  —  s  et  positives  pour  x  =  a 
-f-  £.  Les  racines  do  ^i72l^2  ^=  o  séparent  donc  celles  de  la 
proposée. 

Or  q^  est  du  premier  degré,  q^  du  deuxième,  Rg  du  degré 
m—  3.  Si  les  m  racines  de  ^l'/aRa  =  o  sont  réelles,  il  yen 
aura  certainement  une  qui  sera  plus  petite  ou  plus  grande 
que  les  racines  de  f{x)  =  o.  Il  en  résulte  une  application 
évidente  à  l'équation  du  cinquième  degré. 

On  peut  facilement  généraliser  le  raisonnement  précédent; 
divisant  f  par  R2,  on  aura,  pour  séparer  les  racines,  à 
résoudre  quatre  équations  :  une  du  premier  degré,  une  du 
deuxième,  une  du  troisième,  une  du  degré  m  —  4;  et  ainsi 
de  suite. 


DEMONSTRATION  DU  THEOREME 

TOUTE    ÉQUATION    ALGEBRIQUE   Â    UNE    RACINE 
Par  M    Porchon,  professeur  au  lycée  de  Versailles. 


Lemme. — Soit  F  (0,9)  une  fonction  réelle,  continue  et  à 
détermination  unique,  des  variables  réelles  0  et  o  (*),  les  racines 

[*]  Nous  supposons  que  F  soit  une  foncliou  proprement  dite,  c'est- 
à-Jire  qu'elle  ne  reste  pas  constante  si,  p  par  exemple  conservant  une 
valeur  tixe,  «f  va'ie  entre  deux  limites  séparées  par  un  intervalle  fini. 
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de  Vcquation  en  cp,  F  (o,  cp)  =  o  sont  des  fonctions  continues  de  p; 
de  plus,  lorsque  o  varie  d\ine  manière  continue,  ces  racines  ne 
peuvent  disparaître  f/ue  par  couples,  et  en  devenant  d'abord 
égales. 

Eu  cllct,  p  ayant  reçu  une  valeur  fixe  R,  si  l'on  fait 
croître  cp  d'une  limite  à  une  autre,  la  fonction  F  peut  s'an- 
nuler pour  certaines  valeurs  de  9.  Nous  désignerons  ces 
valeurs  (pour  éviter  toute  considération  d'ordre  de  multi- 
plicité) comme  racines  de  première  ou  de  deuxième  espèce, 
suivant  que,  cp  passant  par  ces  valeurs,  F  change  ou  ne 
change  pas  de  signe. 

Soit  <I>  une  racine  de  première  espèce.  Alors  s  et  s'  dési- 
gnant des  quantités  positives  sulfisamment petites,  F(R,  cp — e) 
et  F(^R,cp  +  -')  ^i^t  des  valeurs  de  signes  contraires.  Si  main- 
tenant on  donne  à  R  un  accroissement  quelconque,  suffisam- 
ment petit,  F(R  -f  /?/!>  —  s)  et  F(R  +  //,  '!>  -f  e)  auront  le  ; 
mômes  signes  respectivement  que  F(R,<I>  —  e)  et  F  (R,^I>  -|-  e). 
Donc  la  fonction  a  encore  une  racine  comprise  entre  <1>  —  z 
et  *I>  -{-  s.  D'ailleurs  elle  n'en  a  qu'une  dans  cet  intervalle, 
si  £  et  z  sont  assez  petits  pour  que  la  fonction  soit  constam- 
ment croissante  ou  décroissante  entre  les  limites  (*).  Puisque 
£  et  s' peuvent  être  pris  aussi  petits  que  l'on  veut,  la  fonction 
F(R  -|-  /i,  cp)  a  une  racine,  et  une  seule,  aussi  voisine  que 
l'on  veut  de  *I>,  pourvu  que  h  soit  assez  petit.  On  voit  par 
là  que,  si  F  (R,  c?)  n'a  que  des  racines  de  première  espèce, 
elles  varient  d'une  manière  continue  et  restent  en  même 
nombre  lorsque  p  varie  très  peu,  à  partir  de  R. 

Si,  p  variant,  F  perd  ou  acquiert  des  racines^  il  faut  que 
cela  arrive  pour  certaines  valeurs  déterminées  R'  de  p,  telles 
que,  si  l'on  fait  cette  variable  successivement  un  peu  plus 
grande  et  un  peu  plus  petite  que  R',  le  nombre  des  racines 
ne  soit  plus  le  même.  Les  valeurs  cherchées  R'  ne  peuvent 
se  trouver  que  parmi  celles  c[ui  donnent  à  F  des  racines  de 
deuxième  espèce. 

(*)  11  suffit  pour  cela  que  la  dérivée  de  F  par  rapport  à  <}>  ne  change 
pas  de  signe,  ce  qui  est  possible,  puisqu'elle  ne  passe  pas  par  un  mini- 
mum. 
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Soit  R'  une  valeur  de  p  telle  que  F(R'  -j-  /t,  9)  et  F(R'  —  h\  9) 
n'aient  pas  le  même  nombre  de  racines,  h  et  h'  étant  de 
petites  quantités  positives,  nous  savons  que  F  (R',  cp)  a  une 
racine  de  deuxième  espèce  <ï>.  DoncF(R',<I>  —  s'  et  F(R',  <I>'-(-  0 
sont  de  même  signe,  et  h  étant  assez  petit,  il  en  est  de 
môme  de  F(R'  +  h,  ¥  —  s)  et  F(R'  +  h,  <V  +  e).  On  en  con- 
clut que  la  fonction  F(R'  -{-h,(ij))  a  un  nombre  pair  ou  nul  de 
racines  de  première  espèce  entre  <V  —  £  et  <ï>'  -\-  s.  Mais  il 
en  est  de  même  de  la  fonction  F(R'  —  h\  cp),  h'  étant  assez 
petit.  Donc  le  nombre  des  racines  de  première  espèce  com- 
prises entre  <!>'  —  e  et  4>'  -|-  ^'  ^l^i  se;  perdent  ou  s'acquièrent 
lorsque  p  varie  de  R'  +  /i  à  R'  —  h'  est  pair.  D'ailleurs  en 
faisant  tendre  ters  zéro  s,  s',  h  et  h\  on  voit  que  ces  racines 
tendent  vers  <ï>',  ce  qui  démontre  la  seconde  partie  du  lemme. 
Nous  abordons  maintenant  la  démonstration  du  théorème 
de  d'Alembert. 

(A  suivre.) 


STJR  UN  NOUVEAU  CERCLE  REMARQUABLE 

DU    PLAN    d'un    triangle 

Par   M.   Cl.   de   L<oiig^cliauips. 

{Fin,  voir  page  100.) 


LES    FIGURES   COMPLÉMENTAIRlîS   ET  AiNTI-COMPLÉMENTAIRES 

11.  Théorème.  —La  droite  complémenlaire  de  S  est  l'axe 
radical  qui  est  commun  au  cercle  circonscrit,  au  cercle  conjugué 
et  au  cercle  d^Euler. 

Mais  avant  d'établir  les  démonstrations  de  ce  théorème, 
nous  devons  fixer  d'abord  quelques  définitions  nécessaires. 

12.  Définitions.  —  Lorsqu'un  point  M  a  pour  coordonnées 
p,  q,  r,  il  existe  un  point  M'  dont  les  coordonnées  sont  q  -\-  r, 
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^'4p,  pH-^;  <'<''^  (l(Mix  points  M  ci  M',  ainsi  associes,  ont 
clé  appelés  par  M.  Kiuil.  Hain  des  points  complémentaires  (^). 
Mais  pour  ([ue  cetl(^  définition  fasse  correspondre  à  un  point 
donné  M  nn  point  bien  délerniiné  M',  il  est  nécessaire  de 
préciserle  sysleino  de  coordonnées  que  l'on  considère.  En  pre- 
nant, comme  nous  le  faisons  dans  celte  note,  des  coordonnées 
barycentriques,  on  voit  ([ue  h^s  deux  points  M  etM' sont  situés 
en  lii;ne  droite  avec  le  centre  de  gravité  E  et  ({ue  l'on  a 

Mr:  =  2EM'. 

C'est  ce  point  M'  déduit  du  point  M,  en  prolongeant  ME 
d'une  longueur  moitié  moindre,  point  bien  déterminé  que 
nous  appellerons  point  complémentaire  barycentrique  de  M. 

Par  une  extension  naturelle,  on  peut  appeler  figures  com- 
plémentaires barycentriques,  relativement  à  un  triangle  ABC, 
deux  figures  F,  F'  qui  sont  homothétiques  par  rapport  au 
centre  de  gravité;  le  rapport  d'homothétie  étant  égal  à  2. 

On  doit  encore  observer  qu'il  n'y  a  pas  de  réciprocité 
entre  les  points  M  et  M'  et,  pour  bien  les  distinguer  l'un  de 
l'autre,  on  peut  dire  que  M'  étant  complémentaire  de  M, 
M  est  anti- complémentaire  barycentrique  de  M".  D'après  cela, 
pour  avoir  le  point  anti-complémenlaire  de  M  dans  le  système 
de  coordonnées  barycentriques,  il  faut  prolonger  ME  d'une 
lono'ueur  double. 

Les  formules 

p         q         ?•  '       ^  +  r         p  +  r         p  +  q 
donnent,  enîre  les  coordonnées  de  deux  points  complémen- 
taires M,  M',  les  relations  : 

.^—=J^^-J—=.l.  (A) 

Dans  ces  égalités  a,  6,  y  représentent  les  coordonnées  bary- 
centriques absolues  d'un  point  M;  a',  f)',  y'  celles  du  complé- 
mentaire. 

Si  l'on  désigne  par  a",  V',  y"  b^s  coordonnées  du  point  M" 

(*]  Archiv  dcr  Malhcmatik  nnd  Plii/sik  vou  J.-A   Grimcrt,  18^5;  p.   21 
[Ueber  cnmplcmentare  Pujikte  von  Emil  llain). 
Voyez  aussi  Journal  fParlie  élémentaire],  p.  131. 
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anti-complémentaire  de  M,  on  a,  au  contraire, 

-  '  "  I.     (B) 


P  +  y  —  ^^-        Y  +  ^-  — P       '^-  +  f*  —  Y 

Les  formules  (B)  et  (A)  permettent  de  trouver  la  complé- 
mentaire et  l'anti-complémentaire  d'une  figure  donnée,  et 
la  proposition  énoncée  se  vérifie  immédiatement. 

En  effet,  l'équation  du  cercle  conjugué  est 
a^  (b''  +  c2  ~  a^)  -f  (7  (a^  +  c^  —  b^')  +  y'  («'  4"  ^^'    -  c')  —  o. 
ou  : 


('^  +  P  +  y)  h — -— ■  +  f' : 


fl2       I        ^2    (.1) 

+  Y  -^ — —^ —  ^'^^Y  —  ^'Y'^  —  ^''^?  =  o. 

L'axe  radical  de  ce  cercle  et  du  cercle  circonscrit  est  donc 
représenté  par  l'équation 
a  (b^  -\-c^  —  a^)  +  [ô  (a^  -f  c-  —  b'')  +  y  (a^  +  b'^  —  e-)  =  o. 

Or,  si  l'on  considère  la  droite  8  et  si  l'on  cherche  la 
figure  complémentaire  de  cette  droite,  les  formules  de  trans- 
formation indiquées  plus  haut  donnent  précisément  cette 
dernière  équation. 

Cette  proposition  rentre  d'ailleurs  dans  le  théorème  plus 
général  que  nous  allons  démontrer  tout  à  l'heure  en  établis- 
sant que  le  cercle  A  a  pour  figure  complémentaire  le  c^n'cle 
conjugué  au  triangle. 

13.  Construction  de  la  droite  5.  —  Les  propriétés 
diverses  que  nous  venons  d'exposer  permettent,  de  bien  des 
façons,  de  construire  o;  mais  voici  un  théorème  élémentaire, 
duquel  résultepourBune  construction  particulièrement  simple. 

14.  Théorème.  —  Si  du  point  X,  sommet  d'un  triangle  AB(J, 
avec  BG  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle  A^,  Uaxe  radiccd  de  Aa 
avec  le  cercle  circonscrit  ^-  coupe  la  parallèle  menée  par  A, 
parallèlement  à  BG  en  un  point  k"  ;  ce  point  et  les  deux  autres 
points  analogues  B",  G"  sont  situés  sur  une  droite.  Cette  droite 
est  précisément  taxe  radical  6  de  A  et  du  cercle  circonscrit,^ 

Les  puissances  respectives  des  sommets  A,  B,  G,  relativement 
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au  corclo  A„  sont  : 

L'équation  de  \,^  est  donc 

< '^  +  r^  +  y)  |-  fi'y-  +  (^'^  -  f^')  P  +  {^>'  -  ^i')  Y  i  -  ^  --  o, 

' on  posant 

L'axo  radical  de  A„  et  du  cercle  circonscrit  (C,  =z  o)  a  donc 
pour  é([uation 

—  (l'y.  +  (C^  —  a'')  [5  +  (6-^  —  a''}y  =  o. 
D'autre    part,  la    parallèle  menée  par  A   au    côté  BG  est 
représentée  par 

p-fyr^o. 
Les  coordonnées  du  point  A"  sont  donc 

et  l'on  voit  qu'elles  vérifient  bien  l'équation 

ff-y.  +  />2S  _^  c^.^  —  o. 

Ainsi,  les  trois  points  A",  B",  G'  sont  situés  sur  o. 

La  construction  qui  est  la  conséquence  de  cette  propriété 
est  des  plus  pratiques,  il  est  facile  de  s'en  rendre  compte. 

Les  cercles  \,  Af,,  A^,  que  nous  avons  imaginés  au  début  de 
cette  étude  et  que  nous  retrouvons  ici,  se  coupent  deux  à  deux, 
pour  des  raisons  évidentes,  sur  le  cercle  A^  On  obtient  ainsi, 
et  avec  une  vérification  précieuse,  trois  points  A^jBo,  CgSur  A^ 
Il  y  a  plus,  la  droite  AA^  est  parallèle  à  BG  et  c'est  juste- 
ment cette  droile  qui,  par  son  intersection  avec  B^  Gq;  déter- 
mine A.".  On  comprend;  d'après  cela,  que  les  points  Ao,  B^,  Go, 
peuvent  être  obtenus  avec  une  grande  précision  puisque, 
pour  chacun  d'eux,  trois  cercles  (A^  A,,,  Ac  pour  AJ  et  une 
droite  (la  parallèle  à  BG  menée  par  A)  concourent  pour 
déterminer  leur  position. 

15.  Construction  du  point  de  Steiner  et  du  poin 
de  Tarry.  —  La  considération  du  triangle  AoB^Go  conduit 
encore  à  une  construction  très  simple  du  point  de  Steiner  (*). 


[*)  Voyez  l'ctudG  de  M.  Neuberg  :  Sur  le  point  de  Sleiner,  Jom'nOii  188G. 
p.  0  et  celle  sur  le  point  de  Tarry,  MalUesis,  18%,  p.  5, 

JOURNAL  DE  MATU.  SPÉC.  188G,  6 
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En  effet,  l'équation  de  B^Gq,  axe  radical  des  cercles  Aa  et 
du  cercle  circonscrit  est,  comme  nous  l'avons  observé  au 
paragraphe  précédent, 

—  a^a  +  (c2  —  a^)fj  +  (b^  —  a^)^  —  o. 
Cette  droite  coupe  le  côté  BG  (a  =  o)  en  un  point  A^  dont 
les  coordonnées  sont  : 

ai  =  o,  (c^  —  «2) [3^  -|_  (^,2  _  ^2y^^  _  Q^ 

On  conclut  de  là  que  AAi  passe  par  le  point  N  dont  les 
coordonnées  sont  proportionnelles  à  : 

I  I  I 

/>2  _  c2  '  6-2  —  a^  '  a^  —  62  * 

On  a,  de  la  sorte,  trois  droites  AA^,  BB^,  GC^,  qui  sont 
concourantes  en  N.  Ce  point,  situé  sur  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  ABC;  est  le  point  de  Steiner. 

Le  point  de  Tarry  étant;  sur  le  cercle  circonscrit^  diamé- 
tralement opposé  au  point  de  Steiner;  la  construction  de  l'un, 
détermine  celle  de  l'autre. 

16.  Le  cercle  A  et  le  cercle  conjugué.  —  Le  cercle  ^ 
est  la  figure  anti-complémentaire  du  cercle  conjugué.  En  d'autres 
termes  :  les  deux  figures  sont  homothétiques  inverses,  le  centre  de 
gravité  E  est  le  centre  de  lliomothétie  et  le  rapport  d'homothétie 
est  égala  2. 

Prenons  le  cercle  conjugué  dont  l'équation  est 

'^  "^  '^  "*"  ^^  [7/(62  +  c2  —  a')  +  f^Xc'  +  a^  —  62)  (A') 

_(_   /   («2   +   62    -   C2)]    -   r   ==    O, 

et  cherchons  la  figure  anti-complémentaire.  Les  formules  de 
transformation  sont 

<y-     _     [^     ^     Y     . 

nous  avons  donc 

(a  +  p  +  Y)[2ft2a  +  262(3  +  2027]  —  a\^  +  Y)(a  +  p). .  .  =  o, 

ou  (x  +  p  +  Y)(2a2a  +  262^  -\-  2c2y) 

—  (a  +  p  +  Y)(«2a  +  62(3  +  c2y)  —  C  =  o, 
OU,  enfin, 

(7.  +  |3  +  y)(«'^  +  ^'^  +  <^'y)  —  C  =  o. 
Nous  retrouvons  bien  l'équation  de  A. 
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17.  Remarque.  —  On  déduit  de  ce  rapprochement  entre  le 
cercle  A  et  le  cercle  conjugue  au  triangle  une  construction 
assez  curieuse  de  ce  dernier  cercle  et  peut-être  cette  obser- 
vation n'a-t-elle  pas  ctc  faite  encore. 

Le  centre  du  cercle  conjugue  coïncide  avec  l'orthocentre, 
la  seule  dilliculté  réside  dans  la  détermination  du  rayon  ou, 
ce  qui  revient  au  môme,  dans  la  construction  d'un  point  du 
cercle. 

L'observation  que  nous  avons  en  vue  porte  sur  ce  fait  que  : 
Si  par  le  centre  de  gravité  E  du  triangle  on  mène  dans  le 
cercle   circonscrit    les  deux  transversales  ôEt,  6'Et'  telles   que 

6E  =  2Et,      6'E  =  2E/, 
les  points  x,  t'  appar  tiennent  au  cercle  conjugué  ;  de  plus,  celui- 
ci  est  tangent  aux  droites  6t,  6't'. 

Si  nous  cherchons,  en  effet,  la  polaire  du  centre  de  gravité 
Epar  rapport  au  cercle  A,  nous  trouvons,  comme  nous  l'avons 
déjà  observé,  la  droite  S;  ainsi  EO,  Eô'  sont  deux  tangentes 
à  A.  D'autre  part  le  cercle  conjugué  A'  étant  la  figure  com- 
plémentaire de  A,  en  prolongeant  6E  d'une  longueur  moitié 
moindre  on  doit  obtenir  un  point  de  A';  il  reste  à  montrer 
que  ce  point  est  placé  justement  sur  le  cercle  circonscrit. 

Cherchons  la  polaire  de  E  par  rapport  au  cercle  conjugué; 
l'équation  (A')  donne 

4  +  /^  +  /7=H'' ~2 +' ~2 +^^ ~2 ) 

+  (a  H-  p  +  y)  ^^^"^  "^  ^'  "*"  ^^^  — a2.^_^2.^_c2|3_c2^_^2p_^2^^ 

ou,  en  simplifiant, 

a(62  4-  c2  —  a')  +  ^{a'  +  c^  —  b'^)  +  y{a^  +  6^  —  c^)  =  o. 
Cette  équation  représente  précisément,  et  comme  le  prouve 
l'équation  (A'),  l'axe  radical  de  A'  avec  le  cercle  circonscrit. 
De  là  résulte  évidemment  la  justification  de  la  remarque 
énoncée. 

18.  Théorème.  —  Le  cercle  A  n'est  autre  chose  que  le  cercle 
conjugué  au  triangle  obtenu  en  menant  par  les  sommets  de  ABC 
des  parallèles  à  ses  côtés. 

En  effet,  appelons  A"B"C"  les  sommets  du  triangle  obtenu 
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en  ofTectuaut  la  construction  que  nous  venons  d'imai;incr  ; 
A"B"G"  est  la  ligure  anti-complcinentaiic  de  ABC;  par  suite 
le  cercle  conjugue  à  ABC  a  pour  transforme  le  cercle  con- 
jugue à  A"B"C". 

On  vérifie  d'ailleurs  directement  cette  proposition  eu  obser- 
vant que  les  cordonnées  de  C"  sont  proportionnelles  à  :  i, 
I   et  —  I. 

Or  l'équation 

/  —  ('^  +  f^  +  Y)(a'cc  -[-  b^^  -f  c^'{)  —  aH6^[  —  b-'j.y  —  c^y.^.  —o, 
donne 

—  6^7  —  c^S  —  c''x  —  a'^y  +  a''[i>  +  b'^y., 
ou 

f'a+/"p-  /■/=  ^(«^  +  ^''  +  «^M'-  +  P)  ; 

la  polaire  de  G"  est  donc  la  droite  qui  correspond  à  l'équa- 
tion 

a +  1^=0, 
c'est  la  droite  A"B". 

Le  triangle  A"B"C"  est  donc  auto-polaire  au  cercle  A. 

On  peut  dire  aussi,  si  l'on  préfère,  que  le  cercle  conjugué 
d'un  triangle  est  le  cercle  A  du  triangle  A'B'C  obtenu  en  joi- 
gnant les  milieux  des  côtés  du  triangle. 

19.  Cercles  complémentaires  et  anti-complémen- 
taires. —  Ces  résultats  nous  conduisent,  par  une  pente 
naturelle,  à  la  recherche  du  cercle  qui  est  le  complémentaire 
ou  l'anti-complémentaire  d'un  cercle  donné  U. 

1«  Soit 

(x  +  p  +  y)(wx  +  v{.  -|-  iry)  ->  a-^j^(  -—  62aY  —  c-afi  ~  o 
l'équation  de  U  ;  la    figure    complémentaire  U'   s'obtient  en 
transformant  cette  équation,  les  formules  de  transformation 
étant 

g  _  fi  _  V 

D'après  cela,  l'équation  de  U'  est 

(a'  +  f/  +  /)(u'a  +  v''^'  -I-  w'i)  -  (jC-[Ji  —  lj'y:i  —  C^a/f^'  ^  o, 
en  posant  : 
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4it'  =  V  -\-  tr—  n  +  b"  +  r^  —  a% 
_j.t)'  =  ;/'  -f-  i(  —  V  -\-  c'  -\-  a^  —  /j'S 
4/r'=zr  u  +  <'  —  '^'+  ^^  +  '^^  —  ^"^• 
Pai-  (VMMuplc;  si  l'on  cherche  le  complémentaire  du  cercle 
circonscrit,  on  doit  supposer  u  znz  v  =^  w  =  o  et  l'on  a 

4 

—  a^i^'ï'  —  ^'^-Y  —  c^^'jb'  =  o  ; 
cette  équation  représente  bien  le  cercle  d'Euler. 

2"  Pour   avoir   le  cercle  U"  anti-complémentaire  de  U^  il 
faut  employer  les  formules  de  transformation  suivantes: 
^        _        P        __        T 

lesquelles  donnent,  pour  l'équation  de  U". 
en  posant 

It"  ;r=  2î;  -}-  2^^  —  û'^j 
f"  =  2!/^  -}~  2lt  —  ¥, 
lo"  =  2U  -}-  21?  —  C^. 

Par  exemple,  au  cercle  circonscrit  à  ABC  correspond  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  A"B"G"  et,  on  supposant  dans 
les  formules  u  =^  v  =  lo  =  o,  on  trouve  pour  celui-ci  l'équa- 
tion 

(7."  +  f/'  -f  y")(—  a'yj'  ~  b'^"  —  cY)  —  ayf  —  62a"v" 

-  cH^y  =  o. 
résultat  évident  à  priori,  lorsqu'on  se  reporte  à  la  significa- 
tion des  ])aramctres  u,  v,  te. 

Parmi  les  conséquences  qui  découlent  de  ce  résultat,  on 
peut  signaler  la  suivante. 

20.  Théorème.  —  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  A13C,  le 
cercle  A  correspondant  à  ce  triangle  et  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  A"J3"C",  obtenu  en  menant  par  les  sommets  de  ABC  des 
parallèles  à  ses  côtés,  ont  le  même  axe  radical. 

De  ce  théorème  résulte  encore  une  construction  très  simple 
de  la  droite  o. 

21.  Remauque.   —    Nous    voulons    borner    aux    résultats 
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précédents  l'étude  du  cercle  A;  mais  il  est  superflu  d'ajouter 
que  cette  étude  pourrait  être  poussée  beaucoup  plus  loin 
sans  perdre  ce  caractère  de  simplicité  qui  rend  si  particu- 
lièrement attrayante  la  géométrie  du  triangle.  Il  nous  resterait 
notamment  à  montrer  comment  se  comporte  A  avec  les  autres 
cercles  remarquables  du  triangle  et,  d'une  façon  générale, 
avec  les  éléments,  points,  droites,  cercles,  etc..  associés 
d'une  certaine  façon  au  triangle.  Mais  cette  étude  partielle 
de  A  que  nous  venons  de  faire,  suffira,  pensons-nous,  à  révéler 
l'intérêt  qui  s'attachera  peut-être  à  ce  cercle  remarquable  et 
à  la  droite  8  que  nous  avons  mise  en  lumière  dans  ce  travail. 


VARIÉTÉS 


ESSAI  SUR  LA  GEOMETRIE  DE  LA  REGLE 

ET  DE  l'ÉQUERRE 
Par  M.  de  Ijon ^champs. 

[Suite,  voir  p.  61.) 


LA   DUPLICATION  DU  CUBE 

94.  Résumé  historique  de  la  question.  —  Le  problème 
de  la  duplication  du  cube  est  celui  qui  correspond  à  l'équation 

Dans  cette  égalité,  a  est  une  ligne  donnée  ;  x  représente 
une  longueur  inconnue  et  que  l'on  propose  de  construire. 

Ce  problème  est  insoluble  avec  la  règle  et  le  compas, 
pour  des  raisons  qui  sont  connues  de  tous  ceux  qui  sont 
initiés  aux  premiers  principes  des  vérités  mathématiques,  et 
toute  discussion  sur  ce  point  a  cessé  depuis  longtemps. 

Hippocrate  de  Ghio  (^')  (vers  450  av.  J.-G.)  observa  que  si 
l'on  pouvait  déterminer  deux  lignes  x,  y  telles  que 

a,  X,  y,  la 

(*)  Ou  de  Chios  suivant  rorlhoi^raphc  adoptée  par  M.  Maximilien  Marie. 
(Histoire  des  Sciences  MaUiématiques  et  Physiques^  t.  I,  p.  25.^ 
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soient  quatre  termes  consécutifs  d'une   proi^rcssion  géomé- 
trique, le  second  terme  de  cette  suite  serait  le  côté  cherché. 
En  effet,  les  égalités 


X' 


ny, 


y^  =   2aXf 


donnent  bien 


x'^  =  2fr 


Le  problème  de  hi  duplication  du  cube  devint,  après  cette 
remarque,  le  problème  de  deux  moyennes  proportionnelles.  Mais, 
comme  on  l'ajustement  fait  observer  (*),  «  la  difficulté  n'était 
que  déguisée;  elle  n'avait  fait  que  changer  de  forme  ». 

Pappus  (**)  a  présenté  une  solution  de  ce  problème  ;  c'est 
cette  solution  que  nous  allons  reproduire  en  lui  ajoutant  le 
perfectionnement  que  Dioclès  y  apporta,  en  introduisant  la 
cissoïde  dans  la  construction  qu'avait  indiquée  Pappus.  Nous 
donnerons  ensuite    d'autres   solutions  du  présent  problème. 


95.  La  solution  de  Dioclès. 

un  triangle  rectangle  GAB, 
en  prenant 

AB  =  2a,  kG=^  a; 

puis,  du  pointA  comme  centre 
avec  un  rayon  égal  à  2a  dé- 
crivons le  cercle  A  et  menons 
enfin  par  le  point  0  une  trans- 
versale OQ  de  telle  façon  que 
l'on  ait  ^ 

IM  =  MP  ; 
nous  allons  montrer  que  AM 
est  égal  au  troisième  terme  y 
de  la  progression  géométrique 
imaginée  par  Hippocrate. 

Posons  AM  =  y  ;  nous  avons 

SM  =  2a-\-y,    MR  =  2a— y, 

et,  par  suite, 

MP.OM  = 


Construisons  d'abord 


4«  —  y 


(â) 


(*)  Aperçu  hislorique,  p.  6.  —  Cb.  Bossut,  Essai  sur  l'Histoire  générale  des 
Mathématiques,  p.  35. 

[*")  Collections  Mathématiques  :  lib.  8,  prop.  XI. 
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D'autre  part,  le  triangle  OMA  et  la  transversale  ICB 
donnent 

IM    CA   BO  _ 

"ôT'cm'bâ  ~  ^' 

ou 

2MP.rt  =  (OM  —  MP)(^  —  a). 
Cette  égalité  peut  s'écrire 

MP(a  -f  y)  =  OM(î,.  -  a), 

on  a  donc  

MP .  OM .  (a  +  y)  =  ÔM^y  —  a) .  (3) 

Des  égalités  (2)  et  (3),  on  déduit 

i^a'  -  y'}{a  +  y)  =  (4(1'  +  y%y  -  a) 
ou,  tout  calcul  fait. 

D'ailleurs  les  relations  (1)  donnent  précisément?/^  =  4a' ; 
y  représente  donc  bien  le  troisième  terme  de  la  progression 
d'Hippocrate. 

Pour  mener,  comme  le  proposait  Pappus,  une  transversale 
OQ  telle  que  MP  =  MI,  Dioclès,  observant  que  01  est  alors 
égal  à  PQ,  imagina  de  construire  le  lieu  du  point  I,  quand 
on  suppose  que,  la  transversale  OPQ  tournant  autour  du  point 
0,  on  prend  constamment  01  =  PQ.  C'est  ainsi  que  la 
cissoïde  s'est  présentée  pour  donner  la  solution  de  ce  pro- 
blème de  la  duplication  du  cube. 

Mais  la  cissoïde  n'est  pas,  si  l'on  veut  nous  passer  le  mot, 
la  seule  duplicatrice  ;  l'on  conçoit  bien,  en  effet,  que  toutes 
les  cubiques  peuvent,  plus  ou  moins  simplement,  jouer  le 
même  rôle  et  servir  à  la  solution  de  ce  problème.  Il  s'en  faut 
même  de  beaucoup  que  la  cissoïde  soit  la  courbe  qui  se  prête 
le  mieux  à  celte  solution,  comme  nous  allons  le  montrer. 

96.  Exemple  d'une  cubique  duplicatrice.  —  Consi- 
dérons deux  droites  rectangulaires  A,  A',  un  point  fixe  0^  et 
soit  efTcctuée  la  construction  (1,  2,  3,  fîg.  77)  dans  laquelle  les 
angles  OAB,  CBÏ  sont  droits.  Cherchons  le  lieu  décrit  par  le 
point  I. 

Posons 

OC  =  (/,     01  =:  p,     AOC  z=z  co, 


à 
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ot  nous  avons 
et,  par  suite, 


13" 


cos  w 


i:B  =  d  tt-^  oj, 


Al  = 


d  ti^^  0) 

cos  0) 


P  = 


d{  I  +  tg'^  w) 


ou,  plus  simplement, 


P  = 


cos  (0 


d 

cos''  co 


En  coordonnées  cartésiennes,  cette  équation  s'écrit 

La  courbe  F   qui  correspond  à   cette  équation  affecte    la 
forme   générale  qu'in- 
dique la  figure.  Elle  est 
constituée,    abstraction 
faite  du   point   double 
isolé  0,  par  une  seule 
branche       parabolique 
doublement  infléchie  et 
tournant   sa    concavité 
vers  la    droite    A.    On 
peut  aussi  vérifier  que 
l'inflexion  c>ela  branche 
a  lieu  pour  to  =  Se'',  ce 
qui    permet    de  déter- 
miner ce  point  très  faci- 
lement et  cette  remar- 
que trouve>on  utilité  dans  le  Iracé  de  la  courbe.  Nous  déter- 
minerons tout  à  l'heure  la  tangente  en  un  de  ses  points  ; 
montrons  d'abord  comment  elle  peut  servir  do  duplicatrice. 
Du  point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  d\/2,  dé- 
crivons un  arc  de  cercle  qui  coupe  F  au  point  Y.  Nous  aurons 

X'z=d[d)/2)^ 

ou 

X^  ==:  2fP. 

Ainsi  OB'   est  le  côté  du  cube  qui,  en  volume,  serait  le 
double  du  cube  dont  le  côté  est  égal  à  OC. 
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Le  trace  de  la  tangente  à  F,  en  un  point  pris  sur  cette 
courbe,  se  fait  très  simplement  par  la  remarque  suivante. 

Soit  I  un   point  do  la   courbe;   désignons  par  p  et  a  les 

coordonnées  de  ce  point.  L'équa- 
tion connue  delà  tangente  à  une 
courbe,  dans  le  système  des  coor- 
données polaires,  donne,  dans  cet 
exemple  et  après  calcul  fait, 

cl 

-  =:z  cos^  a  j  cos  o)(cos2  y.-\-3  sin^  a) 


P 


—  sin  03  sin^  a   ! 


Parmi  les  solutions  évidentes  de 
cette  égalité,  on  peut  distinguer 
la  suivante  : 


to  =  90% 


d 


et,  par  conséquent. 


cos^  a 


—  =  —  2C0S^  a  sm  a  ; 

Po  désignant  la  distance  à  l'origine 
du  point  où  la  tangente  cherchée 
rencontre  OL 
On  a  d'ailleurs 

et        0P^3- 


sin  y. 


OQ  =  po  --=  - 


OP 


On  obtient  donc   la  tangente  IQ  en    prenant    OQ  = 


PO 


Sur  la  figure  nous  avons  aj^pliqué  cette  construction  géné- 
rale à  la  tangente  inflexionnelle  et,  à  cet  elTet,  nous  avons 
pris  l'angle  a  égal  à  3o°. 

Nous  aurons  d'ailleurs  occasion  de  signaler  plus  loin  d'autres 
cubiques  qui  se  prêtent  d'une  façon  commode  à  la  solution  du 
problème  qui  nous  occupe  et  dont  le  tracé  s'etlectue  avec  la 
règle  et  l'équcrre;  mais  voici,  pour  quitter  ce  sujet  incident, 
deux  solutions  qui  nous  paraissent  intéressantes  et  qui 
n'exigent  que  le  tracé  des  courbes  simples  :  le  cercle,  l'hj- 
perLole  équilatère  on  la  par])ole. 
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97.  Solution  du  problèir  e  de  la  duplication  du 
cube  par  un  arc  de  cercle  et  un  arc  d'hyperbole 
éqviilatère,  —  Prônons  nu  angle  clioil,  yox  et  nn  point  M; 
de  M,  al)aiss()ns  les  perpendiculaires  MP  et  MQ,  puis  joi- 
iinons  PO.  Cette  tlroite  ren- 
contre  la  p(»rpendiculairo 
él(>véo  à  OM,  au  point  M,  en 
un  certain  point  M'. 

Soient  .r.  ij  les  coordonnées 
de  ]\I  ;  ./,  7/'  celles  de  M';  nous 
avons  d'abord 


X        y 
d'autre  part,  l'équation  de  MM' 
donne 

y{y'-y)+x{x'-x)=o.{^) 
Les  relations  (i)  et  (2)  don- 
nent par  combinaison  Fig.  73. 

Le  problème  général,  celui  qui  se  propose  de  construire  un 
cube  qui  soit  h  uncuhe  donné  dans  un  rapport  donné,  trouve  dans 
cette  relation  une  des  solutions  les  plus  simples,  si  nous  ne 
nous  trompons,  qu'il  comporte. 

Toute  la  question  revient  évidemment  à  celle-ci  :  étant 
donné  le  point  M',  trouver  le  point  correspondant  M.  Or  le 
point  M  appartient  ;  1°  au  cercle  y  décrit  sur  OM'  comme 
diamètre  (éci.  2^,  1^  à  une  byperbole  équilatère  H  ayant  pour 
asymptotes  les  droites  M'R,  M'S  menées  par  M',  parallèle- 
ment aux  axes,  et  passant  par  l'origine  (éq.  1). 


98.  Duplication  du  cube  au  moyen  de  deux  arcs 
de  paraboles.  —  Nous  donnerons  encore,  pour  terminer  cette 
digression,  une  solution  du  problème  de  la  duplication  du 
cube  au  moyen  de  deux  arcs  de  parabole. 

Prenons  un  rectangle  O.VMB,  projetons  le  sommet  M  sur 
AB  en  M'.  Nous  avons 
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=  i^,     M'A'  =z  AM.AR,     M'B'  r^BS.BM, 


et  par  suite 

M'Q  __  /MA- 

MT  "\MB, 

Comme  nous  l'avons  observe  au  paragraphe  précédent,  le 
problème  revient,  d'après  cela,  à  déterminer  le  point  M, 
connaissant  M'.  Or,  lorsqu'on  fait  tourner  autour  de  M'  les 
tp'  deux  droites  rectangulaires  AB  et 
M'M,  les  relations  : 
MS.BS. 


M'S' 


M'R'=:r  MB.AR, 


prouvent  que  Ton  peut  considérer  M 
comme  appartenant  aux  deux  para- 
boles PjP'lesquelles  se  construisent 
point    par   point  au    moyen  de  la 
règle  et  de  l'équcrre,  comme  l'in- 
dique   la    ligure,  la    construction 
relative    au    point    M    pouvant  se 
reproduire     pour     tous  les    autres 
points  de  P  et  de  P'. 
On  voit  que  cette  construction  réalise,  avec  la  généralisa- 
tion convenable,   l'idée  arithmétique  qui  avait  conduit  Hip- 
pocrate  au  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles. 

(A  suivre,) 


Fig.  7/1. 


QUESTIONS  DIVERSES  D'EXAMi^^NS 


7*.  —  Démonlrer  que  le  joarallélipipède  de  Biaet  a  un  volume 
constant. 

Considérons  un  hyperboloïde  à  une  nappe  H,  et  trois 
génératrices  quelconques  G.  G',  G"  de  cette  surface,  mais 
appartenant  au  même  système.  Si  par  chacune  de  ces 
droites  on  mène  des  plans  parallèles  aux  deux  autres,  on 
détermine    ainsi     un     parallélipipèdc  qui    paraît    avoir  été 
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iiu;ii;iii(\  pour  la  prciuicMc  fois,  ])ôv  Binci  (Journal  de  l'Ècok 

Polytechnique,    IG''   caliicM-).    La    j)i()|i()si(i()n    ('iioiiccmî  cxj)riiii(! 

(|U('   le  voIiiuK'    (l(^    co    i)ai'allolij)ipèd(3  est  constant,   qiicll(3S 

({\w  soient  les  i^cnéralrices  de  môme  sjsioiiK^  G,  G',  G". 

Ou  sait  que  si    l'on  prend  ])onr  axes    de    coordonnées  les 

parallèles  aux  arêtes  du  parallélipipède  menées  par  le  centre 

de  cette  figure,  l'équation  de  H^  peut  s'écrire 

m\jz  -\-  n.cz  -|-  pxij  -J-  mnp  =  o, 

ou  encore 

yz        xz         xy 

1 f-   I   —  o, 

np        mp        nm 

2tn,  2?i,  2/)  désignant  les  longueurs  des  arêtes  du  paralléli- 
pipède. 

D'ailleurs,  si  Ton  désigne  par  A,  ;/,  v  les  angles  des  faces 
de  ce  parallélipipède,  ou  sait  aussi  que  son  volume  V  est 
donné  par  la  formule 

V=:  S>mnp  \/Ao, 
en  posant 

I  COS  V  COS  [J. 
COS  V  I  COS  X 
COS  y.  COS  X    I 

Cela  posé,  un  changement  d'axes,  elïectué  sans  que  l'ori- 
gine  soit  déplacée,  fait  que 


Ao  = 


devient 


?/s    ,    xz    ,    xu    , 

—  H h  — +  I 

np       mp       mn 

_  î!  _  ?^  _i_  5!  4_ 


les  nouveaux  axes  sont  rectangulaires  ;  et  a,  h,  c  désignent 
les  longueurs  des  axes  de  Thyperboloïde. 

A 

Dans  la  notation  ordinaire,  la  fonction —  jouissant  de  la 

Ao 

propriété  de  l'invariance,  on  a  donc 

I 


\m''a''py 


ou 


abc  =  mnp  v/a^. 
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Cette  égalité  prouve  que  le  parallélipipède  de  Binet  a  un 
volume  égal  à  celui  du  parallélipipède  construit  avec  trois 
diamètres  conjugués  quelconques. 

Ce  théorème  remarquable  est,  crojons-uous,  connu  depuis 
longtemps;  il  fait  l'objet  de  la  question  1531,  proposée  dans 
les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (1885,  p.  248).  La 
démonstration  précédente  nous  a  été  ycrbalcment  commu- 
niquée par  M.  Ed.  Lucas. 

(A  suivre.) 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Brocard. 

...  La  quartique  trinodale  y^  que  vous  avez  étudiée  aux 
§§  31-39  de  votre  Mémoire  sur  les  courbes  parallèles  et  sur 
laquelle  M.  d'Ocagne  vous  a  communiqué  d'intéressantes  et 
nouvelles  remarques,  a  déjà  été  rencontrée  dans  d'autres 
recherches.  Elle  est  en  eiiet  le  lieu  géométrique  qui  répond 
à  la  question  22  de  la  Nouvelle  Correspondance  mathématique, 
t.  I,  1874-1875. 

Étant  donnés  trois  points  fixes,  trouver  le  lieu  d'un  qua- 
trième point  tel  que  les  axes  des  deux  paraboles  passant 
par  ces  quatre  points  forment  entre  eux  un  angle  donné. 
(Concours  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique  en  1874.) 

Voir  aussi  les  Nouvelles  Annaks,  2*^  série,  t.  XIV,  1875, 
p.  172-175. 

La  solution  de  la  question  22  a  été  très  savamment  exposée 
dans  la  Nouvelle  Correspondance  mathématique  par  M.  Philippin 
(p.  124-132),  puis  par  MM.  Saltel  et  Dewulf  (p.  196-198)... 
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lUIU^IOGHArillK 


SlU     l'iIISTOIHE     des     sciences      MATHÉMATIQUES      KT      i  MYSIQUES; 

clcM.  Maxim i lieu  Marie  (Uihliolhcca  Malhcmalica,  1886,  n°H,  2). 
J'iX trait  cl(î  trois  lettres  adressées  à  M.  G.  Eiiestrum,  i)ar 
15.  i^onconipagni  (Stockholiu),  —  Dans  cette  petite  l)rocliui'e 
le  prince  B.  Boucompagni,  dont  la  profonde  érudition  et  le 
£;rand  amour  des  sciences  sont  connus  de  tous  ceux  (jui,  à 
un  titre  ou  à  un  autre,  s'occupent  de  mathématiques,  relève 
plusieurs  erreurs  qui  ont  échappé  à  M.  Ma:ximilien  Marie. 
Nous  n'avons  pas  à  prendre  ici  parti  entre  M.  Maximilien 
Marie  et  le  prince  Boncompagni  dans  les  délicates  questions 
historiques  pour  lesquelles  notre  compétence  est  absolument 
nulle.  Nous  cstimonspourtant  que  les  inexactitudes  révélées  par 
le  savant  auteur  de  la  brochure  que  nous  signalons  à  nos 
lecteurs,  bien  que  du  plus  haut  intérêt,  ne  détruisent  pas  le 
très  grand  mérite  de  l'ouvrage  de  M.  Marie.  11  nous  semble 
({u'il  n'est  que  juste  de  reconnaître  que,  dans  une  œuvre  aussi 
délicate  et  aussi  considérable  que  celle  qu'a  entreprise  M.  Marie 
en  publiant  cette  histoire  des  sciences  mathématiques  et 
physiques,  des  erreurs,  même  assez  nombreuses,  sont  inhé- 
rentes à  un  pareil  travail  et  je  suis  sur  que  M.  Marie,  le 
premier,  saura  le  plus  grand  gré  à  son  contradicteur  de  les 
lui  avoir  indiquées. 

Nous  rappelons  à  ce  propos  qu'un  extrait  de  cet  ouvrage  a 
paru  dans  ce  journal  ( '■),  il  y  a  deux  ans.  11  devait  être  suivi 
d'une  analyse  que  feu  Vazeille,  notre  collaborateur  à  cette 
époque,  se  promettait  d'écrire.  Mais,  comme  je  l'ai  rappelé 
dans  la  notice  nécrologique  que  je  lui  ai  consacrée,  Vazeille 
était  pour  la  rédaction  des  articles  plein  de  bonnes  intentions 
qui    malheureusement  aboutissaient   rarement  ('^  *). 

G.  L. 


(*)  Jounuil  de  MaUiéinaliques  élément  aires,  IS^'t,   p.  92. 

(**)  Les  neuf  premiers  volumes  de  louvrage  eu  (lucstion  ont  été  déjà 
publiés  et  sont  en  vente  à  la  librairie  Gauthier-Villars.  trois  volumes 
restent  encore  à  paraître  et  compléteront  cette  grande  et  importante 
publication;  avec  le  neuvième  volume  commence  la  treizième  période, 
de  Lagrange  à  Laplace. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


195.  —  On  considère  des  hyperboles  équilatères  H  qui 
ont  pour  centre  un  point  fixe  0  et  qui  passent  par  un  autre 
point  fixe  A. 

Trouver  le  lieu  décrit  par  les  sommets  réels  de  H. 

Ce  lieu  est  une  lemniscate  de  Bernoulli. 

On  propose,  après  avoir  reconnu  ce  fait  par  le  calcul,  de 
rétablir  géométriquement  en  prenant  pour  base  de  cette 
démonstration  géométrique  la  propriété  suivante  : 

L^i  produit  des  distances  d'im  foyer  F  d'une  hyperbole  équi- 

la/ère  à  deux  points  A,  A'  de  la  courbe,  diamétralement  opposés, 

7    AA' 
est  égal  au  carré  de 

On  établira  d'abord  géométriquement  cette  relation. 

(G.  L.) 

196.  —  Circonscrire  à  une  ellipse  un  quadrilatère  ou  un 
triangle  inscrits  à  un  cercle  concentrique.  Faire  voir  que  le 
problème  est  impossible  ou  indéterminé,  et  chercher  la  valeur 
du  rayon  pour  laquelle  il  est  indéterminé. 

Mêmes  problèmes  quand  le  centre  du  cercle  est  confondu 
avec  l'un  des  foyers.  (Amigues.) 

197.  —  Lieu  des  centres  des  coniques  circonscrites  à  un 
triangle  et  dans  lesquelles  la  somme  dss  carrés  des  lon- 
gueurs algébriques  des  axes  est  égale  à  K. 

Distinguer  s'il  y  a  lieu  les  arcs  qui  correspondent  à  des 
centres  d'ellip?es.  (Amigues.) 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMPS. 


lMl'i>I.MIiP;K   {.KNTliAI-lî   DES  flIEMlNS   DE  FEU.  —   IMl'RIilERlE   CHAIX. 
KUE   UERGÈRE,    20,    PARIS.—   12170-6. 
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SUR  OUELQUES  DÉCOMPOSITIONS  EN  CARRÉS 

Par  M.  Kdoiiard  liucui}. 


Si  l'on  clcsii^iu!  par  a  cL  h  les  deux  racines  île  réquatiou 

X'  =.  Px  —  Q,  et  si  l'on  pose 

a"  —  0" 

U„  = ,     V,,  z=z  a"  +  0", 

a  —  0 

on  sait  ([iie  Un  et  V„  sont  entiers,  si  P  et  Q  sont  entiers,  car 

on  a  les  formules  de  récurrence 

u,^2  =  PU,+.i  -qUh,  ■ 

Désignons  par  A  l'expression  (a  —  b)'^  =  P-  —  4Q.  il  est 
i'arile  de  vérifier  les  formules  suivantes 

u,,^,  =  uLi-Qu;i  (1) 

Y,,  =  v;;— 2Q",  (â) 

V,„  =  AU,^  +  2Q".  (3) 

De  la  loraiule  (1)  que  j'ai  publiée  dans  la  A'out;e//c  Co/re^- 
pAmdance  malhématique  (t.  III,  p.  405),  il  résulte  immédiate- 
ment ces  deux  théorèmes. 

I.  —  La  fonction  numérique  U2,t+i  est  une  somme  de  deux 
carrés,  si  le  produit  Q  =  ab  est  égal  en  signe  contraire  au 
carré  d'un  nombre  entier. 

Pour  P  =  2,  Q  =  —  I,  on  a  la  proposition  de  M.  (iataiau. 

II.  —  La  fonction  numérique  U2„h.i  est  décomposable  en 
un  produit  de  deux  facteurs,  si  le  produit  Q  =  ab  est  le  carré 
dun  nombre  entier. 

Les  deux  facteurs  sont 

Un+i  +U„v/Q     et     U„+,  —  U,v/Q; 
exemple  P  =  4,  Q  =  i . 
De  la  formule  (2)  on  déduit  de  même  : 

III.  —  Lorsque  le  produit  Q  =  ab  est  le  double  d'un  carré 
négatif,  la  fonction  numérique  V4„2  est  une  somme  de  deux 
carrés. 


[*]  ^'oi^  le  Journal  de  MaUiénialiqucs  tipécialcs,  p.  113. 
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IV.  —  Lorsque  le  produit  Q  =^ab  est  le  double  d'un  cairc 
Ijositif,  la  fonction  numérique  ¥',,,+2  est  le  produit  de  deux 
nombres  entiers. 

Par  exemple,  pour  a  =  2.  b=zi^  on  a  la  formule  de 
M.  Lelasseur 

24/i  +  2     I      j    __  ^2^n  +  \   _j_    2"-*-*  -j-    I  )(2-"+'  —  2"  +  '    -|-    l). 

La  formule  (3)  donne  encore  : 

V.  —  Lorsque  le  discriminant  A  =  (a  —  b)'^  est  le  double 

d'un  carré,  la  fonction  numérique  -  V^»  est  une  somme  de 

deux  carrés. 
VL  —   Lorsque  A    est   le    double   d'un   carré    négatif,  la 

fonction  -  V^^  ost  décomposable  en  un  produit  de  deux  fac- 
2 

teurs  entiers. 
VIL  —  Lorsque  le  produit   QA  est  le  double  d'un  carré, 

la  fonction  -  V4„+2  est  une  somme  de  deux  carrés. 

2 

VIII.  —  Lorsque   le  produit   QA  est  le  double  d'un  carré 

néuatif,   la  fonction  -  Vih+2  <^'st  le  produit  de  deux  nombres 

entiers. 
Ainsi,  dans  l'exemple  choisi  par  M.  Catalan,  pour  P  ==  2, 

Q  =  —  I,  A  =  2v/2,  on  a 

-   V.';„  +  2  =  (2  Uh  +  1     +    l)   (2    U„  +  i    —     l). 
2 

Les  formules 

^  ==z  ^  U/  +  3Q", 

'  n 

donnent  lieu    à  un   grand   nombre  de  théorèmes    du  même 

genre. 
Enfin,  si  l'on  se  sert  de  la  formule  de  GdiUSS  (DisquiaitioneSj 

sect.  VI), 

zi*  —    I 

4  ■  =^  Y'  ±  p  z^ 

z  —   I 


V 

=  A  U„ 

.  a.  Q», 

^  3» 

=--  v,^ 

-  3  Q", 
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I  / 


OU  a  ce  tliôoicMio  i^éiiéi'al  :  Si  A  est  égal  au  [)r()(liiil  (riin 
nombre  prciuicr  p  (h;  la  l'orme  ^q  -f-  3  par  iiu  cane  posilil' 
ou  néi^dlif,   les  (|uolicnls 

soûl,  ([uclle  ([uc  soit  la  valeur  enlièro  de  n,  ci^aux  à  uiu^ 
somuie  (le  deux  carres,  dans  le  premier  eas,  cl  à  une  dillé- 
rence  de  deux  carrés,  dans  le  second. 

Au  moyen  de  tous  ces  théorèmes,  et  d'autres  analogues, 
on  })eut  démontrer  d'un  très  grand  nombre  de  manières  que 
tout  nombre  entier  est  la  somme  de  ([uatre  carrés. 


NOTE  SUR  LA  STROPHOIDE 

Par  M.  Lebel,  maître  répétiteur  au  Lycée  de  Nice. 


1.  —  Par  un  point  P  pris  sur  une  stroplioïde,  on  mène 
des  tangentes  PM^  PMg  à  la  courbe,  et  l'on  joint  M^Ma.  Le 
triangle  M,PM2  ainsi  formé 
jouit  de  plusieurs  propriétés 
assez  remarquables. 

Désignons  par  : 

0  le  coefficiciil    aii((ulairo  de  0  P 

^1  —  — 

h  -  - 

h  —  - 

nii  — 

m^         —  — 

ij.  —  — 

Nous  allons  calculer  les  re- 
lations qui  existent  entre  ces 
divers  coefficients  angulaires. 

2.  —  Soit 
(x^  +  //2),r  —  a(jf  —  x')  =  o. 
l'équation  de  la  strophoïde  et 

ux  -{-  vi/  ~  I  =  o,       (1) 
celle  d'une  droite.  L'équation  du  faisceau  de  droites  joignant 


Ml  M 
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l'origine   aux   points   d'intersection    de  cette   droite  avec  la 

courbe  est 

(x'2  -\-  f)x  —  a{if  —  x'^){ux  -]-  vij)  =  o 

ou 

(i  -f-  «w)as^  +  arx^u  -\-  (i  —  au)xi/  —  avij^  =  o. 

L'équation  aux  coefficients  angulaires   de  ces  droites  sera 

I  —  (m  I  +  au  ,^^ 

P P  —  t — —  =  o.  (2) 

av  av 

Si  iW't'"  senties  racines  de  cette  équation,  nous  avons  donc 

les  relations 

i'+f+r  =  '~:^^,  (3) 

(10 

il'"  _j-  rt'  4-  t't"  r=  —  I ,  (4) 

I  4-  an  ,^.^ 

ii't  =z  — ' (5) 

av 
Considérons  la  droite  PM^.  L'équation  (2)  relative  à  cette 
droite    admet   t  comme  racine  double,  et  comme   troisième 
racine  0.  La  relation  (4)  devient 

t]  4-  20/1  +  1  =  0. 

Les  coefficients    angulaires   t^   et    1.^    sont   les    racines   de 

l'équation 

fi  _j_  20/  +1—0.  (6) 

Ou  a  donc 

/,  +  /,=--  20  (7) 

t,t^  =  I .  (8) 

Cette  dernière  relation  permet  déjà  d'énoncer  une  propriété 

des  points  M^Mj.  Soient  x^  et  x^  leurs  abscisses  : 

ti  —  I      ^  Û  —  I 

x^  =^  a  -^   j    - ,     x.^  —  a  -^-j    -  • 
/^  -]-  I  '2  ~r  ' 

La  relation  (8)  montre  que 

Ainsi,  les  points  M^  et  M2  sont  équklistanls  de  Oy. 

3.  —  Réciproquement,  si  deux  points  M^,  Mj  sont  équidis- 
tants  de  Oy,  et  situés  de  part  et  d'autre  de  Ox,  les  coefficients 
correspondants  /^,  t^  vérifiant  la  relation  (8);  les  tangentes  menées 
en  ces  deux  points  àlastrophoide  vont  se  rencontrer  sur  la  courbe. 

En  effet,  calculons  le  coefficient  angulaire  t'  de  la  droite  OP 
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P  lUaiU,  le  point  de  iVMiconlixî  de  lii   laiigoiiLc  eu   Mj   av(;c  In 
sfroplioïdo.   Il  siillil   do  faire  dans  l'écjuation  (4)  /"  =  /'"  =  /, 

2/,r  +  /T  +  I  =  o, 

dette  expression  est  nnc  l'onction  syiuélii<iu(;    do   /,  (;t  —  . 

'i 

elle  resie  donc  la  même  lors(iu'on  cliani^e  /^  en  /,. 

Les  tangonles  en  M^  el  Mg  rencontrent  la  courbe  au  même 
point. 

4.  —  Considérons  maintenant  l'équation  (1)  comme  repré- 
sentant la  droite  PM^.  Les  relations  (3)  et  (t))  permettent  de 

u 
calcuhn-  le  coefficient  ani>ulaire de  cette  droite.  Retran- 

V 

chons  membre  a  membre  (3)  et  (5),  nous  avons 
u 

—   2  -=:/'  +  /'  -f  /'"     "     t'   f  t"\ 
V 

m^—^  (0  +  2/i  —  e/i^).  (9) 

Mais  on  tire  de  (6) 

Substituant,  il  vient 

m,=l.{0  +  2t,  +2  0^,+  0), 
ou 

?;/,r=(02+   I)  /,  +  0.  (10) 

De  même 

m,  =  (0^+  i)t,  +  0.  (1i) 

Si  l'équation  (1)  représente  Mj  M.,;  /^,  /.,.  /.>  sont  racines  de 
réquati(jn  (^),  el  en  vertu  de  la  relation  (4)nous  avons 
(/i  +  t,)  t,  +  l,  /,  +  I  z=  o 

2    0/,  +  2   =z  O, 

'.=  7r  (I) 

Nous  voyons,  par  cette  relation,  que  les  points  P  et  N  sont 
érjuhlistantsde  Oy  et  jouissent  de  la  mente  propriété  que  les  points 
Ml  et  M2. 
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5.  —  De  (9)  011  déduit  le  coefficient  angulaire  [j.  en  y  rem- 
plaçant t\  /",  /'"  respectivement  par  f^,  Z.^,  /.,  : 

2  \  '    0        0 

v.r=  — 0.  (13) 

Nous  pouvons  faire  ici  deux  remarques  : 

Les  droites  0P^M/M2  sont  également  indinées  siw  Ox,'^ 

Les  droites  ON^  M^Mg  sont  rectangulaires. 

La  dernière  permet  de  trouver  l'enveloppe  de  M^Mg  lorsque 
le  point  P  décrit  la  strophoïde. 

Cette  enveloppe  est  la  podaire  négative  de  la  strophoïde  par 
rapport  à  son  point  double,  c'est-à-dire  une  parabole  ayant 
pour  axe  Oœ.  pour  directrice  Oî/,  et  pour  sommet  le  point  A. 

6.  —  Partant  des  relations  établies^  nous  allons  démontrer 
que  le  point  double  de  la  strophoule  est  le  centre  du  cercle  inscrit 
au  triangle  M^PMg. 

\^  La  droite  OP  est  bissectrice  de  l'angle  M^PMa. 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  faire  voir  que  les  droites 
PMj,  PM2;  OP  et  la  perpendiculaire  à  OP  forment  un  faisceau 
harmonique,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

(m^  -f  m^)U  _  -  j  _  2  (in^  m.,  —  i)  :^  o. 

—  2O2  (02  —  i)  _  2  [(0^  —  1)2  —  202(02  -f  i)  -f-  0'^  —  i]  :=  G, 

_  2  0^(02  —  i)  -f  2  (0'*  —  02)  -:  o  : 
ce  qui  est  évident. 

2«  La  droite  OM^  est  bissectrice  de  Vangle  MaM^P. 

On  le  démontre  de  la  même  manière  en  montrant  (jue 
M,M2,  PMj,  OMj  et  la  perpendiculaire  à  OM^  forment  un 
faisceau  harmonique.  Il  faut  alors  vérifier  q\w. 

{m,-\-^j.){t,  —  yj  —  2  (///ju  —  i)  =  o. 

(02  +  i)(//^  —  i)  +  2  [(02  +  i)  0/,  -f  02  -f  r]  ::-  o, 

_20^  —  2  +  2  (O/1+  0  =:  o, 

identité  évidente. 

La  même  propriété  existe  évidemment  pour  OM2. 

La  proposition  énoncée  est  donc  démontrée. 

(A  suivre. } 
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SUR  LES  COURBES  PARALLELES 

KT   OUELQUES    AUTRES    COrRHES    HEMAR(,)UARLES 
Vny  M.  Cn.  de   l^oii^champH. 

IShUc,  voir  p.  53. 'I 


LES  TRANSFORMATIONS   CENTRALES 

44.  Considérations  générales  sur  les  transforma- 
tions centrales.  —  J'aborde  maintcuant  quelques  exemples 
(le  transforma  lions  centrales,  mais  en  me  préoccupant  uni- 
quement du  point  que  j'ai  eu  ^particulièrement  en  vue  dans 
cette  note;  c'est-à-dire  du  tracé  par  points  et  par  tangentes 
des  courbes  qui  sont  transformées  d'une  courbe  donnée, 
suivant  une  certaine  loi  géométrique. 

Soient  deux  points  m,  M,  supposés  mobiles  dans  un  plan, 
ou  dans  l'espace,  et  tellement  placés  que  la  droite  mM  passe 
constamment  par  un  point  fixe  0.  Si  m  décrit  un  lieu  géomé 
trique  y;  M,  de  son  côté,  décrit  un  autre  lieu  géométrique  F; 
en  supposant  toutefois  que  les  distances 

Om  =  i(,  OM=r:U, 

vérifient  une  certaine  relation 

f(u,-{])=^o.  (A) 

Les  deux  courbes  y,  F  se  correspondent  ainsi  l'une  à  l'autre; 
c'est  ce  qu'on  nomme  une  transformation  centrale. 

Pour  nous  borner  ici  aux  transformations  centrales  efTec- 
tuées  dans  un  plan,  nous  ferons  observer  qu'on  peut  distin- 
guer celles-ci  en  deux  genres  suivant  que  la  formule  (A) 
renferme,  ou  non,  l'angle  w,  inclinaison  du  rayon  vecteur  OmM 
sur  l'axe  polaire.  La  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, et  aussi  celle  qui  engendre  les  courbes  concboïdales, 
sont  des  exemples  de  transformations  centrales  du  premier 
genre  ;  la  transformation  réciproque  que  nous  avons  étu- 
diée ici   (•)  et    dans  laquelle    le   segment   mM  est  conslam- 

(*)  Voyez  Journal,  1S82,  p.   'i9. 
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ment  vu  d'un  certain  point  fixe  sous  un  angle  droit,  rentre 
dans  le  second  genre. 

Dans  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  genres^  on  distingue 
naturellement  les  transforma  (ions  unicursales  et  celles,  plus 
générales,  qui  sont  caractérisées  par  deux  nombres  entiers 
positifs,  p  et  q.  La  formule  (A)  fait  d'ailleurs  connaître  ces 
deux  paramètres  ;  p  et  q  désignant  le  plus  grand  exposant 
qui,  dans  cette  formule,  affecte  respectivement  les  lettres  w,U. 
Lorsqu'on  a  p  =  i  et  q  =  i ,  la  transformation  est  unicur- 
sale  ;  on  peut  lui  donner  aussi  le  nom  de  transformation 
uniforme.  Enfin,  si  la  formule  (A)  est  symétrique  par  rap- 
port aux  lettres  u  et  U,  on  dit  que  la  transformation  consi- 
dérée est  involutive. 

45.  Application  générale  des  transversales  réci- 
proques aux  transformations  centrales.  —  L'appli- 
cation que  nous  voulons  mettre  ici  en  lumière  et  qui  a  toute 
la  généralité  possible,  vise,  bien  entendu,  le  tracé  des  tan- 
gentes. 

Lnaginons  deux  courbes  y  et  F  transformées  l'une  de  l'autre 
comme  nous  venons  de  l'expliquer  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent. En  conservant  les  notations  adoptées  posons  : 

0;,.  =  OM  —  ()m  =:  U  —  w, 
et  considérons  la  courbe  G  lieu    du  point  [x,  courbe  qui  se 
trouve  ainsi  adjointe  à  y  et  à  F. 

En  prenant  deux  rayons  vecteurs  infiniment  voisins 
{oumM,  o;/m'M'),  si  les  points  o,  (x,  m,  M  se  succèdent  dans 
l'ordre  des  lettres  qui  les  représentent,  les  droites  y./,  mm' 
sont  deux  transversales  réciproques  du  triangle  OMM'.  En 
passant  à  la  limite,  on  reconnaît  que  la  connaissance  des  tan- 
gentes à  deux  des  courbes  y,  F,  G  entraîne  celle  de  la  tan- 
gente à  la  troisième.  Cette  conclusion  n'est  pas  infirmée  par 
la  disposition  des  quatre  points  o,  y.,  wî.  M;  le  tracé  de  la 
tangente  inconnue  est  seulement  modifié  d'après  la  situation 
respective  de  ces  points,  de  telle  sorte,  que  le  j^rincipe  des 
transversales  réciproques  soit  toujours  vérifié. 

Dans  l'exposition  précédente  on  reconnaîtra  sans  doute 
une  application  nouvelle  de  cette  idée  de  dépendanee  corrélative 
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dont  Poucclet  a   iiioiilrn    louh;   la    j)uissaii('c  dans    sa    lliéo- 
ri(»,  (les  polaires  réciproques,  idée  aujourd'hui   classique,  et 
(|iii,  prise  dans   sou  sens    le  plus  étendu,  p(3ut  se  formuler 
ainsi;  d'une pvopriHé  connue  appartenant  à  une  fif/.^y  dédui/'e 
une  propriété  nouvelle  pour  la  fig.  F,  transformée  de  la  proposée. 
L'évidence  même  du  j)riucipe  que  nous    avons  posé    tout  à 
l'heure,  la  simplicité  excessive  de  la  construction  à  laquelle 
il   conduit,   laquelle,  suivant  la  disposition  des  points  con- 
sidérés, consiste    à  prendre    h;    symétrique    d'un  point  par 
rapport  à  un  autre  point,  ou  à  mener  par    uu  point  donné 
une  droite  partagée  par  deux  autres  en  deux  parties  égales, 
n'ôtent  rien,    Lien   au  contraire,  à  son    utilité;  et  ce   n'est 
pas,    croyons-nous,    exagérer   le   service   que   les  transver- 
sales réciproques  sont  appelées  à  rendre  dans  leurs   appli- 
cations   au    tracé    des  tangentes,  que  de    dire    qu'elles   ont 
vraiment  doublé  le  nombre  des  cas  ou  l'on  peut,  avec  la  plus 
grande  élégance,  déterminer  la  construction  de  la  tangente. 
Mais  sans  insister  sur  ces  réflexions  générales,  nous  voulons 
seulement  nous   attacher  à  quelques  exemples  particulière- 
ment simples  de  transformations  centrales. 


46.  —  Voici  un  premier  exemple  qui  prend  son  origine 
dans  les  idées  précédentes  quand  on  applique  celles-ci  à 
la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Prenons  une  courbe  y  et  un 
point  fixe  0;  par  ce  point  3 
menons  un  rayon  vecteur 
rencontrant  y  en  m,  puis 
déterminons  le  point  M  sur 
le  prolongement  de  Om  et 
de   telle  sorte  que 

Om.m^i  =  /î% 
le  point  M    décrit  une  cer-  ^ 
taine     courbe    F     et    nous 
voulons  déterminer  la  lan- 
gente  à  V  en  ce  point  M. 

A  cet  eilet,  observons  qu'en  prenant  Oy.  =  mM,  nous  avons 

0;/..0//i  =  k''- 
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d'après  une  propriété  connue  la  tangente  au  lieu  décrit  par  a 
coupe  la  tangente  SS'  en  un  point  S  qui  appartient  à  la  per- 
pendiculaire élevée  au  milieu  H  de  [)m. 

Le  point  S  étant  déterminé,  il  suffît  de  prendre  le  symé- 
trique S',  par  rapport  à   m;  le  principe    des    transversales 
réciproques  prouve  que  S'M  est  la  tangente  demandée. 
Cette  construction  subsiste  si  le  segment  mM  a,  comme  dans 
s  la  ////.  ^  une  direction  con- 

traire à  celle  du  rayon  vec- 
teur Om  ;  il  faut  seulement 
bien  observer  que  le  segment 
Otj.  a,  dans  un  cas  comme 
dans  l'autre,  la  direclion  du 
s'    segment  Mm. 

Cette  transformation  des 
figures  planes,    en   posant, 
comme  nous  l'avons  fait  plus  haut, 

Om  —  i(,     OM  =  U, 
correspond  à  la  formule 

u(\]  -  II)  =  ±  k\  (1) 

qu'on  peut  encore  écrire 

il 

Adoptons  le  signe  —  (ce  qui  correspond,  comme  le  montre 
la  formule  (1),  au  cas  où  le  segment  mM  est  porté  dans  la 
direction  mO)  et  supposons  que  la  courbe  y  soit  une  circon- 
férence passant  par  le  pôle  0,  le  lieu  décrit  par  M,  la 
transformée  du  cercle  en  d'autres  termes,  est  une  cubique 
circulaire.  La  cissoïde  et  la  strophoïde  ordinaires  peuvent, 
eu  particulier,  être  engendrées  de  cette  façon. 

En  prenant  pour  y  une  droite  quelconque,  on  trouve  encore 
pour  la  transformée  une  cubique  circulaire  ;  et  l'on  arrive 
ainsi,  par  tiansformation  du  cercle  ou  de  la  droite,  à  une 
élégante  construction  pour  le  tracé  des  tangentes  aux  cubiques 
circulaires  unicursales  ayant  un  axe  de   s^-métrie. 

47, Considérons  maintenant  deux  courbes  quelconques 

f ,  o  et  sur  le  rayon  vecteur  qui  tourne  autour  du  pôle  0  pre- 
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nons  à  chaque  inslant 

BC  .  AB  =z  k^  ; 
il  s'agil  d(>  niciior  la  tangente  au  lien  décrit  par  G. 

Soit 
OP  =  AB,  OQz=BC; 

nous  avons  donc 

OP  .  OQ  =  k\ 
par    suite,    les     (ani>ent('s 
0,  0'  aux  courbes  décrites 
l)ar   les  poiuls  F  et  Q   se 
coupent  sur   la  perpendi-  ^ 
culaire  élevée    au   milieu  ^'^*  '^* 

de  PQ.  La  tangente  0  se  détermine  par  le  principe  des 
transversales  réciproques  appliqué  aux  points  (0,  P,  A,  B). 
Connaissant  0.  nous  en  déduisons  0'  ;  pour  achever  la  con- 
struction il  suffit  d'appliquer  de  nouveau  le  principe  rappelé 
aux  quatre  points  (0,  Q,  B,  G). 

En  remplaçant  les   courbes /' et  9  par  des  droites    ou    des 

circonférences   passant   par   le  pôle,    on    obtient   différentes 

courbes  dont  la  discussion  est  très  facile,  vu  la  génération 

si  simple  qui  leur  a  don"né  naissance.  Par  exemple,  en  prenant 

deux  cercles  passant  par  le  pôle  et  tangents   entre  eux,  on 

retrouve  encore   une    génération  des  cubiques  circulaires  à 

axe  de  symétrie. 

[A  suivre.) 


STÉRÉOTOMIE  :  MUR  CYLINDRIQUE 

Par  M.  Songaylo. 


1.  —  Un  mur  de  soutènement  a  la  forme  d'un  prisme 
di'oit,  dont  la  base  est  un  trapèze  birectangle  ABCD'  (fig.  1). 
Il  est  divisé  en  voussoirs  par  des  joints  composés  de  deux 
parties  planes  :  l'une  EF  perpendiculaire  au  plan  de  la  face 
en  talus  du  mur,  l'autre  FG  horizontale.  Lorsque  deux  murs 
ainsi  formés  se  rencontrent,   on  raccorde  leurs  faces  exté- 


rig.  1. 
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rieures   à    l'aide  d'une   surface  cylindrique,   dont   la    trace 
horizontale  est  un  arc  de  cercle  et  dont  les  génératrices  sont 

parallèles  à  l'intersection  des  plans 
inclinés  (jui  terminent  ces  murs.  La 
partie  qui  raccorde  les  deuxmurs  droits 
porte  le  nom  de  mur  cylindrique. 

Pour  exécuter  l'épure  de  l'appareil 
d'un  mur  cjdindrique,  on  est  donc 
conduit  au  problème  suivant  : 

On  donne  :  un  plan  PaP'  perpendicu- 
laire au  plan  vertical  ;  dans  ce  plan, 
une^horizontale  «6,  aU  et  une  droite 
quelconque  hc,  Uc;  puis,  à  l'extérieur 
du  plan,  un  cercle  horizontal  hd,  h'd\  tangent  à  ah,  a'b' ,  Ce 
cercle  est  la  directrice  d'un  cylindre  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  hc,  Uc .  On  propose  de  construire  la  trace, 
sur  un  plan  horizontal  H'  de  la  normalie  au  cylindre  suivant 
le  cercle  hd,  h'd'  (fig.  2). 

Le  tracé  s'effectue  très  simplement  à  l'aide  du  théorème 
nouveau  qui  suit  : 

2.  Théorème.  —  Quand  un  cylindre  admet  des  plans  cy- 
cliques, la  NORMALIE  de  cette  surface,  suivant  Vune  de  ses  sections 
circulaires,  a  pour  trace,  sur  un  plan  parallèle  à  celui  de  la  sec- 
tion, une  concho'ide  de  Nicomêde. 

Soit  0,  o'  le  centre  du  cercle  donné  (fig.  2)  ;  la  normale  au 
cylindre  en  un  point  quelconque  /,  /"'  de  ce  cercle  a  pour 
projection  horizontale  of;  il  en  résulte  que  la  normalie  est 
un  conoïde  qui  a  pour  directrices  le  cercle  donné  et  la  ver- 
ticale menée  par  son  centre  o,  o\  dont  le  plan  directeur 
est  perpendiculaire  à  la  direction  des  génératrices  du  cylindre. 
Faisons  passer  ce  plan  directeur  par  le  point  o,  o'  et  cons- 
truisons sa  trace  R,  H',  sur  le  plan  horizontal  H',  à  l'aide 
de  l'une  (ooj,  o'w')  de  ses  lignes  de  front. 

Cherchons  maintenant  la  projection  horizontale  du  point  de 
la  trace  de  la  normalie  sur  H'  qui  réi3ond  à  la  normale  au 
cylindre  en  /'.  f\  Pour  ce  but,  menons  par  o,  o'  une  parallèle 
à  cette  normale;  su  projection  horizontale   se  confond  avec 
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fo  et  sa  frace  sur  le  j)li»n   H'  se  jjrojeiie  en  y..  Jl  en  résullo 
(jiie  le  point  demandé  s'ol)tient  en  prenant 

fm  =  0;/.  ; 
on  en  conclut  ({U(^  Ton  a 

mais  0/  est  le  rayon  du  corcle  donne;  donc  le  lieu  de  m  est 


la  couchoïde  de  la  droite  R,  dont  les  divergentes  ont  pour 
centre  de  rayonnement  le  centre  0  du  cercle  bd  et  pour  lon- 
gueur constante  le  rayon  de  ce  cercle. 

En  terminant,  observons  que  le  théorème  conduit  à  une 
méthode  simple  de  transformation  par  projection  gauche  de 
la  couchoïde  de  Nicoinède  encercle;  ce  qui  permet  d'appli- 
quer à  la  couchoïde  la  méthode  de  transmutation  des  figures. 
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VARIÉTÉS 


ESSAI  SUR  LA  GEOMETRIE  DE  LA  RÈGLE 

ET  DE  l'ÉQUERRE 
Par  M.  G.  de  Ijonj>^chaiiips. 

[Suite,  voir  p.  13 4.) 


CHAPITRE  IX 

L4     STROPHOÏDE,    LA    TRISECTRICE     DE    MAC-LAURIN    ET    LES    CUBIQUES 

CIRCULAIRES  UNICURSALES 

99.  —  J'arrive  maintenant  au  tracé  de  la  strophoïde  et  je 
dois  rappeler  d'abord  la  définition  de  cette  courbe.  On  sait 
qu'étant  données  deux  droites,  A,  A'  se  coupant  au  point  B,  et 
sur  celle-ci  un  point  fixe  A  ;  si  l'on  mène  par  A  une  trans- 
versale rencontrant  A  en  G  sur  laquelle  on  prend,  à  chaque 
instant, 

CI  =  cr  =  CB, 

le  lieu  du  point  I,  ou  du  point  T,  est  une  courbe  du  troisième 
degré,  présentant  au  point  C  un  nœud  droit;  cette  courbe  est 
la  stropho'ide. 

Lorsque  les  droites  A,  A'  sont  rectangulaires,  la  cubique 
est  symétrique  par  rapport  à  A'  ;  elle  prend  le  nom  de  stro- 
phoïde droite  ;  dans  l'hypothèse  contraire,  on  a  une  stro- 
phoïde oblique. 

Mais  cette  génération,  point  par  point,  exige  l'emploi  du 
compas  et  nous  voulons  indiquer  comment  on  peut  con- 
struire la  strophoïde  avec  la  règle  et  l'équerre.  Seulement, 
pour  éviter  cerfaiues  longueurs  et  des  répétitions  sans  intérêt, 
nous  aborderons  immédiatement  le  Iracé  des  cubiques  cir- 
culaires unicursales,  en  indiquant  les  conditions  spéciales 
que  doit  réaliser  la  ligure  pour  que  la  construction  signalée 
conduise  au  cas  de  la  strophoïde  ou  à  celui  de  la  trisectrice  de 
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Mac-Laiiriii,  courbes  reiiiarquables  qu(i  nous  avons  plus  par- 
ticulicremcnl  en  vuo  dans  ce  chai)itre. 

100.  —  Lo  problème  en  question  comporte  naturellement  une 
infinité  (le  solutions;  nous  nous  ])ornerons  à  exposer  celles 
([ui,  parmi  tous  les  tracés  que  nous  avons  imaginés,  nous  ont 
paru  résoudre  lo  problème  qui  nous  occupe  d'une  façon  simple. 

Imaginons  une  droite  A  et  trois  points  en  ligne  droite 
0,  0',  0'  ;  G'  étant  situé 
sur  A  ;  puis  effectuons  la 
construction  indiquée  (i, 
2,  3).  Nous  obtenons  ainsi 
un  ],)oint  I  ;  cherchons  le 
lieu  décrit  par  ce  point. 

Avant  posé: 

o-i  =  f, 

I0>  =  0), 
00'  =  (/, 
O'O'  =  d'  ; 


nous  avons 


D'autre  part 
par  suite 


O'M  =  d 


sm  co 


sin  (0  —  (*)) 
O'K  =  O'M  cos  (0  —  lo)  —  d'  cos  o), 


—  d 


sin  bi  cos  (0  —  oj) 


—  d'  cos  OJ. 


sin  (0  —  to) 

En    convertissant   cette    équation    en   coordonnées    carté- 
siennes, on  a  pour  le  lieu  du  point  I 
{x  sin  0  —  y  cos  ^){x'^  +  \f)  =  sin  6  (dy^  —  d'x"^)  (A) 

+  {d  -\-  d')xy  cos  0. 

A  cette  équation  correspond  une  cubique  passant  par  les 
ombilics  du  plan  et  présentant  eu  0"  un  point  double  ;  en 
d'autres  termes,  ce  lieu  est  une  cubique  circulaire  uni- 
cursale. 

Si  le  point  0'  se  trouve  placé  au  milieu  de  00",  c'est-à- 
dire  si  l'on  suppose  d  =  d\  les  tangentes  au  point  double, 
d'après  l'équation  (A),  sont  rectangulaires  et  le  lieu  décrit 
par  I  est  une  strophoïde. 


1 
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11  est  d'ailleurs  bien  facile  de  le  vérifier.  En  effet,  joignons 
O'I  et  menons  0"A  parallèle  à  A  ;  puis  observons  que  la 
perpendiculaire    abaissée    de  0'  sur  MI  tombant   au  milieu 

de  ce  segment, 
^/y'  '  letriangleMOr 

'^  est  isoscèle. 

D'après  cette 
remarque  nous 
pouvons  dire 
que  les  angles 

I  et  2  sont 
égaux  et  il  en 
résulte  que  le 
triangle  0"AI 
est isoscèle.  Le 
lieu  du  point  1 

est  donc  une  strophoïde  ;  la  strophoïde  est  droite  lorsque  A 

est  perpendiculaire  sur  OO'O". 

(A  suiire.) 


Fig.  76. 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Ed.  Lucas. 

...  On  peut  ajouter  à  la  propriété  relative  au  parallélipipède 
de  Binet  (p.  iiO)  celle-ci  : 

La  somme  des  carrés  des  diagonales  des  faces  partant  a  un 
sommet  du  parallélipipède,  diminuée  de  la  somme  des  carrés 
des  arêtes  partant  du  même  sommet  est  constante. 

Ce  théorème  peut  s'établir  par  une  démonstration  analogue 
à  celle  qui  a  été  donnée  (loco  cit.)  pour  reconnaître  que  le 
volume  du  parallélipipède  de  Binet  est  constant. 
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OUKSTIONS  DIVERSES  D'EXAMENS 


8.  —  Délcniiincr  le  volume  tVwn  ellipsoïde  dont  les  axes  sont 
a,  b,  (\ 

«  La  (Iccomposition  d'un  volume  en  cylindres  infiniment 
minces  à  bases  parallèles  peut  s'appliquer  à  tous  les  cas  ; 
mais  il  arrive  le  plus  ordinairement  que  l'expression  de  la 
section  qui  sert  de  base  à  l'un  de  ces  cylindres,  au  lieu 
d'être  connue  à  priori,  doit  elle-même  être  déterminée  par 
une  intégration  préalable  (*).  />  Cette  méthode  générale  dont 
le  principe  est  exposé  dans  ces  quelques  lignes  conduit  en 
effet  aux  inlésrrales  doubles  et  à  la  formule 


V  = 


/    /  zdxdy. 


On  trouvera  dans  l'ouvrage  de  M.  Bertrand  (lococlt.,  pp.  423 
fH  424)  deux  démonstrations  pour  établir  la  formule  connue. 

relative  à  l'ellipsoïde, 

4 
V  =  -  -Kabc  ; 
o 

mais  ces  démonstrations,  exigeant  des  notions  supérieures 

d'analyse,  ne  peuvent  servir  à  résoudre  l'exercice   proposé. 

Il  arrive,    dans  le  cas  considéré,  que  l'on  sait  justement 

déterminer  à  priori  l'aire   de    la  section   plane    qui  sert   de 

base  à  la  couche  cylindrique  infiniment  petite. 

Coupons,  en  effet,  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 

x"^        //2        z'^ 

^  +  ^  +,--'=  o. 

par  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy  ;  l'ellipse  de  section  a 
])our  axes  

a   ]/  ]  —  ^1         et         b    y  i 

L'aire  de  cette  courbe  est  donc 

(*)  Bertrand  (Calcul  intégral, -p.  M'I). 
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et  nous  pouvons  écrire 

dv  =  Ttahl  I  —  —  )  c/z. 

\         cV 

Nous  déduisons  do  là 

,         Tzah    r 

V  =  Tiaoz- I    zHlz 

c'    J 

Tiab 
ou  V  =  Tzabz z^. 

La  constante  d'intégration  est  nulle  si  nous  voulons  compter 

le  volume  de  l'ellipsoïde  à  partir  du  plan  xoy. 

Pour  z  ^=  c,  nous  obtenons  le  demi-volume  de  l'ellipsoïde 

,  ,         Tzabc       2 

V  =  Ttabc — -  =  7-  izooc. 

3  3 

Le  volume  total  est  donc  égal  à  —  Tiabc. 

3 

Remarque.  —  On  peut  varier  cet  exercice  en  proposant, 
comme  on  l'a  fait^  de  calculer  le  poids  d'un  ellipsoïde  plein 
d'un  liquide  dont  la  densité  varie ^  en  restant  proportionnelle  à 
une  fonction  entière  de  la  côte  z. 

On  doit  alors  écrire 

dV  =  ^{z)dv 
ou 


et  finalement 


d?=:zTMb(i  ~~\iz)dz 


intégrale  qui  se  trouve  immédiatement,  puisque  o{z)  est 
une  fonction  entière. 

Voici    une    autre    application   de    la  méthode  précédente. 

Une  droite  de  longueur  constante  glissant  sur  deux  droites 
fixes  rectangulaires  A,  A'  non  situées  dans  un  même  plan, 
engendre  une  surface  dont  l'équation  est 

Dans  cette  équation  2C  désigne  la  plus  courte  distance 
de  A  et  de  A',  y  l'inclinaison  de  la  général rice  mobile  sur  oz; 
Y  est,  pour    des    raisons  évidentes,  un  angle   constant.  Les 
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axes  adoptes  soni   les  axes  naUirels  do  cctic  question;  oz  est 
la  perpendiculaire  commune,  l'orii^ine  est  au  milieu  de  <•(>(((> 
droite^  et  les  axes  o.t,  o//  sont  i)ai-allcles  à  A  et  à  A'. 
On  a  dans  cet  exemple  : 

r  =:  27:  tg-^  Y  J  {e  —  z'')  dz  =  I  TiC^  tg'^  V, 
d'oîi  l'on  conclut  (Catalan,  Coum  (Vanalijsey  p.  648)   que    le 

2 

volume  du  corps  considéré  est  les  -  du  cylindre  de  même  base 
et  de  même  hauteur. 

9.  —  La  série 


I2.I2    '    13.13     '    *'•  In. In   *" 
est  divergente. 

V""  Solution.  On  peut  observer  que  l'égalité 

I 

u   —  — — __^_______ 

/(w+  i)./(n+  i) 
donne 

n 

"^^'^  "~  /(n+  i)./(n+  I)  ' 
ou 

n  n  -\-  I 


niin 


n  -\-  i    l{n  -{-  i).l{n  -\-  ï) 

Il  est  facile  de   reconnaître,  par  des  procèdes  divers,  que 

,.        .r 

lim  — —  =  00  .  pour  ,r  =3  00  . 

On  peut,  par  exemple,  observer  que 

X    _  f\/x\^\/œ\ 

{l.T)^'~\lxAl.rJ' 
En  posant 

on  a  _ 

v/.T  X 

X 

et  l'on  sait  que  pour  X  =  co  ,  le  rapport  —  est  infini  lui  -même. 
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Revenant  à  la  série  proposée,  il  est  donc  démontre  que 
lim  (nu„)  est  infini;  la  série  est,  par  suite,  divergente. 

2^  Solution.  Comparons  la  série  (A)  à  la  série  de  M.  Ber- 
trand (*) 

2/2  "*"  373  "^  '"  '^'nfn'^  '" 
Cette  série  est  divergente  et  on  démontre,  comme  l'on  sait, 
cette  divergence,  en  observant  que  l'on  a 

2h  "^  V3/3  "'"  ^)  "*"  (575  "^  '  *  '  "^  878/  "'"  '    • 

Ainsi  la  série  (A),  a  fortiori,  est  divergente. 

La  divergence  de  la  série  de  M.  Bertrand  peut  aussi  se 
démontrer  immédiatement  en  s'appuyant  sur  le  théorème 
suivant  : 

La  série  u^  -}"  ^^2  ~f"  ^3  +  •  •  •  ^^^  convergente  ou  divergenlc 
en  même  temps  que  la  série  2U2  -|-  4U4  -|-  8u8  +  . . . 

10.  —  Décomposer  en  fractions  simples  f  expression 

^^^^  ~  (x'^-f-  iY{x'~  i)  * 

On  sait  que  l'on  a 

X  A  B  Ca-H-D        Cx  +  B' 


En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  identité,  suc- 
cessivement par  X  —  I  et  X  -\-  i,  puis  faisant  x=  1.  et 
ensuite  x  =  —  r,  on  trouve  immédiatement 


A=l     et     B  =  i. 


(*)  Cette  se'rie,  avec  plusieurs  autres, 

-rT-+^^+  •••  ^^^••• 
2LL2       -tLL:) 

ont  été  étudiées  par  M.  Bertraud  (./.  de  JÀoiiviUe,  t.   VIII).   Voyez  aus.^i 

le  Traité  élémentaire  des  séries  de  M.  Catalan  et  ses  Mélamjes  mathémathjues. 

Dans  cet  ouvrage,  que  la  Société  royale  des  Sciences  de  Lièue,  à  son  crrand 

honneur,  réédite  en  ce   moment,    M.  Catalan   prouve  qu'en  supposant 

n  =z  2'0'*",  nombre  de  S02  chiffres!  la  somme  S,i  est  inférieure  à  1 1.  Résultat 

bien  curieux  et  qui  prouve  la  divergence  extrêmement  lente  de  la  série 

de  M.  Bertrand. 
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La  sculf  (lillicultc  matcriellc  porLc  sur  la  clétoriniiialjoii  des 
coelliciciits  C,  D;  (Y,   1)'. 
En   ohstu'vaiit  que  l'on  a 

/■('^•)+/(--^-)  =  o, 
on  trouve  d'abord  (j[ue 

Cx-  +  ])        C^^  +  D^        D  —  Cx        [)'  -  C'.r  _ 
(a;-^  +  i)*^  "^    .i;2  -f  i    "^  (^^  +  i)'  "^    ^'^  +  i    ""  ^* 
Cette  égalité   prouve    que  D  et  D'  sont  nuls  ;  il  ne  reste 
plus  qu'à  déterminer  G  et  G'. 
En  multipliant  par  x  les  deux  membres  de  l'identité  : 

1  I 

X  8  8        .         Gx-  C'a; 


(a;''^  +  i)'^(a;"^ -- i)       a;  —  i    '   ce  +  i    '    (aî^+i)*^    '   a;''^ -f- i 

et  eu  faisant  a;  =  co  ,  on  trouve  G'  = .  Enfin,   pour  dé- 

4 
terminer  G,  on  multiplie  par  (a;^ —  j^i  ^^j^  j'q^  f^j^  ^.2  -— —  ^ . 

on  trouve  alors  G  = .  Le  résultat  final  est 

2 

I  I  a;  œ 

X  _      ^  8  4  *; 

r 


(a-'^  -[-  i)''^(x2  —  i)       X  —  1        ce  -j-  I        x:''-\-  \        (^2  -f-  0" 

Les  artifices  de  calcul  employés  dans  cette  solution  ont 
surtout  pour  but,  en  même  temps  qu'ils  abrègent  les  calculs 
ordinaires,  de  montrer  la  force  d'une  identité  et  les  ressources 
varices  qu'elle  présente. 

11.  —  Construire  la  courbe  F  qui  correspond  à  f  équation 

p^  sin  3(1)  =r  r . 

L'équation  cartésienne  étant 

y{3x'-if)=i, 
on  voit  que  F  est  une  cubique  formée  de  trois  branches  hy- 
perboliques ordinaires  asymptotes  respectivement  :  1°  à  Faxe 
ox:  2*^  aux  droites,  qui,  menées  par  Forigine,  font  avec  ox  des 
angles  égaux  à  +  60°. 

F  peut  se  construire^  point  par  point,  en  cherchant  ses 
intersections  avec  les  cordes  parallèles  à  ox. 

V  peut  aussi  se  construire  tangente  par  tangente,  en  ob- 
servant que  Fangle  V  formé  par  la  demi-tangente  positive 
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au  point  M,  pris  sur  F,  avec  le  prolongement  du  rayon  vec- 
teur oM  est  iié  à  l'angie  m  =  Mox,  par  la  formule 

V  +   0)  ==  TT. 

On  élève  une  perpendiculaire  au  milieu  de  oM,  elle  ren- 
contre ox  en  K;  la  tangente  en  M  passe  par  K'  symétrique 
de  K  par  rapport  au  pied  de  l'ordonnée  qui  correspond  au 
point  M. 

Remarque.  —  La  courbe  V  considérée  ci-dessus  représente 
un  cas  particulier  des  courbes  qui  correspondent  à  l'équation 

p"  sin  noi  =  I, 
et  ces   courbes   sont  les  transformées   par   rayons   vecteurs 
réciproques  des  spirales  sinussoides. 

Ces  spirales,  comme  l'a  fait  observer  M.  Brocard  dans  ce 
journal  ('),  ont  fait  l'objet  de  recherches  diverses  dont  on 
trouvera  la  nomenclature  en  se  reportant  à  l'endroit  cité. 

ÉCOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (1885) 


Cours  préparatoires. 

I.  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  touchent  deux  droites 
rectangulaires  OX,  OY,  la  première  en  un  point  fixe  A,  la  deuxième  en 
un  point  variable  B. 

II.  Une  droite  de  longueur  constante  AB  glisse  dans  un  angle  XOY 
de  manière  que  ses  extrémités  décrivent  respectivement  les  côtés  de 
l'angle;  trouver  la  position  de  la  droite  pour  laquelle  la  surface  du 
triangle  AOB  a  une  grandeur  déterminée. 

Places  d'élèves  externes. 

I .  Deux  vases  cylindriques  ayant  deux  bases  dont  les  surfaces  sont  S  et  S' 
sont  mis  en  communication  par  un  orifice  placé  ù  la  partie  inférieure- 
Cet  orifice  a  une  section  <5  et  la  vitesse  d'écoulement  de  l'eau  par  cet 
orifice  est  égale  à  sl2g[z  —  z'),  en  désignant  par  z  et  s'  les  hauteurs  du 
liquide  dans  les  deux  vases  au-dessus  du  plan  commun  de  leurs  bases 
ce  qui  revient  à  dire  que  pendant  un  élément  de  temps  dt,  il  s'écoule 
un  volume  d'eau,  ox\/2(y(5  — s'jxrf^.  La  difiérence  primitive  entre  les 
hauteurs  de  l'eau  dans  les  deux  vases  étant  II,  on  demande  après  com- 
bien de  temps  le  niveau  du  liquide  dans  les  deux  vases  sera  devenu 
le  même. 


(*)  Journal  de  math,  spec,  1885,  pp.  257-258.  Voyez  aussi,  au  sujet  de 
ces  courbes,  une  note  de  M.  du  Ghaleneti  Xouvelles  Annales,  mai  188(3, 
p.  223. 
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11.  Dans  un  Irianij^lc  on  donne  deux  côtés  a  — 22 5o"',  6:1^3147'"  et 
lo  rayon  du  cciclo  circonscrit  1{  ~  1988'".  On  demande  de  calculer  le 
troisième  cùlé,  les  au;j;lcs  et  la  surlace  du  triani^le. 

Mécani(/iie. 

Un  axe  vertical  \V  animé  d'un   mouvement  de  rotation  uniforme  w 
porte  un  système  do  ti.^cs  articulé(;s  ABC  mohiles  dans  un  plan  vertica 
passant  par  l'axe  cl  entraîné  dans   son  mouvement 
de    rotation.  Deux  boules   assimilables  à   des  points 
matériels  de  masses  m  et  m'  sont  attachées  aux  tiges 
B  et  C.  Ou  demande  :  1°  d'établir  les  équations   qui 
déterminent  la  ])osition  d'équilibre  du  système  pour 
une  valeur  donnée  de  w  ;  2°  de   trouver  la  valeur  de 
w  pour  laquelle  la  distance  CC  de  la  boule  m'  à  l'ax 
serait  double  de  BB' ,  distance  de  m   au  même  axe, 
eu  supposant  m  =  m'.   On   prendra   pour  inconnus 
les  angles  a  et  (3  que  font  AB  et  BG  avec  la  verticale; 
les  niasses  des  tiges  AB,  BC  sont  supposées  négligeai  les. 


ECOLE  NORMALE  (1886) 


Mathématiques. 

16  juin  1886.  —  Ou  considère  les  courbes  du  troisième  degré  G, 
représentées  par  l'équation 

x-ij  +  a^x  =  À, 
où  A  désigne  un  paramètre  variable. 

On  demande  de  démontrer  qu'il  existe  deux  courbes  de  cette  espèce 
tangentes  à  une  droite  quelconque  D  du  plan,  ayant  pour  équation 

ij  -  mx  +  p, 
et  de  calculer  les  coordonnées  des  deux  points  de  contact  M  et  M'. 
Distinguer  les  droites  D,  pour  lesquelles  ces  deux  points  sont  réels, 
des  droites  pour  lesquelles  ils  sont  imaginaires.  Examiner  pour  quelles 
positions  de  la  droite  D  les  deux  points  M  et  M'  viennent  se  confondre 
en  un  seul,  et  trouver,  dans  ce  cas,  le  lieu  décrit  par  le  point  de  contact. 

Gonnaissant  les  coordonnées  (a,  /3)  d'un  point  de  contact  M  d'une 
courbe  G  avec  une  droite  D,  trouver  les  coordonnées  (a',  /5')du  second 
point  de  contact  M'  situé  sur  D.  Gonslruire  la  courbe  décrite  par  le 
point  M'  lorsque  le  point  M  décrit  la  ligne  droite 

S  =  ot.  —  2a. 


CONCOURS  GÉNEKAL  (1886 


I.  —  Étant  donnée  une  surface  du  second  ordre  S  et  deux  points  A,  13; 
on  mène  par  B  une  sécante  qui  rencontre  la  surface  S  aux  points  G.  G' 
et  le  plan  polaire  du  point  A  au  point  D. 

Soient  M  et  M'  les  points  oii  la  droite  AD  rencontre  les  plans,  qui 
touchent  la  surface  S  aux  points  G  et  G'. 
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La  sécante  BD  tournant  autour  du  point  B,  on  demande  le  lieu  décrit 
par  les  points  iM  et  M'. 

IL  Ce  lieu  se  compose  de  deux  surfaces  du  second  ordre  dont 
l'une  est  indépendante  de  la  position  occupée  par  le  point  B  dans 
Tespace  et  dont  l'autre  11  dépend  de  la  position  de  ce  point. 

Chercher  ce  que  devient  2.  quand,  dans  la  construction  c^ui  donne 
les  points  de  cette  surface,  on  fait  jouer  au  point  A  le  rôle  du  point  B 
et  inversement. 

IIL  Le  point  A  restant  fixe,  déterminer  les  positions  occupées  par 
le  point  B  quand  lasurf^cc  S  n'a  pas  un  centre  unique  à  distance  finie. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


198.  —  Étant  donnés  deux  axes  rectangulaires  Ox'  et  0^ 
et  une  droite  D,  on  considère  un  angle  mobile  dont  le  sommet 
décrit  la  droite  I)  et  dont  les  côtés  j  et  /  enveloppent  res- 
pectivement des  coniques  G  et  G'  ayant  chacune  le  point  0 
pour  foyer  et  la  droite  D  pour  directrice.  Démontrer  que  les 
droites  qui  joignent  les  points  d'intersection  des  droites  /et/ 
avec  les  axes  Ox  et  Oy  enveloppent  des  coniques  bitangentes 
aux  coniques  G  et  G'.  (D'Ocagne.) 

199.  —  Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle,  et  en  leurs  mi- 
lieux, on  leur  élevé  des  perpendiculaires;  si  l'on  porte  sur 
ces  perpendiculaires  des  longueurs  proportionnelles  à  ces 
côtés  et  que  l'on  joigne  les  extrémités  de  ces  segments  res- 
pectivement aux  sommets  opposés  du  triangle,  les  trois 
lignes  ainsi  obtenues  sont  concourantes  en  un  point  M. 

1''  Démontrer  que  le  lieu  du  point  M  quand  k  varie,  est 
une  hyperbole  équilatère  circonscrite  au  triangle  ABG. 

2<*  Déterminer  la  valeur  de  k  pour  laquelle  les  trois  droites 
précédentes  sont  parallèles.  (Boulin.) 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 
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SMU  IINl^:  (UJIilUlJK  UKMAIUJlJAliLK 

DU    1»I.AX    d'un   TUIANGLE 


\\v   M.   Ktrlilor. 


Pour  faciliter  la  Jocturc  do  cotLc  noto,  je  rai)pcllciai 
(ral)or(l  ({iiclqiios  théorèmes  relatifs  à  la  génération  des 
cul)iqiies  : 

/^  Étmit  donnés  un  faisceau  de  coniques  passant  par  (jualn- 
poinLs  a,  b.  c,  d  et  le  faisceau  des  polaires  d'un  point  p,  V  lieu 
des  points  d' intersection  des  coniques  et  de  leurs  polaires  est  une 
cubique  pasmnt  par  a,  b,  c,  d,  p  et  par  le  point  de  concours  p' 
des  polaires  de  p. 

Cola  résulte  immédiatement  de  ce  que  les  deux  faisceaux 
sont  en  correspondance  anharmonique,  suivant  l'expression 
de  Chasles. 

2'^  Les  droites  pa,  pb,  pc,  pd  sont  les  tangentes  à  la  cubique 
en  a,  b,  c,  d,  et  la  droite  pp'  est  la  tangente  en  p,  ou,  en 
d'autres  termes,  p'  est  le  tangentiel  de  p. 

En  effet,  pour  trouver  les  points  de  la  courbe  situés  sur 
une  transversale  quelconque  menée  par  p,  il  suffit  évidem- 
ment de  construire  les  deux  coniques  du  faisceau  qui 
touchent  cette  transversale;  les  points  c'ierchés  sont  les 
deux  points  de  contact,  c'est-à-dire  les  points  doubles  de 
l'involution  déterminée  sur  la  transversale  par  le  faisceau 
(obcd).  Si  la  transversale  passe  on  a,  les  deux  points  doubles 
se  confondent  avec  ce  point,  et  la  transversale  devient  tan- 
gente. On  voit  ensuite  que  la  conique  abcdp  touche  en  p  la 
droite  pp ',  il  en  est  de  même  pour  la  cubique. 

3^  Les  point;  de  concours  f,  g,  h  des  couples  de  droites 
(ac,  bd),  (ab,  cd),  (ad,  bc)  appartiennent  aicssi  à  la  cubique, 
et  les  tangentes  en  ces  points  sont  les  droites  p'f,  p'g,  p'h. 

Car  les  couples  de  droites  (ac,  bd)...  sont  des  coniques  du 
faisceau  et   les    polaires    de  p  sont   ///',  p'g.  p'h;    d'ailleurs 
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chacune  de  ces  polaires  coupe  la  conique  correspondante  en 
deux  points  coufondus.  On  a  ainsi  le  faisceau  des  quatre 
tangentes  menées  à  la  cubique  du  point  p\  ce  sont  les 
droites  p' f,  p'g,  ph,  pp.  Il  est  évident  que  la  tangente  en 
p  n'est  autre  chose  que  la  tangente  à  la  conique  pfghp'  et 
c'est  en  môme  temps  la  polaire  de  p  par  rapport  à  la  conique 
abcdp.  Les  deux  coniques  abcdp,  pf'ghp  sont,  par  rapport  à 
la  cubique,  les  premières  polaires  de  /),  p    (^). 

Ces  préliminaires  étant  posés,  je  considère  un  triangle  ABC, 
et,  pour  me  conformer  aux  notations  adoptés  dans  plusieurs 


Fig.  1. 


articles  de  ce  Journal  par  M.  Brocard  e(  d'autres  géomètres, 
je  désignerai  par  les  lettres  E,  H,  H',  K  le  centre  de  gra- 
vité, le  centre  du  cercle  circonscrit,  l'orthocentre  et  le  point 
de  Lemoine.  Soient,  on  outre,  A',  B',  C  les  milieux  des 
côtés  BC,  CA,  AB;  ap   |ii,  yi  les  pieds  des  hauteurs,   a.  f:^.  y 


(^)  Pour  plus  de  détails  à  ce  sujet,  voir  mou  Mémoire  sur  la  théorie 
f/éoméirique  des  courbes  du  trohiènip  ordre  [Xouvellea  Annales,  t.  XI,  1872.) 
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leurs  milieux;  enfin  J,  1„,  I/,,  1,   les  ceiilres  du   ('(;rc.le  inscrit 
et  (les  trois  cercles  exinsciits. 

L'application  des  principes  rappelés  ci-J(;ssus  permet  de 
reconnaître  que  les  dix-sept  points  A,  B,  C,  A',  B',  C',  a,  p, 
Y,  E,  H,  H',  K,  I,  I„,  I/„  I,,  ap[)arliennent  à  une  mémo 
cubi(iuc.  Cette  projjriété  et  plusieurs  autres  ])euvent  être 
mises  en  évidence  en  eni;endrant  la  cul)i(|ue  dont  il  s'eiîjit  de 
trois  manières  dillerentes. 

Premier  mode  de  génération.  —  Je  considère  la 
cubique  engendrée  par  les  intersections  du  faisceau  de 
coniques  déterminé  par  les  sommets  du  triangle  et  par  le 
centre  de  gravité  E,  avec  les  polaires  du  point  de  Lemoine  K 
par  rapport  à  ces  coniques  {fig.  4),  Le  point  de  concours 
des  polaires  de  K  est  le  centre  H  du  cercle  circonscrit. 
En  effet,  la  polaire  de  K  par  rapport  à  la  conique  formée 
du  couple  de  droites  (AG,  BE)  est  la  droite  HB'  passant 
par  le  milieu  B'  de  CA  et  perpendiculaire  à  ce  côté, 
puisque  la  hauteur  Bp^  du  triangle  est  partagée  en  deux 
parties  égales  par  B'K,  B'E  B'O,  d'après  une  propriété 
bien  connue  du  point  de  Lemoine  ;  autrement  dit,  la  perpen- 
diculaire B'H  à  AG  est  conjuguée  harmonique  de  B'K  par 
rapport  aux  droites  B'G,  B'B  qui  constituent  la  conique.  De 
même  C'H,  A'H  sont  les  polaires  de  K  par  rapport  aux 
couples  (AB,  GE),  (BG,  AE). 

On  conclut  de  ces  remarques  ({ue  la  cubique  engendrée 
par  les  deux  faisceaux  passe  en  A,  B,  G,  E,  H,  K  que  la 
tangente  en  K  est  la  droite  KH,  et  que  les  tangentes  en  A, 
B,  G,  sont  les  médianes  antiparallèles.  La  courbe  passe 
aussi  par  les  milieux  A',  B',  G'  des  côtés^  et  les  tangentes  en 
ces  points  sont  A'H,  B'H,  G'H  ;  elle  coupe  donc  normalement 
les  côtés  en  leurs  milieux. 

A  la  conique  du  faisceau  (ABGEi  qui  touche  EK  en  E  cor- 
respond la  polaire  HEH'  ;  mais  celte  conique  n'est  autre  chose 
que  l'hyperbole  des  neuf  points  signalée  par  MM.  Kiepert  et 
Brocard  ;  on  sait  que  le  point  K  est  le  pôle  de  la  droite  HEH' 
par  rapport  à  cette  hyperbole  équilatère  (voir  Journal  de 
Mathématiques  spéciales,   1885,  p*  31).  Donc  l'orthocentre  H' 
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est  un  point  de  la  cubiquci.  Je  démontrerai  ce  fait  un  peu 
plus  loin  d'une  autre  manière. 

Deuxième  mode  de  génération.  —  Je  construis  la 
cubique  engendrée  par  le  faisceau  des  coniques  (II,JJ,;)  et  par 
le  faisceau  des  polaires  du  point  E. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  deux  bissectrices  de  l'angle  A 
sont  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  la  médiane  AA'  et 
à  la  médiane  antiparallële  AK.  D'après  cela,  les  polaires  de  E 
par  rapport  aux  coniques  du  faisceau  qui  sont  constituées  par 
les  trois  couples  de  bissectrices  des  angles  A,  B,  G,  sont 
précisément  les  médianes  antiparallèles,  et  K  est  le  point  de 
concours  de  toutes  les  polaires.  Ainsi  la  nouvelle  cubique 
passe  en  A,  B,  C,  E,  K;  les  tangentes  en  A,  B,  G  sont  AK, 
BK,  GK,  comme  pour  la  première;  la  tangente  en  E  est  EK, 
enfin  la  tangente  en  K  est  la  tangente  à  la  conique  du  fais- 
ceau qui  passe  par  ce  point  K;  c'est  donc  KH.  Nous  avons 
ainsi  deux  cubiques  ayant  cinq  points  communs  avec  les 
mêmes  tangentes,  et  par  suite,  elles  coïncident.  Ajoutons  que 
les  tangentes  aux  points  I,  I„,  ]u,  h  sont  les  droites  El,  EJ^,  . . . 

Troisième  mode  de  génération.  —  Je  prends  pour 
base  du  faisceau  de  coniques  (A'B'G'K)  et  pour  pôle  le  point 
H.  Les  tangentes  en  A',  B',  G",  K  à  la  cubique  ainsi  obtenue 
seront  encore  les  roites  A'H,  B'H,  G'H,  KE^.  La  tangente  en 
H  à  la  cubique  donnée  par  le  premier  mode  de  génération, 
est  la  tangente  à  la  conique  HA'B'G'K;  d'après  le  mode  de 
génération  actuel,  c'est  la  polaire  de  H  par  rapport  à  cette 
même  conique  ;  ainsi  les  deux  tangentes  coïncident. 

Les  deux  cubiques  ont  encore  cinq  points  communs  et  cinq 
tangentes  communes  en  ces  points,  et  elles  se  confondent. 

Les  milieux  a,  p,  y  ^les  hauteurs  du  triangle  appartiennent 
à  la  cubique,  car  ce  sont  les  points  de  concours  des  couples 
de  droites  (B'G',  A'K),  (G'A",  B'K),  (A'B',  G'K)  qui  font  partie 
du  faisceau  de  coniques  (A'B'G'K).  Les  tangentes  en  ces 
points  sont  les  droites  qui  les  joignent  au  point  de  concours 
Q  des  polaires  de  H  par  rapport  à  toutes  les  coniques  de  ce 
faisceau.  Ge  point  Q.   facile  à  construire  avec  la  règle  seule. 
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est  lo   tani;(Miti("l  (h'   H;  s(îs  distances  aux   cotés  «lu   triaiiij^le 
sont  proportionnelles  à 

cos  A  sin  13  sin  C         cosBsinCsinA         cos(^  sin  A  sin  H 
cos  A  —  cos  H  cos  C  '  cos  B  —  cos  C  cos  A    cos  (J  —  cos  A  cos  B 

J'ai  dis  plus  haut  que  la  cubique  passait  par  l'orthocentrc 
H',  et  je  me  suis  appuyé  sur  ce  que  la  droite  HEH'  est  la 
polaire  de  K  par  rapport  à  l'hyperbole  des  neuf  poiuts.  Voici 
comment  on  peut  arriver  directement  au  môme  résultat,  en 
partant  du  troisième  mode  de  génération  que  j'ai  considéré. 

Les  points  do  la  courbe    situés  sur  la  transversale   HEH' 


Fig.  f. 

sont  les  points  de  contact  des  deux  coniques  du  faisceau 
(A'B'C'K)  qui  touchent  celle  transversale,  ou  les  points  doubles 
de  l'involution  déterminée  par  les  coniques  du  faisceau.  Soit 
en  particulier  la  conique  (B'C,  A'Ka)  qui  rencontre  la 
transversale  en  o,  o'  ;  (fie/.  2)  il  est  aisé  de  voir  que  EH'  divise 
harmoniquement  le  segmont  08'.  En  effet,  prolongeons  aE 
jusqu'à  la  renconlre  de  BC  en  s;  on  auia  a^A' :^  A'e,  car 
sG  ^=  2G':)t  =  Ba^,  et,  comme  A'  est  le  milieu  de  BC,  ce  point 
est  aussi  le  milieu  de  a^s.  Il  résulte  de  là  que  le  faisceau 
de  rayons  a(E5aiA'^  est  harmonique,  puisque  la  parallèle  au 
rayon  ao  menée  par  A'  est  divisée  en  deux  parties  égales  par 
aE,  aa^;  les  quatre  points  E,  0,  H',  l'  ou  le  faisceau  a(Eoa,A') 
coupe  la  droite  HEH'  sont  donc  harmoniques. 
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De  môme  les  jxjints  E,  H'  divisent  harmoniquement  les 
segments  déterminés  sur  HEH'  par  les  deux  autres  couples 
de  droites  (C'A',  B'Ç>),  (k'B',  C'y)  qui  font  partie  du  faisceau 
de  coniques  (A.'B'G'K).  Donc  enfin  E,  H'  sont  les  points  doubles 
de  l'involution,  et  ils  appartiennent  tous  deux  à  la  cubique. 

En  résumant  tout  ce  qui  précède,  on  peut  énoncer  les 
théorèmes  suivants  : 

l*'  Les  sommets  d'un  triangle^  les  înilieux  des  côtés,  les  milieux 
des  hauteurs,  le  centre  du  cercle  circonscrit,  le  centre  de  gravité, 
V orthocentre,  le  point  de  Lemoine,  les  centres  des  quatre  cercles 
tangents  aux  côtés  sont  situés  sur  une  même  cubique; 

2^  Les  tangentes  à  la  courbe  aux  sommets  du  triangle  sont 
lés  médianes  antiparallèles, 

'^°  Les  tangentes  aux  points  I,  la,  Ib,  le  ^a  coupent  au  centre 
de  gravité. 

4°  Le  point  de  Lemoine  est  le  tangenliel  du  centre  de  gravité; 
le  centre  du  cercle  circonscrit  est  le  tangenliel  du  point  de 
Lemoine. 

5°  Les  tangentes  aux  points  A',  B',  G',  milieux  des  côlés^  sont 
les  perpendiculaires  aux  côtés. 

6°  Les  tangentes  aux  points  a,  [3,  y,  milieux  des  hauteurs, 
passent  par  le  tangenliel  Q  du  centre  du  cercle  circonscrit,  dix- 
huitième  point  de  la  courbe  dont  f  ai  indiqué  la  construction. 

J'ai  signalé  dans  mes  Exercices  de  géométrie  analytique 
(p.  195,  196),  la  cubique  dont  je  viens  de  présenter  une  étude 
sommaire,  et  qui  pourrait  être  appelée  cubique  des  dix-sept 
points.  Son  équation  en  coordonnées  trilinéaires  est 

bcx{y^  —  ;32)  -|-  cay{z''  —  x'')  -f  abz^x""  —  y'')  =  o 
a,  b,  c  étant  les  longueurs  des  côtés  du  triangle. 

Si  de  chaque  point  de  la  courbe,  comme  centre,  on  décrit 
deux  coniques,  l'une  circonscrite,  l'autre  inscrite  au  triangle, 
les  normales  à  la  conique  circonscrite,  aux  trois  sommets, 
se  coupent  en  un  môme  point,  et  il  en  est  de  même  pour 
les  normales  à  la  conique  inscrite  aux  points  ou  elle  touche 
les  côtés;  de  plus^  les  axes  des  deux  coniques  inscrite  et 
circonscrite  ont  les  mômes  directions.  Enfin,  le  lieu  des 
points  de  concours  des  normales  est  une  autre  cubique  qui 
coupe  la  première  aux  neuf  points  A,  B,  C,  H,  H',  I,  !„,  If,,  le. 
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Nota.  —  La  cubitiuc  ou  (jiicslion  acte  oi^aliMiicnl  roiicoudéci 
par  M.  Vii;aric  ([iii  (Mi  avait  Tail.  r()l)j(!L  d'uno  quosiion  qu'il 
comptait  [)roi)OS(M'  diius  co  journal.  Depuis,  M.  Vii^aiio  a 
trouvé  une  orii;ine,  lelalivcnicut  ancienne,  à  cette  cubi(]ue 
renianiuahle.  Tlionison  a  j)r()p()sé  sa  recberclie  dans  V Edu- 
cational  Times  (août  l<SGi).  Elle  a  été  reprise  dans  les 
Nouvelles  Anmiles  (18G5,  p.  144).  et  résolue  {/oc.  cit.  p.  469). 
Thomson  n'indique  pas  que  la  cubique  en  question  passe  par 
le  centre  du  cercle  circonscrit  et  par  le  point  de  Lenioine, 
mais  il  signale  tous  les  autres  points. 

Pour  la  seconde  cubique  signalée  à  la  fin  du  présent  article 
le  lecteur  pourra  consulter  une  note  bibliographique  placée 
à  la  suite  de  la  solution  de  la  question  114,  solution  publiée 
dans  le  présent  numéro.  G.  L. 

DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME 

TOUTE    ÉQUATION   ALGEBRIQUE   A   UNE    RACINE 

Par  M.  Poi'chon,  professeur  au  Lycée  de  Versailles. 
[State,  voir  p.  154.) 


Démonstration  du  théorènie  de  d'Alembert.  — 

Considérons  maintenant  une  équation  algébrique  de  degré  m, 
à  coefficients  réels  ou  imaginaires,  et  que  nous  écrirons  en 
mettant  en  évidence  le  module  et  l'argument  de  chaque 
coefficient, 

X'"  +  A,„_i  (cos  a„i_i  -[-  /  sin  7.,„_i).r'»-' .    .    . 

^-  Ao(cos  7-0  +  i  sin  7.0)  ==0.  (1) 

Posons  X  =  p(cos  'j>  -\-  i  sin  cp),  p  désignant  une  quantité 
positive  et  o  un  arc  réel.  L'équation  devient 

p'"  cos  mcp  +  A,H-ip'"-^  cos  [a,„_i  +  (m  —  i)cp].    .    . 

+  Ao  cos  70  (2) 

i  -f  jp'"  sin  mo  +  A„,_,p'«-'  sin  [7,„_,  +  (m  —  l)cp].  .    . 

-|-  Ao  sin  ao  j  =  0, 
Nous  désignerons  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  i  res- 
pectivement par  F(p,  ç),    G(p,  cp),    en  sorte   que  l'équation 
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s'écrira 

F(p,  cp)  H-  '/G(p,  cp)  =  o.  (3, 

Il  est  clair  que  les  fouctions  F  et  G  sont  continues. 
Lorsque  p  a  une  valeur  suffisamment  grande,  chacune  de 
ces  fonctions  prend  le  signe  de  son  premier  terme,  pourvu 
qu'il  ne  soit  pas  nul.  Le  premier  terme  de  F,  et  par  suite  F 
change  de  si^e  quand  on   substitue   à  o  deux  valeurs    de 

forme  (2K  -|-   i)  —  ih  ^^  ^^  désignant  un  nombre  entier,  et 

0)  une  quantité  réelle  très  petite.  Il  en  est  de  même  de  G 

quand    on    sul)stitue    2K    —  :jz  <»>•  T)onc  F  et  G  respective- 

2  m 

ment  ont  au  moins  une  racine  de  première  espèce  dans  chaque 

petit  intervalle  compris  entre  les  deux  substitutions.  Cela  fait 

pour  chacune  2m  racines  comprises  entre  zéro  et  271,  limites 

auxquelles  on  peut  se   borner,  puisque  l'on  tombe   sur  des 

arcs  ayant  pour  différence  une  circonférence  lorsqu'on  donne 

à  K  deux  valeurs  différant  de  2m. 

Mais,  quel  que  soit  p,  chaque  fonction  ne  peut  jamais  avoir 
plus  de  2m  racines.  En  effet,  le  système  d'équations  : 

F(p,  cp)  =  o,  sin^  cp  -f-  cos^  ^=1, 

dont  Tune  est  du  degré  m  et  l'autre  du  deuxième  degré  par 
rapport  à  sin  cp  et  à  cos  cp,  a,  au  plus,  2m  solutions.  Ainsi, 
lorsque  p  est  très  grand,  chaque  fonction  a  une  racine  et 
une  seule  dans  chacun  des  intervalles  considérés,  et  n'en  a 
aucune  autre. 

Observons  de  plus  que  deux  racines  consécutives  de  F, 
substituées  dans  G,  donnent  alors  des  résultats  de  signes 
contraires,  et  vice  versa.  Donc,  si  l'on  range  par  ordre  de 
grandeur  croissante  toutes  les  racines  de  F  et  de  G  indistinc- 
tement, celles  de  F  alternent  régulièrement  avec  celles  de  G. 

En  d'autres  termes,  lorsque  p  est  très  grand,  le  produit  FG 
a  4m  racines  (non  congrues  suivant  le  module  271)  savoir  2m 
racines  de  F  et  2m  de  G,  les  secondes  alternant  régulière- 
ment avec  les  premières. 

Maintenant  si  l'on  fait  p  =  o,  les  fonctions  F  et  G  se  ré- 
duisent à  Ajj  cos  a^  et  A^  sin  a^.  Elles  ne  sont  pas  nulles 
ensemble,  ù  moins  ([ue  A^  no  soit  nul,  au(|uel  cas  le  théo- 
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rèmc  ost  cvicleut.  Si,  par  exemple,  cos  a^,  n'(îst  pas  nul,  la 
foucliou  F  n'a  plus  de  racines  quand  p  est  nul.  Donc  le  produit 
FG  n'a  plus  alors  47/1  racines.  Il  s'ensuit  que,  pour  certaines 
valeurs  intermédiaires  de  p,  ce  produit  a  des  racines  égales. 
Alors  de  deux  choses  l'une  :  ou  une  racine  de  F  se  confond 
avec  une  de  G,  et  le  théorème  est  démontré;  ou  deux  racines 
soit  de  F,  soit  de  G,  sont  égales.  Mais  puisque  ces  racines 
alternent  lorsque  p  est  très  grand,  cette  égalité  no  peut  se 
produire  sans  qu'une  racine  de  F  soit  venue  d'abord  se  con- 
fondre avec  une  de  G.  Ainsi  il  faut  que  pour  une  certaine 
valeur  de  p,  F  et  G  soient  nuls  ensemble,  c.  q.  f.  d. 

Remarque.  —  Ce  raisonnement  prouve  môme  que  l'équa- 
tion a  m  racines.  Considérons  en  effet  les  changements  de 
signe  que  subit  le  produit  FG  lorsque,  cp  croissant,  F  passe 
par  zéro.  Ap{)elons  les  racines  de  F  ascendantes  ou  descen- 
dantes suivant  que  ce  changement  do  signe  est  du  négatif 
au  positif,  ou  inversement.  Convenons  de  dire  que  deux 
racines  consécutives  de  F  forment  une  permanence  ou  une 
variation  suivant  qu'elles  sont,  à  ce  point  de  vue,  do  môme 
nature  ou  de  nature  conlraiie. 

Il  y  a  permanence  ou  variation  suivant  que  les  deux  ra- 
cines de  F  comprennent  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair 
de  racines  de  G.  Si  donc  des  racines  de  G  viennent  apparaître 
ou  disparaître  entre  deux  de  F,  comme  elles  le  font  en  nombre 
pair,  le  nombre  de  permanences  n'en  est  pas  altéré.  Il  en  est 
de  môme  si  des  racines  de  F  apparaissent  ou  disparaissent 
entre  deux  racines  de  G  :  car  leur  série  ne  présente  que  des 
variations. 

Ainsi  pour  que  le  nombre  des  permanences  s'altère,  il  est 
nécessaire  (et  non  suffisant)  qu'une  racine  de  F  et  une  de 
G  s'intervertissent  en  devenant  d'abord  égales.  Ce  fait 
change  la  nature  d'une  racine;  si  elle  est  entre  deux  racines 
de  même  nature,  le  nombre  des  permanences  diminue  ou 
augmente  de  2;  autrement,  il  n'est  pas  altéré  (*). 

(*)  Le  nombres  des  permanences  peut  encore  varier  lorsque  deux  racines 
de  F  (ou  de  G)  disparaissent  en  tendant  d'abord  vers  une  racine  de  G  (ou  de  F) 
cjmprise  entre  elles.  Mais  ce  cas  particulier  peut  être  considéré  comme  une 
limite  du  cas  général. 
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Gela  posé,  lorsque  p  est  très  grand,  le  nombre  des  per- 
manences formées  par  chacune  des  2m  racines  de  F  et  la  sui- 
vante est  2m,  ces  racines  étant  toutes  ascendantes  (pour 
avoir  2m  intervalles,  nous  considérons  les  racines  comme 
rangées  en  cercle).  Lorsque  p  est  nul,  ce  nombre  se  réduit 
à  zéro.  Donc  il  a  varié  de  2m,  c'est-à-dire  que  les  fonctions 
F  et  G  ont  m  fois  une  racine  commune  lorsque  p  décroit  de 
l'infini  à  zéro. 

Il  est  clair  que  plusieurs  racines  de  G  peuvent  tendre  en 
même  temps  vers  des  racines  de  F  ;  il  faudra  alors  considé- 
rer l'équation  (1)  comme  ayant  des  racines  multiples.  Nous 
omettrons  d'examiner  ce  cas  en  détail. 

Corollaire.  —  Lorsque  0  décroît,  le  nombre  des  perma- 
nences des  racines  de  F  (ou  de  Gj  n'augmente  jamais.  Lorsqu'une 
racine  de  G  tend  vers  une  racine  de  F,  celle-ci  est  toujours  suivie 
et  précédée  immédiatement  de  racines  de  même  nature  que  la 
sienne.  Car  autrement  V équation  (1)  aurait  plus  de  m  racines. 

On  démontre  aisément,  de  plus,  que  cette  racine  de  F  est 
toujours  ascendante,  et  qu'elle  est  suivie  et  précédée  immé- 
diatement de  racines  ascendantes.  F  n'a  jamais  deux  racines 
descendantes  consécutives. 


NOTE  SUR  LA  STROPHOIDE 

Par  M.  l«ebel,  maître  répétiteur  au  Lycée  de  Nice. 
[Suite  et  fin,  voir  p.  147.) 


7.  — Les  remarques  précé  lentes  fournissent  le  moyen  de 
construire  facilement  la  tangente  en  un  point  M^  d'une  stro- 
plioïde. 

Conservons  les  mêmes  notations  que  précédemment.  On 
construira  le  point  M2  qni  est  le  symétrique  par  rapport 
à  Ox  du  deuxième  point  M3  situé  sur  la  transversale  AM^. 
On  joindra  M^Mg  et  l'on  décrira  de  0  comme  centre  un  cercle 
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tangent   à  >r,!\r.^.   La  dciixionie  tangente  menée  de  M^  à  co 
cercle  est  la  tangente  cherchée.  On  ol)tient  en  même  tcm])S 
la  tangente  au  point  Mj 
etla  tangente  symétrique 
au  point  M3. 


8.  —  On  peut  aussi  se 
proposer,  étant  donné  h; 
point  P,  de  construire  les 
tangentes  P^MjPMo.  On 
obtiendra  le  point  N  par 
la  mémo  construction  qui  _ 
a  servi  à  déterminer  le 
point Mj;  les  droites  PM^ 
PMj  sont  les  tangentes 
menées  de  P  au  cercle  de 
rayon  ON.  L'  s  points  de 
contact  sur  la  strophoïde 
sont  déterminés  par  la 
droite  M^Mj  tangente  au 
point  N  au  cercle  0. 


Fig. 


9.  —  Quelques  considérations  sur  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  M1PM2  permettent  d'arriver  aux  mêmes  résultats  par 
une  autre  voie. 

Le  sommet  A  de  la  stroplioïde  et  les  trois  sommets  du  triangle 

M1PM2  sont  sur  un  même  cercle. 

Soit 

j;2  _|_  ^2  —  2XoX  —  2î/oî/  —  a{a  +  2X0)  =^  o 

l'équation  d'un  cercle  passant  par  le  point  A.  Formons  une 

combinaison  homo^^ène  de  cette  équation  et  de  celle  de  la 

y 

strophoïde,  puis  posons  — =^,  et  écartons  la  racine   nulle 

du 

correspondant  au  point  A;  il  vient  finalement  : 

^3  _  2^^2  _  (3  +  4^V  +  ■^'■~  =  ^-  (14) 


a  \  a  /  a 

Supposons  que  ce  cercle  passe  par  les  points  M^  M,^  et  calcu- 
lons la   racine  t  de  l'équation  (14)   correspondant   au  qua- 
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tricme  point  d'intersection  du  cercle  et   de  la    strophoïde. 
Ecrivons  les  relations  : 


+   (/,-^    t,)  =  2-^^ 


Vo 


a 


(/i -1-0-  + M.  =  -(3 +4^) 


qui  deviennent 


xl^l^  r=  —   2—  > 

a 


T  2O  :r=:  » 

a 


.0.=_(3+45) 


X  =  —  2 


Vo 

a 


Ajoutons  ia  première  et  la  troisième;  il  vient 

Le  cercle  passe  donc  par  le  point  P;  les  coordonnées  de 

son  centre  sont 


Fig.  o. 


Xo=  -(62 


a 

Si  on  élimine  0,  on 
trouve  pour  le  lieu  du 
centre  G  la    parabole 

L'équation  du  cer- 
cle C  devient 

^2  _[_  ^2  __  ^  ^02  _  2)0? 
4-  aOy  — «2(02  _  i) 

=  o. 
Faisons  dans    cette 

équation  x  =  —  a,  il 

vient 

y'  +  «0//  =  o. 

Ce   cercle  rencontre 


la  tangente  en  A  à  la  strophoïde  en  un  point  Q  dont  l'ordon- 
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née    est   6i;al  h  —  aO,  c'est-à-dire   au    même    point   que  le 
prolongenuMiL  de  OP. 

La  droite  AG  a  pour  coelïicient  angulaire 


a 

0 

2  1 


,    a,  ,  0 

a  +  -(02  —  2) 


o 


Elle  est  donc  perpendiculaire  h  OP  ;  il  en  resuite  que 

AP  =:  AQ. 
Les  relations  (3)  et  (5)  dans  lesquelles  on  remplace  t't't'" 
par  titJs,    c'est-à-dire  par   leurs   valeurs  en  fonction  de  G, 
déterminent  u  et  v,  et  par  suite  l'équation  de  M^Ma- 
O^'x  -\-0y  —  a(02  —  i  )  =  o. 
On  peut  considérer  cette  droite  comme  étant  l'axe  radical 
des  deux  cercles 

x^  ~\-  7f  —  a{ù^  —  2)  X  -{-  aOy  —  «^(e^  —  i)  =  o, 
a;2  _j_  ^2  _|.  2ax  -\-  2aOî/  =  o. 
Le  premier  est  le  cercle  G  ;  le  deuxième  est  le  cercle  dé- 
crit de  Q  comme  centra  avec  QO  pour  rayon. 

10.  Constructions.  —  l**  Si  on  se  donne  le  point  P, 
on  trouvera  les  points  M^Mj  en  construisant  les  deux  cercles 
G  et  Q,  comme  l'indique  suffisamment  la  ligure.  On  déter- 
mine ainsi  les  deux  tangentes  PM^  PM2  menées  de  P  à  la 
courbe. 

2*^  Pour  obtenir  la  tangente  en  un  point  M^  de  la  stro- 
phoïde,  il  suffit  de  déterminer  le  point  Q  sur  AQ  par  une 
perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  OM^.  Comme  AP 
=  AQ,  le  point  P  sera  donné  par  l'intersection  de  OQ  et  du 
cercle  décrit  de  A  comme  centre  avec  AQ  pour  rayon.  PMj 
est  la  tangente  demandée. 

11.  Remarque.  —  La  construction  de  la  tangente  en  un 
point  d'une  strophoïde,  telle  que  nous  l'avons  exposée,  est  une  ; 
application  naturelle  des  remarques  qui  ont  été  faites  et  on  I 
]:ourrait  l'utiliser  si  l'on  n'avait  pas  déjà  des  constructions  y 
plus  simples  et  plus  précises.  Mais,  en  particulier,  la  méthode  \ 
drs  transversales  réciproques,  exposée  dans  le  traité  de  géo-  / 


^ 
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métric  analytique  de  M.  de  Longchamps,  fournit  un  moyen 
beaucoup  plus  rapide  d'obtenir  cette  tangente. 

12.  —  Enfin,  proposons  nous  de  chercher  le  lieu  décrit 
par  le  centre  de  gravité  m  du  triangle  M,PM2,  lorsque  P  se 
déplace  sur  la  courbe. 

Le  pied  K  de  la  médiane  issue  de  P  est  sur  Oy,  puisque  les 
points  Ml  et  M^  sont  équidistants  de  0^.  En  faisant  x  =  0 
dans  l'équation  de  M^Mj  on  trouve 

02   —    I 

OK  =  —  a 


I 


Les  coordonnées  de  P  sont 

02   -    I 


0(02  _  i) 


02     _|_     I  02+1 

Le  segment  Km  est  le  tiers  du  se^anent  KP,  ce  qui  donne 
pour  les  coordonnées  de  oi 

a  0-  —  I 


y 


arô(ô' 


3  02  +  I 
i)       02 


ou 


y 


3L  0'  +  I  0 

|2(02—    0  —   (02    +     l)(02_     l) 


0(02+  i) 


a    02  —  I 
3  0(^02  +  i) 


On  voit  déjà  que 


y  =  -  -^^^ 


X 


Oo)  est  perpendiculaire  sur  OP.  Remplaçons  0  par dans 

l'expression  de  y  ;  il  vient  pour  l'équation  du  lieu 

(a;2  +  rf)x  —  ^{x'  —  y')  =  o. 

C'est  une  strophoïde  homothétique  inverse  de  la  première, 
par  rapport  au  point  double. 
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VARIÉTÉS 


ESSAI  SUR  LA  GÉOMÉTRIE  DE  LA  RÈGLE 

ET  DE  l'ÉQUEURE 
Par  M.  G.  de  Lon^cliamps. 

(Suite,  voir  p.  158.) 


101.—  On  peut  obtenir  l'équation  des  cubiques  circulaires 
unicui'sales  sous  une  forme  plus  simple  de  la  manière  sui- 
vante. 

Prenons  un  rectangle  OABG,  puis  0  et  0"  étant  deux  points 
fixes,  cU'ectuons    le    tracé 
I,   2,   3,    lequel,    au   fond 
est  identique  au  précédent. 

En  projetant  sur  la  di- 
rection 01  les  contours 
brisés  OGO",  OIMO",  on  a 
immédiatement 


0" 

/( 


9  + 


h  — h 


=  a  cos  w 


sm  co 
-|-  h  sin  co, 

ou,   en    coordonnées   car- 
tésiennes, 

y{x'  +  y')  =  (b 


y 

3 

1 

/ 

Â 

y\ 

/ 

^^""^"^V 

U 

I 

j 

h 

/ 

1 
1 

\ 

DC 

tig.  77. 

h)x^  +  bf/'^  +  axy. 

Si  nous  supposons  que  nous  ayions 

b  =^  h  —  6,     ou     h  =:  26, 
les  tangentes  au  nœud  sont  rectangulaires  et  le  lieu  décrit 
par  le  point  I  est  une  strophoïde. 

Cherchons  à  vérifier  directement  ce  fait.  Supposons  donc 
que  le  point  0"  (fig.  78)  soit  tellement  placé  que  0"B  =  BC  ; 
alois  la  droite  00"  coupe  AB  au  point  K  en  deux  parties 
égales.  D'ailleurs  les  triangles  OAH,  0"B^l  étant  égaux,  nous 
avons  AH  =  MB  et,  par  suite,  HK  =  KM. 

La  droite  IK  joint  donc  le  sommet  d'un  triangle  rectangle 
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au  milieu  de  l'hypothcnuse  ;  par  conséquent  le  triangle  IKH 
est  isocèle.  Mais  alors  ILO,  lui  aussi,  est  isocèle  et  l'on  peut 
considérer  le  point  I  comme  décrivant  une  stroplioïde  dans 


A 

H 

yf 

/ 

0 

L                C 

VUj.  7s. 

les  conditions  suivantes  :  les  points  K  et  0  sont  fixes,  et, 
sur  la  transversale  mobile  IKL,  rencontrant  en  L  la  droite 
fixe  OC,  on  prend,  à  chaque  instant,  LI  =  LO. 

Nous  allons  indiquer  maintenant  une  construction  qui  est 
une  application  très  particulière  de  la  transformation  con- 
choïdale  des  courbes  que  nous  avons  développée  ailleurs; 
cette  construction  nous  conduira,  et  c'est  le  principal  intérêt 
qu'elle  présente,  à  la  détermination,  tangente  par  tangente, 
des  cubiques  circulaires  unicursales.  Il  convient  d'observer 
comme  on  va  le  vérifier  d'ailleurs,  qu'elle  n'exige,  comme  tous 
/^  les  tracées  que  nous  exposons  dans  cet 
ouvrage,  que  l'emploi  de  la  règle  et  de 
l'équcrre;  mais  elle  est  siDgulièrement 
simplifiée  si  l'on  s'accorde  l'usage  du 
compas  à  pointes  sèches,  instrument 
qui  permet  de  déplacer,  dans  une  épure, 
la  position  d'une  longueur  donnée,  sans 
pourtant  faire  usage  des  arcs  de  cercles. 


Fig.  79. 


102. Tracé  normal  des  cubiques 
circulaires    unicursales.    —   Les 

cubiques  que  nous  étudions  ici  peuvent 
être  considérés  comme  des  conchoïdales,  courbes  transformées 
de  la  droite  et  du  cercle  d'après  la  définition  suivante. 
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Soiciil    iiiic  droite  A,  un  C(;i'clo  V  cL  un  point  0  sur  T  ;  [)ar  0 
menons  un(>  (ransvcrsiiloGABot  ])renons  01  =■  AB  ;  il  v.^t  facile 
(II*  véi'ilicr  (iu(>  le  lieu   décrit   par  lo   point  I   est  une  cubiquo 
circulaire    unicui- 
sale.  On  obtient  la 
strophoïde  en  pre- 
nant   pour    A    une 
droite  passant    par 
le  centre  de  T. 

Mais  voici  com- 
ment, le  tracé  du 
cercle  F  n'étant  pas 
accordé,  on  peut  ré- 
aliser la  construc- 
tion précédente. 


Fi  g.  80. 


Imaginons  une  droite  A  et  deux  points  quelconques  0,  O'  ; 
par  0'  menons  une  droite  mobile  O'M  et  du  point  0  abaissons 
une  perpendiculaire  OM  ;  enfin,  prenons  01  =  AB.  Le  lieu 
du  point  I  est  une  cubique  circulaire  unicursale. 

Nous  avons  en  effet  OM  =  cl  cos  w, 

^ ,  (d  -\-  d')  sin  0  . 

OA  =  — 7-^ . 

sm  (0  —  w) 

Finalement,  l'équation  polaire  du  lieu  décrit  par  I  est 

(d  ~\-  d)  sin  0 

P  =■ 


et 


>) 


(/    cos  0) 


sin  (0 

ou,  en  coordonnées  cartésiennes, 

(x^  -f  jf)  [x  sin  0  —  //  cos  0)  =x^  d'  sin  0  -f-  y'  (d  -f  d')  sin  0 

+  d  xif  cos  0. 
Cette  égalité  représeni  e  A, 

unestroj^hoïde  quand  on  a 

d  -\-  2  d'  =  o,  ^^ 

c'est-à-dire  lorsque  A  pas-  <>  ^'  IrX^ 

se  par  le  milieu  de  00'.  \\      y^ 

103.    Tracé    de   la 
tangente.    —    Comme  / 

nous     lavons     annoncé  ^^7.  ^i- 

lout-à-l'lieure  cette  construction,  point  par  point,  des  cubiques 
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circulaires   imicursales  jjcrinet  de  les  déterminer,  tangente 
par  tangente,  comme  nous  allons  l'indiquer. 

Considérons  deux  positions  infiniment  voisines  de  la  con- 
struction    que     nous 

venons  d'indiquer. 
Dans  le  triangle  oaa\ 

nous  pouvons  consi- 
dérer il  et  mm  comme 
deux  transversales  ré- 
ciproques, de  telle 
sorte  que  les  points  t 
et  t'  sont  isotomiques 
sur  aa! . 

En  passant  à  la  limite  on  est  conduit  par  ces  considérations 
au  tracé  indiqué  par  la  figure. 

Dans  cette  construction  :  oo'ml  est  un  rectangle,  mô  est 
perpendiculaire  sur  ml  et  on  a  pris  aO'  =  ôa.  La  droite  67 
est  la  tangente  cherchée.  (A  suivre). 


Fig.  82. 


'   QUESTION   114 

Solution  par  M.  Taratte,  élève  de  mathématiques  spéciales 
au  Lycée  Saint-Louis. 


Parmi  toutes  les  coniques  circonscrites  à  un  menu  triangle  ABC, 
on  considère  seulement  la  série  de  celles  pour  chacune  desquelles 
les  normales  en  A,  B,  G  sont  concourantes,  et  Von  demande  le 
lieu  du  point  de  concours.  (E.  V.) 

Prenons  pour  axe  des  x  le  côté  BC  et  pour  axe  des  y  la 
hauteur  correspondante.  Soient  b,  c  les  abcisses  des  points  B 
et  C  et  rt  l'ordonnée  du  point  A,  l'équation  générale  des 
coniques  circonscrites  au  triangle  est 


'      \c       a 


)g+F 
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Soioiii  .r,  î/  les  ('oordoiiiKM^s  (riin  poiiil,  du  lieu,  cxijriiuoiis 
i[uc  les  nornialos  eu  A,  B,  (\  [jussent  par  ce  point,  nous 
aurons  les  relalions 

hçx 
n{M)  +  Hc) 
b(x  —  0) 


y  —  ^ 

A  +  H 

OIJ 

Art  +  1) 

aij 

I) 

c((>c  —  c) 

ï)        ""  J3a  +  D 
Il  ne  reste  plus  qu'à  éliminer  A,  B,  D  entre  ces  trois  équa- 
tions. On  peut  les  écrire 

A[ab{y  —  a)  —  bcx]  =  B[bcœ  —  ac(y  —  a)], 
D[nii  —  b{x  —  b)]  —  Aab{x  —  b), 

Bac(x  —  c)  =  D[aî/  —  c(x  —  c)] 
Multiplions  membre  à  membre  et  nous  aurons  l'équation 
(lu  lieu 

(ex  —  ay  +  a'')(bx  —  ay  —  ¥){x  —  c) 
+  (bx  —  (ly  -{-  a'^)(cx  —  ay  —  c'^){x  —  6)  =  o. 
On  a  immédiatement  des  points  du  lieu  par  les  intersec- 
tions des  droites  : 

ex  —  ay  -\-  a'^  ^=  o,     bx  —  ay  —  ¥  =  o,    x  —  c  =  o 
avec  les  droites 

bx  —  «//  +  0}  =  o,     ex  —  ay  —  c"-  =:  o,     x  —  6  =  0. 
Ces  droites  sont  les    perpendiculaires   élevées  en    chaque 
sommet  sur  les  côtés   qui    y   aboutissent. 

On  pourrait  à  priori  trouver  des  points  de  la  courbe.  Il  y 
a  d'abord  les  trois  sommets  du  triangle;  par  exemple,  le 
sommet  A;  car,  parmi  les  coniques  considérées,  il  y  en  a  une 
qui  a  pour  normales  en  B  et  C  les  droites  AB  et  AG,  le  point  A 
est  donc  le  point  de  rencontre  de  trois  normales. 

Gonsdérons  les  perpendiculaires  en  B  et  C  aux  côtés  AB  et 
AG;  ces  droites  se  coupent  en  un  point  M  qui  appartient 
à  la  courbe  :  en  eflet,  les  droites  MB,  MG,  MA  sont  trois  nor- 
males à  la  conique  formée  par  les  droites  AB  et  AG.  11  est 
d'ailleurs  évident  que  la  courbe  passe  par  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle  et  on  voit  facilement  qu'elle  est 
symétrique  par  rapport  à  ce  point. 
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Asymptotes.  —  On  voit  à  l'iiispoction  do  l'équation  qu'une 
dos  asymptotes  est  la  droite 

h  -f  c 


X  ^= 


2 

c'est-à-dire  la  perpendiculaire  élevée  au  milieu  de  AB. 
Comme  rien  ne  distingue  les  côtés  du  triangle,  les  autres 
asymptotes  sont  les  perpendiculaires  élevée  sur  les  milieux 
des  deux  autres  côtés. 

GASPAiiTicuLiERs.  —  1*^  C  ^=  6,  le  triangle  cst  isocclc,  AB=BC. 
L'équation  du  lieu  se  décompose  et  l'on  a 

X  =  o,        et         /)\x^  —  a^y^  -f-  «.(a^  —  b'')y  —  //'  =  o. 

La  première  donne  la  hauteur  relative  au  côté  BC;  l'autre 
représente  une  hyperbole,  ayant  pour  centre  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  et  pour  asymptotes  les  perpen- 
diculaires élevées  sur  les  milieux  des  côtés  égaux. 

2"  Si  le  triangle  est  équilatéral  le  lieu  se  réduit  aux  trois 
hauteurs. 

Nota.  — •  Nous  avons  reçu  d'autres  solutions  de  cette  ques- 
tion, mais  elles  renferment  toutes  des  inexactitudes  graves 
et  elles  sont  encore  plus  incomplètes  que  la  précédente. 

Pour  perfectionner  celle-ci,  on  peut  ajouter  aux  résultats 
signalés  les  remarques  suivantes  : 

l'^  La  courbe  passe  par  l'orthocentre  H; 

2^  Par  le  centre  du  cercle  inscrit  et  des  cercles  ex  inscrits  ; 

3<^  Elle  coupe  les  côtés  du  triangle  ABC,  par  exemple  BC 
en  un  point  A'  lequel  s'obtient  en  joignant  le  milieu  M'  de  BC 
à  H  et  en  menant,  par  A,  une  parallèle  AA'  à  M'H. 

4^  Si  l'on  considère  des  coniques  inscrites  au  triangle  ABC 
et  telles  que  les  normales  aux  points  de  contact  soient  con- 
courantes, le  lieu  décrit  par  ce  point  de  concours  est  iden- 
tique au  précède  a  t. 

Cet  exercice  ayant  été  proposé  dans  ce  journal  nous  avons 
cru  devoir  communiquer  à  ses  lecteurs  la  solution  précédente 
avec  les  remarques  que  nous  y  avons  ajoutées.  Mais  on 
peut  observer  que  la  question  n'est  pas  nouvelle.  Elle  a  été 
proposée  par  M.  Darboux  (Nouvelles  Annales,  18GG,  p.  9»)  et 
résolue  {toc.  cit.  p.  420)  par  AI.  L.  Biny,  en  employant  les  coor- 
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iluiiiu'c.s  JjaiYC(Milri([ucs,  coordomuk's  milurdleti  de  cctto 
([iioslion  qui  parait  (Hre  de.  colh^s  qui  somblcut  destinées  à 
renaître,  de  teni])s  à  autr(%  car  on  la  retrouve  encor(5  dans 
VEdacalf'onal  Tima  proposée  sous  le  n"  8->lH)  par  lo  ])rofesseur 
F.  Purser  et  résolue  (u"  du  I''"  mai  I88(j)  par  le  piofesseur 
Sirconi  and  olhrrs.  G.  L. 


BOURSES  I)K  LICENCE  (188() 


On  considère  le  systènie  S  des  plans  représentés  par  réqualion 

dans  laquelle  a  désigne  i!n  paramètre  variable. 

Les  axes  de  coor données  sont  supposés  rectangulaires.  Soit  M  le  plan 
de  ce  système  pour  lequel  le  paramètre  u.  a  la  valeur  particulière  m. 
Par  chaque  point  A  du  plan  M  passent  deux  plans  M',  M"  du  système 
S,  autre,  que  le  plan  M.  Soient  v/,  a"  les  valeurs  du  paramètre  \j.  re- 
latives à  ces  deux  plans. 

1"=  Suivant  la  région  du  plan  M  à  laquelle  appartient  le  point  A.  Les 
nombres  |j.',  ;j"  sont  réels  ou  imaginaires  et  comprennent  entre  eux  le 
nombre  m  ou  bien  sont  tous  deux  supérieurs  ou  tous  deux  inférieurs 
à  lui.  Distinguer  ces  diverses  régioiis. 

2"=  Trouver  dans  le  plan  M  le  lieu  des  points  A  tels  que  les  deux  plans 
W,  M"  soient  perpendiculaires  entre  eux;  trouver  da  s  l'espace  le  lieu 
des  points  tels  que  deux  des  trois  plans  du  système  S  qui  passent  par 
1  un  quelconque  d'entre  eux  soient  perpendiculaires. 


AGRÉGATION  DES  SGIENGKS  MATHÉMATIQUES 

(188() 


Maihénialiques  élémentaires. 

On  donne  un  cercle  et  deux  points  P  et  Q  situés  sur  un  de  ses  dia- 
mètres; on  joint  les  points  V  et  Q  aux  extrémités  A  et  B  d'un  diamètre 
du  cercle  par  les  droites  PA  et  QB  qui  se  coupent  au  point  M;  on  fait 
tourner  le  diamètre  AB,  et  on  demande  : 

MA 

1"  D'étudier  la  variation  du  rapport  — — ,    et  de    construire   la  tigure 

lorsque  ce  rapport  a  une  valeur  donnée; 

2"  D'étudier  la  variation  de  l'angle  AMB,  et  de  construire  la  figure 
lorsque    et  angle  a  une  valeur  donnée; 
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3»  A.'  et  B'  étant  les  seconds  points  d'intersection  des  droites  MA 
et  MB  avec  la  circonférence  du  cercle  donné,  de  trouver  le  lieu  du 
centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MA'B'. 

L'analyse  et  ses  applications  géométriques. 
Théorie.  —  Démontrer  que,  quand  n  augmente  indéfiniment,  la  fraction 


«(■+7)(-^;)  (-^) 

tend  vers  une  limite  Y  [a),  qui  est  une  fonction   bien  déterminée  de  la 
vapiable  a,  pour  toute  valeur  réelle  ou  imaginaire  de  cette  variable. 

Montrer  que  si  l'on  donne  à  a  une  valeur  positive,  la  fonction   r{a) 
est  égale  à  l'intégrale  eulérienne 

00 
.ya-lg— .r   (jx. 


L 


Démontrer  que,  pour  une  valeur  quelconque  de  a,  on  a  les  relations 
suivantes  : 

ar{a)  —  r(a  +   i), 

r[a)r{  i  —  a)  =  -r^ — 
sm  ait 

Applicatim.  —  On  désigne  par  p  et  q  deux  quantités  réelles,  et  on 
propose  : 

1»  De  caculer  le  module  de  r[qi]  ; 

2°  De  montrer  que  r{p  -f  qi)  tend  vers  zéro  lorsque  q  devient  infini, 
la  quantité  p  restant  comprise  entre  —  x  et  un  nombre  positif  fini; 

30  De  calculer  Tintégrale 

r(i   -H  yi]dij. 
— X 


f 


Mécanique  rationnelle. 

Un  solide  homogène,  sur  lequel  n'agit  aucune  force  extérieure,  a  la 
forme  d'un  parallélipipède  rectangle  dont  les  arrêtes  ont  respectivement 
pour  longueur  a,  2«,  4a;  il  est  d'abord  en  repos,  mais  il  peut  se  mouvoir 
librement  dans  l'espace. 

Une  sphère  homogène,  animée  d'un  mouvement  uniforme  de  transla- 
tion dont  la  vitesse  U  est  parallèle  aux  arêtes  moyennes  du  parallélipi- 
pède, vient  choquer  ce  solide  en  un  point  M  situé  sur  l'une  de  ses  faces 
F,  perpendiculaire  à  ces  arêtes  moyennes. 

La  masse  du  parallélipipède  est  représentée  par  12,  et  celle  de  la 
sphère  par  4;  les  deux  solides  sont  parfaitement  élastiques. 

Cela  [  osé,  on  demande  : 

1°  De  déterminer  les  conditions  initiales  des  mouvements  que  les  deux 
solidey  prendront  après  le  choc; 

%"  D'étudier  le  mouvement  que  prendra  ultérieurement  le  parallélipi- 
pède dans  le  cas  particulier  où  le  point  M  coïncide  avec  l'un  des  som- 
mets de  la  face  choquée  F. 
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Mathémnli(jue>s  spéciales. 

Etant  donnés  dans  un  plan  une  droite  D,  un  point  O  sur  cette  droite, 
et  une  droite  D'  : 

1»  l'ornicr  l'équation  .générale  des  coniques  qui  touchent  la  droite  1) 
au  point  O  et  qui  ont  la  droite  D'  pour  directrice; 

2"  Démontrer  que  deux  de  ces  coniques  passent  par  un  i)oint  quel- 
conque P  du  plan;  déterminer  les  régions  du  plan  où  doit  se  trouver 
le  point  P  pour  que  ces  deux  courbes  soient  réelles,  et,  dans  ce  cas,  en 
reconnaître  le  genre. 

3°  Les  deux  coniques  du  faisceau  considéré  qui  passent  par  le  point 
P  se  coupent  en  outre  en  un  point  P';  calculer  les  coordonnées  du 
point  P'  en  fonction  de  celles  du  pc  nt  P,  et,  en  supposant  que  le  point 
P  décrive  une  ligne  G,  trouver  quelle  doit  être  la  forme  de  l'équation 
de  cette  ligne,  pour  que  le  point  P'  décrive  la  même  ligne. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


200.  —  Discuter  la  surface  représentée  par 

Cette  surface  située  de  la  même  manière  relativement  aux  trois  plans 
coordonnées  admet  neuf  d-oiles  au  moins.  En  outre,  elle  admet  une  circon- 
férence imaginaire,  etc. 

(Catalan.) 

201.  —  Connaissant  les  angles  a,  fi,  a',  f:.'  des  traces  de 
deux  plans  avec  la  ligne  de  terre,  calculer  l'angle  x  de  ces 
plans.  (Boulin.) 

202.  —  On  donne  une  ellipse  fixe  de  foyers  F  et  F'.  Une 
parabole  a  son  foyer  en  F  et  est  tangente  à  l'ellipse.  Lieu 
du  sommet  S  de  cette  parabole  quand  elle  se  déforme. 

(Bordage.) 

203.  —  On  considère  un  cercle  A  de  centre  0  et  deux  dia- 
mètres rectangulaires  AA',  BB';  puis,  on  imagine  des  paraboles 
P  tangentes  à  A  et  passant  par  les  points  donnes  B,  B'.  Le 
réseau  des  paraboles  P  est  doublement  infini  et  peut  se 
séparer  en  deux  réseaux  :  l'un,  constitué  par  des  paraboles 
P'  dont  les  axes  passent  constamment  par  le  milieu  de  OA; 
l'autre,  par  des  paraboles  P"  dont  les  axes  coupent  OA'  en 
son  point  milieu. 
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Ou  considère  l'un  da  ces  réseaux  P"  et  l'on  demande  . 

1"  L^^  lii'U  décrit  par  l'extrémité  I  du  diamètre  qui  passe 
par  0. 

Ce  lieu  est  le  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre. 

2^  Démontrer  que  la  longueur  01  représente  le  double  du 
paramètre  de  la  parabole  correspondante. 

»'^  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  paraboles  P". 

Ce  lieu  est  une  cubique  circulaire  unicursale. 

4^  Déduire  de  ce  iieu.  et  de  la  remarque  faite  au  ^i^  2,  le 
lieu  des  foyers. 

Ce  lieu  est  encore  une  cubique  circulaire  unicursale. 

5"  On  propose  enfin  de  construire  ces  cubiques  points  par 
poinls,  et  tangentes  par  tangentes  ;  en  appliquant,  ^pour 
celles-ci,  le  principe  des  transversales  réciproques. 

(0.  L.) 

204.  --On  considère  un  triangbï  ABC  et  par  les  deux 
sommets  B.  C  on  fait  passer  des  coniques  F  qui  coupent  de 
nouveau  les  côtés  AB  et  AC  respectivement  en  B'  et  en  C  de 
telle  sorte  que  les  tangentes  en  ces  points  soient  parallèles  aux 
côtés  AG  et  AB:  trouver  l'enveloppe  des  coniques  F. 

Cette  enveloppe  est  une  quartique  située  toute  entière  à 
l'intérieur  du  triangle  A.BC  et  présentant,  aux  sommets  de  ce 
triangle,  trois  points  de  rebroussement.  On  vérifiera  que  les 
tangentes  en  ces  points  sont  les  médianes  du  triangle  et  que 
le  lieu  demandé  ne  varie  pas  quand,  au  lieu  des  points  B  et 
C,  on  fait  passer  les  coniques  considérées  par  deux  sommets 
quelconques  du  trianglo  ABC.  (G.  L.) 


Le   Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGCHAMP.-.. 


IMI'hnill     I     (  KMUAI.K   Dl'.S  fin  .MINS    DK    Klil!.    —    I.M  l'IilAiKr.lli    CHMX. 
HUE    BKKGEUE,    -JO,    l'AKli:.  —    IG0'i2-(5. 
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SUR  LES  COURBES  ALGEBRIQUES 

Par  M.  Maurice  crOca^iie. 


L'équation  d'une  courbe  algébrique  quelconque  peut  tou- 
jours se  mettre  sous  la  forme 
o  =  ?/»*  +  y'''-\a,x  +  b,)  +  y'^-\a^x''  J^h^x -\- c^) -\-  , . ,  (1) 

Si  dans  cette  équation,  on  donne  à  x  une  valeur  quel- 
conque, on  en  tire,  pour  //,  m  valeurs  y^,,  y^,  ...  y  m  qui  font 
connaître  les  ordonnées  des  points  d'intersection  de  la  courbe 
et  d'une  parallèle  à  l'axe  des  y.  Si  nous  représentons  par 
Hyi  la  somme  î/i  +  ?/2  •  •  •  +  ^/m,  nous  avons 

S^j  =  a^x  +  61,  (2) 

d'où  l'on  conclut  le  célèbre  théorème  de  Newton  : 

Le  lieu  du  centre  de  gravité  des  points  d'intersection  d'une 
courbe  algébrique  et  d'une  droite  mobile  gui  reste  'parallèle  à  une 
direction  fixe,  est  une  droite. 

Si  nous  difTérentions  les  deux  membres  de  l'égalité  (2), 
nous  obtenons 

l,dyi  =  a^dXy  (3) 

ou 

dx         * 

La  somme  des  cotangentes  des  angles  sous  lesquels  une  courue 
algébrique  est  coupée  par  une  droite  mobile  qui  reste  parallè'e 
à  une  direction  fixe,  est  constante. 

Ce  théorème  que  M.  G.  Humbert  a  obtenu  comme  corol- 
laire d'une  belle  propriété  énoncée  dans  son  Mémoire  sur 
une  application  d'un  théorème  de  Jacobi  (*),  a  été  utilisé  dans 
ma  Note  sur  une  quar tique  unicursale  ('-*). 

L'équation  (1)  donne  encore 

ViVz    +    i/l2/3    +     •••     H-    ViVm    +    ^2^/3   +     ...     +    y,n-iym 

=  a^x^  -\-  b^x  -{'  C2. 

(*)  Journ.  de  Math,  pures  et  appliquées  (4«  série,  t.  I,  1885,  p.  347). 
(**)  Journ.  de  Math.  spéc.  (1886,  p.  121). 
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Différeutiant  les  deux  membres  de  cette  égalité,  et  grou- 
pant convenablement  les  termes,  nous  avons 

dyii'^  Vt  —  Vi)  +  dyÀ'^  Vi—  y2)  +  "•  +  dy^^C^  yi  —  Vm) 

ou 

s  yidyi  =  S  yi^  dyi  —  {2a ^x  -\-  b^dx  ; 
c'est-à-dire,  en  vertu  de  (2)  et  (3),  et  en  divisan    les  deux 
membres  par  dx.  * 


dv  ■ 

Sî/i  ~  =  a^{a^x  -\~  h^)  —  {2a^x  -\-  h^). 


dyi 


Or  i/i  -r-  '  c'est  la  sous-normale  n^.  Donc  enfin 
dx 


d'où  ce  théorème  : 


(«1  —  2a2)x  -f-  «1^1  —  b 


29 


(4) 


Si  une  droite  mobile  D  reste  parallèle  à  une  direction  fixe, 
et  que  Von  mène  les  normales  N,,  N2,  ...  N^n  à  une  courbe 
algébrique  donnée  aux  points  où  elle  est  coupée  jmr  celte 
droite,  le  point  où  la  droite  D  rencontre  une  droite  fixe  quel- 
conque A,  et  le  centre  de  gravité  des  points  cV intersection  de  A 
et  des  normales  N^,  Ng;  ...  N,^  engendrent  deux  ponctuelles 
semblables. 

Supposons,  en  particulier,  que  la  courbe  considérée    soit 

une  conique,  la  droite  A 
un  axe  de  cette  conique, 
et  que  la  droite  D  soit 
perpendiculaire  à  A. 
Nous  voyons  que  le 
théorème  précédent  con- 
duit alors  immédiate- 
ment au  suivant. 
Soit  P  le  pied  de  la 
perpendiculaire  abaissée  d'un  point  M  d'une  conique  sur  un  axe 
de  cette  conique,  N  le  point  où  cet  axe  coupe  la  normale  en  M 
à  cette  conique.  Par  le  pied  N  de  la  normale  menons  à  une 
direction  fixe  A  une  parallèle  qui  coupe  V ordonnée  MP  au  point  Q. 
Le  lieu  dup)oint  Q^  lorsque  le  point  M  se  déplac'j  sur  la  conique 
est  une  droite  S. 
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On  a  ici 

n=  -X. 

Donc  si  k  est  le  cocniciont  angulaire  de  la  direction  A,  le 
cociTicient  k'  de  la  droite  o,  qui  d'ailleurs  passe  par  le  centre 
0,  sera 

k'  =  --k. 

On  sait  qae  le  centre  de  courbure  y  au  sommet  A  du 
grand  axe  d'une  ellipse  s'obtient  en  abaissant  du  point  de 
rencontre  T  des  tangentes  aux  sommets  A  et  B  une  perpen- 
diculaire sur  la  corde  AB.  Le  point  y  est  à  la  rencontre  de 
cette  perpendiculaire  et  du  grand  axe  AA'.  Supposons  le 
point  Y  construit.  Si  nous  prenons  sur  la  tangente  au 
sommet  A  un  point  K  quelconque  et  que  nous  tirions  les 
droites  KO  et  Ky  nous  avons 

62 
coeff.  aucr,  KO  =  —  coefT.  anii-.  Ky. 

Donc,  si  l'ordonnée  d'un  point  M  de  l'ellipse  coupe  la 
droite  KO  au.  point  Q,  et  que  la  parallèle  à  Ky  menée  par 
le  point  Q  coupe  l'axe  OA  au  point  N,  la  droite  MN  est  la 
normale  en  M.  De  là,  un  procédé  très  commode  pour  mener 
les  normales  à  l'ellipse,  procédé  qui  pourra  être  très  utile- 
ment employé  dans  la  pratique  lorsqu'il  s'agira  de  tracer  les 
joints  d'une  voûte  en  arc  d'ellipse  (*). 

Pratiquement,  on  fera  coïncider  le  point  K  avec  le  point 
T.  Alors  QN  sera  perpendiculaire  à  AB. 

La  construction  précédente,  prise  à  l'inverse,  permet  de 
mener  par  un  point  N  de  l'axe  d'une  conique,  les  normales 
à  cette  conique,  problème  qui  se  rencontre  dans  diverses 
questions  de  géométrie  descriptive. 


(*j  Un  mémoire  plus  étendu  sur  ce  sujet,  que  nous  avons  rédigé  der- 
nièremeut,  et  qui  contient  un  certain  nombre  de  propriétés  nouvelles 
de  l'ellipse,  va  paraître  dans  la  Revue  maritime  et  coloniale. 
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DE  LA  PUISSANCE  D'UN  POINT 

PAR   RAPPORT   A   UNE   CONIQUE    OU    A    UNE   QUADRIQUE 
Par  M.  Troille,  élève  au  Lycée  de  Grenoble. 


I.  —  Coniques. 

Définition.  —  Étant    donnée   l'équation   d'une  courbe   U, 

f(x,  y)  =  o,  et  un  point  fixe  'M.q{Xq,  y^),  non  situé  sur  U; 

j'appelle  puissance  d'un  point  mobile  M(a?,   y)   par  rapport 

/ ix  ij) 
à  U  et  à  Mo  le  quotient  -:- — '- — -•  Si  l'on  prend  deux  points 

particuliers   M',   M"    leurs    puissances   sont    respectivement 
l{x_^V_)_    l\x  ^  y  )    Q^  Iq  quotient  {.,^,/  ^„     représente    donc, 

d'après  notre  définition,  le  rapport   des   puissances   de   ces 
deux  points. 

1.  La  conique  est  à  centre.  —  Rapportée  à  ses  axes, 
son  équation  est  : 

Ax'  +  Bî/'^  +  G  =  o. 

Une  parallèle  à  oy,  issue  du  point  Mo(cCoyo)  coupe  la  courbe 
et  l'autre  axe  respectivement  en  P,  Q  et  H.  On  a  évidemment: 

Axl+B.m'  +  G^o,      et        pE'  =  -èÉ±^. 
D'ailleurs  : 

r2 


OU 


MoP.MoQ  =  feo  -  PH)(î/o  +  PH)  =  yl  -  PH^ 

,   ,    Acc2  +  G       A^a  +  B?/.  +  G 


B  B 

Il  en   résulte   que  pour  deux  points  Mo(a:o!/o)  et  'Mii^iy^), 
on  a  : 

MqP.MqQ  ^Ax^  +  Byl  +  G 
M,V.M,Q'       Axj  +  Byi  +  C 
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Prenons,  maintenant,  deux  nouveaux  axes  quelconques  de 
coordonnées  :  OX,  XY;  alors  kx'^  +  Bt/^  -f  C  devient  /(X,  Y); 
et,  par  suite  : 

MqP.MqQ  ^/(Xo,Yo) 
M,F.M,Q'       /(X„Y,)* 
Donc  : 

Théorème.  —  Le  rapport  des  puissances  de  deux  points 
Mq,  Ml,  dans  une  conique  à  centre^  égale  le  rapport  des  pro- 
duits des  distances  des  points  à  la  conique;  dis  lances  comptées 
sur  des  droites  parallèles  à  l'un  ou  à  l'autre  des  axes  de  la 
courbe. 

2.  La  conique  est  une  parabole.  —  Rapportons-la  à 
son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet,  son  équation  sera  : 
^2  —  2px  =  o.  —  Menons,  par  le  point  Mo{xQy  ?/o),  une  paral- 
lèle MoM  à  l'axe.  L'abcisse  PO  de  M  est  : 

PO==i^; 
donc 

PQ  =  PO  _  £»,  =  ^HliPl»  ^  M„M. 

Prenons  un  autre  point  Mi{x^,  y^)  et   changeons  d'axes  : 
if  —  2px  devient  f{X,  Y)  dans  le  système  XOY,  donc  : 
MqM  ^  ij  -  opx,  ^  fjJ^Y,) 
M,M'       y\-2px,       /(X„Y,)' 
d'où  : 

Théorème.  —  Le  rapport  des  puissances  de  deux  points 
Mo,  Mj,  dans  une  parabole,  égale  celui  des  dislances  des  points 
à  la  courbe;  distances  comptées  sur  les  diamètres  qui  corres- 
pondent à  ces  points. 

II.  —  Quadriques. 

3.  La  quadrique  est  à  centre.  —  Si  on  le  rapporte  à 
ses  axes,  elle  a  pour  équation 
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La  parallèle  M^H,  à  une  direction  principale,  OZ  par 
exemple,  issue  du  point  M(,  (Xq,  y^,  Zq),  coupe  la  surface  en  P 
et  Q  et  le  plan  des  xij  en  H.  On  a  encore 

PH^^       Axg  +  B^g  +  D 
G 
puis     M„P .  M.Q  =  .i  -  PH»  =  A«^  +  Byl  +  Uzj  +  D  _ 

Prenons  un  autre  point  M^{x^,  Viy^ùi  et  changeons  d'axes  : 
Ax^  +  By^  -j_  Cjs^  -)_  D  devient  f(X,  Y,  Z),  par  suite 

M,F.M,Q'       Aa^?  +  B^?  +  Czl  +  D       /(X„Y„Z,)  * 

Donc 

Théorème.  —  Le  rapport  des  puissances  de  deux  points 
MoMj  dans  une  quadrique  à  centre,  égale  le  rapport  des  pro- 
duits des  distances  de  ces  points  à  la  surface  ;  distances 
comptées  sur  des  droites  parallèles  à  l'un  des  axes  de  la  qua- 
drique. On  prend  arbitrairement  l'un  quelconque  des  trois  axes. 

4.  La  quadrique  est  un  paraboloïde.  —  Rapportée 

à  ses  deux  plans  principaux  et  au  plan  tangent  au  sommet, 

son  équation  est 

Aî/2  +  Bz^  +  Ca;  =  o. 

Une  parallèle  à  l'axe  issue  du  point  ^.^(Xq,  y^,  Zp)  coupe 

la  surface  en  un  point  M  dont  l'abscisse  est 

G 

Awf)  +  Bzl  +  Cx^ 
donc,  on  a         MMo  == '^  ^       * 

(-4 

De  même  pour  un  autrepoint  Mj^{x^,  y^,  z^).  Changeons  d'axes 
d'une  façon  quelconque  : 
Aî/2  .^"bz^  +  Cx  devient  f(X,  Y,  Z)  et  l'on  a  : 

MqM  ^  kyl  +  Bzl  +  CoOq  ^  /•(Xo,Yo,Zo) 
Ml  M'       Ay'i  +  Bz+  Qx,        f(X,,  Y„  Z,)  * 

Donc 

Théorème.  —  Le  rapport  des  puissances  de  deux  points 
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Mo,  M,,  dans  un  paraboloUlc,  égale  celui  des  distances  de  ces 
points  à  la  surface;  distances  comptées  sur  les  diamètres  qui 
correspondent  à  ces  points. 

5.  La  quadrique  est  un  cylindre  ayant  une  ligne 
de  centres.  —  Rapportée  à  ces  deux  points  principaux 
et  à  un  plan  quelconque  perpendiculaire  à  leur  intersection, 
elle  est  représentée  par  l'équation 

Ax^  +  %2  +  G  ==  o. 
Par  deux  points  Mo(a;oî/o2o)  et  mç^{xQ,  y^,  o)    menons  deux 
parallèles  à  ox,  elles  coupent  la  surface  en  P,  Q  et  p,  q  et 
on  a  évidemment  :  MqP  =  m^p  ;  MqO  =  î^o'/  ;  par  conséquent  : 

AX^    4-    B?/0    +    G  ,;r    T.     ,r    ^ 

m,p.m,q  =         \^^  =  MoP.MoQ. 

Même  raisonnement  pour  un  autre  point  M.y{Xi,  ?/,,  Zi). 
Si  l'on  change  d'axes  : 

Ax^  +  By^  -{-C  devient  f(X,  Y,  Z),  il  en  résulte  que: 
MqP.MqQ  ^  Axl  +  B^^  +  G  ^  AXo,Yo,Zo) 
M,F.  M,Q'       Axl  +  By\+  G       /"(X,,  Y„  Z,)  " 

Donc 

Théorème.  —  Le  rapport  des  puissances  de  deux  points 
Mq,  Mj,  dans  un  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique,  est  égal  au 
rapport  des  produits  des  distances  de  ces  points  au  cylindre; 
distances  comptées  sur  des  droites  perpendiculaires  à  un  des 
plans  principaux, 

6.  La  quadrique  est  un  cylindre  parabolique.  — 

Un  calcul  identique  au  précédent  appliqué  au  cas  où  la 
conique  directrice  est  une  parabole  conduit  très  facilement 
au  théorème  suivant  ; 

Théorème.  —  Le  rapport  des  puissances  de  deux  points 
Mo,  Mj,  dans  un  cylindre  parabolique  égale  celui  des  distances 
de  ces  points  à  la  surface;  distances  comptées  sur  des  droites 
parallèles  a  la  direction  principale  de  la  surface,  direction  bien 
déterminée  qui  correspond  à  la  racine  non  nulle  deV  équation  en  S. 
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SUR  LES  COURBES  PARALLÈLES 

ET   QUELQUES    AUTRES   COURBES   REMARQUABLES 
Par  M.  €r.  de  liong^champs. 

{Suite,  voir  p.  151.) 


LES  ENVELOPPES  ET  LA  KREUZCUUVE 

Résumé.  —  Le  problème  qui  nous  a  occupé  dans  ce  tra- 
vail correspond  à  l'énoncé  suivant  :  Une  courbe  étant  construite 
point  par  point,  déterminer  le  tracé  de  la  tangente  en  Vun  de  ses 
points.  Il  est  à  peine  nécessaire  de  faire  observer  que  la  ques- 
tion soulevée  par  cet  énoncé  a,  pour  ainsi  dire,  une  double 
face  ;  au  problème  précité  en  correspond  évidemment  un 
second,  lequel  est,  en  quelque  sorte,  son  corrélatif;  cet  autre 
problème  correspond  à  l'énoncé  :  Une  courbe  étant  déterminée 
par  ses  tangentes  successives,  trouver,  à  chaque  instant,  le  point 
de  contact  qui  est  situé  sur  chacune  d'elles. 

Nous  ne  voulons  pas  aborder  ici,  au  moins  pour  le  moment, 
ce  second  problème.  Nous  avons  été  d'ailleurs  prévenu  dans 
cette  voie  par  M.  M.  d'Ocagne,  dont  les  recherches  sont  con- 
signées dans  un  mémoire  qui,  écrit  depuis  quelques  années, 
vient  de  paraître  (Nouvelles  Annales,  1886,  p.  88).  Nous  nous 
proposons  seulement  de  montrer  par  un  exemple  comment  on 
peut  aborder  les  questions  de  cette  espèce. 

Imaginons  deux  axes  rectangulaires  ox,  oy  et  une  courbe 
quelconque  U.  D'un  point  M,  mobile  sur  U,  on  abaisse  des 
perpendiculaires  MP,  MQ  sur  les  axes  et  l'on  demande  de 
déterminer  l'enveloppe  des  droites  PQ,  point  par  point. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  de  M  ;  l'équation  de  PQ  est 
alors 

-  +  -=■,  (1) 

X       y 
-et  la  droite  infiniment  voisine  de  PQ,  celle  qui  correspond  à 
une  position  infiniment  voisine  de  M^  sur  U,  coupe  celle-ci 
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eu  un  point  [X,  poiul  quo  nous  nous  proposons  (1(3  dclerminor 
et  dont  les  coordonnées  (X,  Y)  vérifient  simultanément  l'équa- 
tion (1)  et  la  suivante 

Xdx    .    Ydij 
+ 


o. 


La  tangente  à  U,  au  point  M  coupe  ox  en  T  et  l'on  a 


(2) 


MP 
PT 


tg  MTP 


dij 
dx 


D'après  cela,  l'équation  (2)  devient 

X.PT__   Y 
Ôp2    "~MP' 
Abaissons  de  0  une  perpendiculaire   sur  PQ  et  soit  R  le 
point  où  elle  rencontre  MP  ; 
les  triangles  semblables  POQ, 
OPR  donnent 

(jP"2  =  0Q.PR  =MP.PR; 
on  a  donc 

X""RP' 

Cette  égalité  prouve  que  o\x 
est  perpendiculaire  sur  RT; 
la  détermination  du  point  \l 
résulte  très  simplement  de  cette  remarque. 

Lorsque  la  courbe  U  est  une  circonférence  de  centre  0,  la 
droite  PQ,  dans  son  mouvement,  conserve  une  longueur 
constante  ;  elle  a  pour  enveloppe  la  courbe  qu'on  nomme 
l'hypocycloïde  à  quatre  rebroussements.  Dans  ce  cas  parti- 
culier, le  principe  de  Chasles,  celui  qui  est  relatif  au  centre 
instantané  de  rotation,  prouve  que  le  point  u.  coïncide  avec 
la  projection  de  M  sur  PQ.  Il  est  d'ailleurs  facile  de  reconnaître 
que  la  construction  que  nous  avons  indiquée,  pour  le  cas 
général,  donne,  pour  a,  le  même  point  que  celui  qu'on 
obtient  par  application  du  principe  rappelé. 

Mais  voici  un  exemple  auquel  s'applique  très  simplement 
notre  remarque. 

Il  faut  d'abord  observer  que  si  la  connaissance  du  point  M 
et  celle  de  la   tangente  MT  entraînent  la  détermination  du 
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point  [/.;  réciproquement,  la  connaissance  de  [x  et  celle  de  la 

droite  PQpermcttent  do  trouver  le  point  M  et  la  tangente  MT. 

Supposons  donc  que  PQ  enveloppe  un  cercle  de  centre  0 


et  de  rayon  R  ;  et  soit  [j.  le  point  de  contact.  Le  lieu  décrit 
par  M  est  une  courbe  K  dont  l'équation  est 

I 

Cette  courbe  a  la  forme  indiquée  par  la  figure  ;  elle  a  été, 
récemment,  rencontrée  par  M.  Schoute  (*)  qui  pour  rappeler 
cette  forme,  a  proposé  de  la  nommer  la  Kreuzcurve  (**). 


(*)  Voyez:  Archiu  der  Mathcmalik  and  Phijaik  von  J.-A.  Grunert,  weites 
Reihe.  Dritter  Theil.  Zwciles  Ileft.  Leipzig,  1883,  p.  124  (Schoute:  Die 
Gurven  vierter  Ordnung  mit  drei  Inflexions  Knoten). 

(**)  Voyez  aussi  notre  Traite  de  Géométrie  analytique  à  deux  dimen- 
sions, p.  WO. 

La  Kreuzcurve  appartient,  comme  rhypocycloïde  à  quatre  rebrousse- 
ments,  l'ellipse  et  sa  développée  à  cette  famille  de  cou'bes  qui  sont 
représentées  par  l'équation 

2.-n 


A    0;      -f-    13    </      =0      , 
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La  porpendiculairo  abaissée  de  0  sur  PQ  se  confond  avec 
le  rayon  Ojx  ;  il  suflit  donc  de  prolonger  Oa  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  MP,  au  poinf,  R;  on  R,  on  érovo  RT  perpendicu- 
lairement à  OR  ;  TM  est  la  tangente  demandée  et  c'est  ainsi 
qu'on  peut  construire  par  points  et  par  tangentes  la  Kreuz- 
curve. 

Pour  être  tout  à  fait  axact  dans  la  citation  que  nous  venons 
de  faire,  nous  devons  pourtant  ajouter  que  la  quartique, 
considérée  par  M.  Schoute  est  plus  générale  que  la  précédente 
et,  pour  avoir  la  Kreuzcurve  de  M.  Schoute,  il  faut  rem- 
placer, dans  la  construction  que  nous  avons  indiquée,  le 
cercle  par  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Mais  le  tracé  que 
nous  venons  de  donner  pour  la  tangente  subsiste  avec  les 
modifications  évidentes. 

La  Kreuzcurve  se  rencontre  dans  plusieurs  questions; 
voici,  pour  en  citer  des  exemples,  des  exercices  conduisant 
à  cette  courbe. 

1''  On  considère  une  ellipse  fixe  F  et  une  corde  MM'  mobile 
et  perpendiculaire  au  grand  axe  de  V  ;  soit  P  la  parabole  qui  a 
pour  sommet  le  centre  de  T  et  qui  passe  par  les  points  M,  M'.  La 
tangente  commune  à  r  et  à  F  touche  P  en  un  certain  point  I,  dont 
le  lieu  géométrique  est  une  Kreuzcurve. 

On  trouve  en  effet  pour  l'équation  du  lieu  demandé 

Ab'^x'^ 
?/'-  =  —^ , 

•^  X''    —   «2 

2°  Le  lieu  des  pôles  des  cordes  normales  à  une  ellipse  est 
une  Kreuzcurve. 

L'équation  du  lieu  est,  en  effet,  avec  les  notations  habi- 
tuelles 

a«     ,    b'' 

X-'   '   y 

les  axes    de   coordonnées  étant,  bien  entendu,  les  axes    de 
rellipsO;  etc.  (*) 


et  qui  ont  été  considérés  par  Lamé  dans  un  de  ses  ouvrages  [Examen 
des  différentes  méthodes,  18l8).  Voyez  aussi  l'ouvrage  de  M.  de  la  Gour- 
nerie  [Recherches  sur  les  surfaces  réglées  ...  1867,  p.  196). 

(*)  Voyez  plus  loin  p.  (211)  un  troisième  exemple. 
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J'ajouterai,  en  terminant,  que  j'avais  rassemblé,  pour  la 
rédaction  de  ce  travail,  beaucoup  d'autres  exemples  que  je 
renonce  à  exposer  pour  abréger  cette  note. 

Ce  que  j'ai  dit  suffit  certainement  à  mettre  en  lumière^  une 
fois  de  plus,  la  fécondité,  pour  le  tracé  des  tangentes,  du 
principe  des  transversales  réciproques  ;  et  c'est  le  but  prin- 
cipal que  je  m'étais  fixé.  J'aurai  d'ailleurs  occasion  de  pro- 
poser, à  tilre  d'exercices,  quelques-uns  des  exemples  auxquels 
je  viens  de  faire  allusion  et,  s'ils  offrent  quelque  intérêt,  de 
cette  façon,  ils  ne  seront  pas  perdus. 


VARIÉTÉS 


ESSAI  SUR  LA  GEOMETRIE  DE  LA  REGLE 

ET  DE  l/ÉQUERRE 
Par  M.  €>»  <le  liOn ^champs. 

[Suite,  voir  p.  183.) 


104.  —  Outre  la  cissoïde  et  la  strophoïde,  on  peut  citer, 
parmi  les  courbes  célèbres  qui  se  rattachent  au  groupe  des 
cubiques  circulaires  unicursales,  la  trisectrice  de  Mac- 
Laurin  (*). 

En  général,  on  donne  le  nom  de  trisectrice  à  une  courbe  qui 
permet  de  résoudre  le  problème  de  la  trisection  d'un  angle 
donné;  il  y  a,  naturellement,  une  infinité  de  trisectrices  et 
ces  courbes   sont  au  moins  du  troisième  degré;  celle  dont 

(*)  D'après  un  renseignement  que  je  dois  à  l'obligeance  de  M.  Schoute, 
professeur  à  l'université  de  Groningue,  cette  courbe  se  trouve  dans  le 
Traité  des  fluxions,  de  Mac-Laurin  (1749,  pi,  X,  fig.  134,  p.  198).  Elle  a 
fait  récemment  l'objet  de  diverses  recherches  parmi  lesquelles  nous 
citerons  : 

1"  Un  mémoire  de  M.  Schoute  (Archives  Néerlandaises,  t.  XX,  1885), 
ayant  pour  titre  :  Sur  la  construction  des  courbes  unicursales  par  points 
ET  PAR  tangentes.   Daus   ce   mémoire  se  trouve  exposé,  entre  autres 
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nous  allons  dire  quelques  mots  est  une  des  plus  simples  que 
l'on  puisse  concevoir,  clic  correspond  a  la  dcfinilion  suivante: 
la  irisectricc  de  Mac-Lawin  est  une  cubipie  circulaire  droite 
possédant  un  naïud  et  les  tangentes  en  ce  point  sont  inclinées  res- 
pectivement sur  l'axe  de  la  courbe,  d'angles  égaux  à  60^  et  à  120'^. 

Nous  voulons  simplement  indiquer  ici  le  trace  par  points 
et  par  tangentes  de  la  trisectrice  en  ne  faisant  usage  que  de 
la  règle  et  de  l'équerre;  il  nous  suffira  de  particulariser  le 
trace    général     que 
nous  avons  fait  con- 
naître plus  haut,  de 
telle  façon    que  les 
tangentes  au    nœud 
soient  inclinées  sur 
l'axe  d'  d'angles  qui 
couviennent  à  la  tri- 
sectrice en  question. 

A  cet  effet,  pre- 
nons trois  points  en 
ligne  droite  0,  0',  0" 
et  supposons  que  00' 
:==30'0",  puis  faisons 

la  construction  (1,  2,  p.     ._ 

^  '    '  Fin.  83. 

3,  fig.  S3.) 

Ayant  posé  O'O"  =cr,  on  obtient  pour  représenter  le  lieu 


choses,  un  tracé  de  la  trisectrice  par  points  et  tangentes,  d'après  une 
construction  due  à  M.  Godefroy. 

2°  Une  note  de  M.  d'Almeida  lima  dans  le  [Jornal  de  sciencias  mathe- 
malicas  c  Astrononucas,  public  par  le  D''  Gomes  Teixeira,  Goimbra,  1885, 
p.  13!  et  intitulée  Sobre  una  rurva  do  tercfciro  grao. 

3"  Deux  articles  de  M,  rial)icb,  directeur  de  Iccole  spéciale  des  con- 
structions civiles  et  des  mines  de  Lima,  publiés  dans  la  Gaceta  Cientifica, 
année  1885,  n""  9  et  12,  p.  248,  etc.,   avant  pour  titre  :  Division  de   un 

ANGULO  EN    PARTIF.S    IGUALES. 

4»  Une  note  publiée  dans  ce  journal  (1885,  p.  176). 

5°  Voyez  aussi  le  Supplément  au  cours  de  Mathématiques  spéciales,  p.  113, 
et  V Annuaire  de  l'Association  française,  congrès  de  Grenoble,  1885. 

D'après  une  note  placée  au  début  du  premier  article  de  M.  Habich, 
que  je  viens  de  citer,  la  trisectrice  a  fait  l'objet  d'un  travail  du  profes- 
seur M.  Beraun,  de  Iluanuco;  mais  cet  opuscule  ne  nous  est  pas  connu. 
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décrit  par  le  point  I^  l'équation  : 

a 


4a   COS  0) , 


COS  03 

OU;  en  coordonnées  cartésiennes, 

x(x^  +  if)  =  a{y''  —  Sx""), 
Cette  équation  représente  bien  la  trisectrice  deMac-Laurin; 
sa  discussion  n'oflTre  aucune  difficulté  et  elle  établit  que  la 
courbe  correspondante  a  la  forme  qu'indique  la  figure. 

Tracé  de  la  tangente.  —  Il  nous  reste  à  trouver  le  tracé  de 
la  tangente  en  un  point  pris  sur  la  courbe. 

Soit  I  un  point  de  la  trisectrice,  point  qui  correspond  au 

point  M  de  la  droite  A,  comme 
nous  venons  de  l'expliquer. 
Projetons  0  sur  0''M  en  P, 
et  menons  IJ  parallèle  à  00"  ; 
nous  pouvons  observer  que  le 
lieu  du  point  J  est  une  trisec- 
trice égale  et  parallèle  à  celle 
qui  est  décrite  par  le  point  I 
et  que,  d'autre  part,  le  lieu  de 
P  est  le  cercle  décrit  sur  00" 
comme  diamètre.  Enfin^  les 
deux  points  P,  J  sont  isoto- 
miques  sur  0"M. 


J 

A.  0 

\, 

0.       c           X\ 

o"Y\ 

H 

Fig.  8i, 


D'après  ces  diverses  remarques,  si  l'on  considère  deux 
positions  infiniment  voisines  de  la  figure  mobile,  le  principe 
des  transversales  réciproques  prouve  que  les  tangentes  aux 
lieux  décrits  par  J  et  P  coupent  A  en  deux  points  H,  K 
symétriques  par  rapport  à 'M. 

Concluons  donc  que,  après  avoir  pris  en  C  le  milieu  de 
00",  on  doit  élever  au  point  P  une  perpendiculaire  PB  à 
CP  et  prendre  MK  =  HM;  la  droite  KJ  ainsi  obtenue  est 
parallèle  à  la  tangente  cherchée. 

(A  suivre.) 
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ECOLE  POLYTECHNIQUE 

(CONœURS  DU  i)  JUIN  1886) 


On  donne  un  rectangle  ABA'B'.  Deux  hypei^boles  équilatéres 
k  et  B  a<i(int  toutes  deux  leurs  asymptotes  parallèles  aux  côtés 
du  rectangle,  passent  :  Vune  A  par  les  sommets  opposés  A  et  A!, 
l'autre  B  par  les  sommets  opposés  B  et  B\ 

4^  Démontrer  que  le  centre  de  l'hyperbole  A  a,  par  rapport  à 
l'hyperbole  B,  la  même  polaire  P  que  le  centre  de  l'hyperbole  B 
par  rapport  à  l'hyperbole  A; 

^^  Le  rectangle  restant  fixe,  on  fait  varier  en  même  temps  les 
deux  hyperboles,  de  manière  qu'elles  soient  égales  entre  elles  sans 
être  symétriques  par  rapport  à  l'un  da  axes  de  symétrie  du 
rectangle.  Examiner  si  elles  se  coupent  en  des  points  réels.  Trouver 
le  lieu  du  milieu  de  la  droite  qui  joint  leurs  centres  et  prouver 
que  la  droite  P  est  constamment  tangente  à  ce  lieu  ; 

3^  Si  on  prend  une  quelconque  des  hyperboles  A  et  une  quel- 
conque  des  hyperboles  B,  il  existe  une  infinité  de  rectangles  ayant, 
comme  le  rectangle  donné,  les  sommets  opposés  sur  chacune  de  ces 
hyperboles,  et  les  côtés  parallèles  aux  asymptotes.  Trouver  le 
lieu  des  centimes  de  ces  rectangles 

1.  —  Prenons  pour  axes  les  médianes  du  rectangle  et 
désignons  les  longueurs  de  ses  côtés  par  2a  et  26.  Les  équa- 
tions des  hyperboles  (A)  et  (B)  sont 

XII  X    ,      y  ,  ^ . 

_^_, _  +  ,--,  =0,  (A) 

ab  a  b  ^    ' 

Nous  poserons,  pour  abréger  l'écriture, 

a  0 

et  nous  écrirons,  en  conséquence,  les  équations  précédentes 

sous  la  forme 

XY  —  aX  +  aY  —  I  =  o,  (A) 

XY  —  pX  —  pY  +  I  =  0.  (B) 


1 
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La  polaire   du  centre  de  (A)  [point  dont  les  coordonnées 
sont  ( — a,     -{-  a)]  par  rapport  à  (B),  a  pour  équation 
_  a(Y  —  p)  +  a(X  _   p)  _  (3X  —   fiY  +  2  =  O 
ou 

X(p-a)  +  Y(a  +  P;  =  2  _  (P) 

on  retrouve   la  même  équation  en  cherchant  la  polaire  du 
point  (p,  [3)  par  rapport  à  (A). 

2.  —  Lorsque  l'équation  d'une  hyperbole  équilatère  est 
xy  —  Ay  —  Bx  -f-  C  =  o 
ou 

{x  —  A.){y  —  B)  =  AB  —  C 
si  la  courbe  passe  par  un  point  (a,  6),  la  puissance   de  ce 
point    par    rapport    aux     asymptotes     de    l'hyperbole    est 
égale  à  la  valeur  absolue  de  \ 

(a  —  k){b  —  B).  .• 

Mais  si  deux  hyperboles  représentées  par  : 

xy  —  Ace  —  By  -{^  C  =  o,     xy  —  A'x  —  B'y  -j-  G'  =  o, 
et  passant:  la  première  par  {a,  b),  l'autre  par  (a'  6')sont  égales, 
on  doit  avoir 

(a  —  A)(6  —  B)=±{a'-  A')(y  —  B'). 
Appliquons  cette  remarque  aux  équations   (A)  et   (B);  la 
première  passe  par  le  point  (1, 1);  l'autre  par  le  point  (1,  —  1). 
Nous  avons  donc 

(.  -a)(l+a)  =  ±(l-p)M-p) 
OU 

I  —  a2  =:  +  (  I  —  [32). 

Si  l'on  adopte  le  signe  -\-,  on  a  a  =:  +  p  ;  à  cette  hypothèse 
correspondent  des  hyperboles  égales,  mais  symétriques  par 
rapport  à  l'un  ou  l'autre  des  axes  de  coordonnées  et  nous 
n'avons  pas  à  les  considérer  ici. 

Prenons  l'autre  signe  et  nous  trouvons  alors  que  les  deux 
hyperboles  (A)  et  (B)  sont  égales  [et  non  symétriques]  lorsque 

la  condition 

a2  +  p2_2^  (I) 

est  vérifiée. 

l**  Cherchons  à  déterminer  les  points  communs  aux  deux 
coniques  (A)  et  (B)  lorsque  a  et  |3  satisfont  à  l'égalité  (1). 
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Les  équations  (A)  et  (B)  donnent,   par  combinaison, 
(P  _  a)  X  +  (a  +  p)Y  =  2, 
et  (a  +  p)  X  +  (p  -  a)Y  =  2XY. 

On  en  déduit 

4XY  =  (f.^  -  aO(X^)  +  Y^)  +  XY  {(p  -  a)^  +  (p  +  a)^î. 

L'égalité  Cl)  prouve  que 

(p  -a.y+  (p  +  a)^  =  4,  ^    (2)  ^ 

et  comme  nous  supposons  p^  —  a'^  ;zf  o,  l'équation  se  réduit  à 

X^  +  Y2  =  o  ; 
les  points  communs  aux  deux   coniques,  abstraction   faite 
des  points  qui  sont  à  l'infini,  dans  la  direction  Ox  et  dans 
la  direction  Oy,  sont  donc  imaginaires. 

2«  Cherchons  l'enveloppe  des  droites  P.  L'égalité  (2)  prouve 
que  l'on  peut  poser 

p  —  OL  =  2  cos  cp,         p  -|-  a  =  2  sin  cp 
et  l'équation  de  P  peut  s'écrire 

X  cos  9  +  Y  sin  cp  =  i . 
On   sait  que  l'enveloppe  de  ces  droites  est  la  courbe  qui  a 
pour  équation 

ou,  dans  la  notation  explicite, 

x"^   .    y"^ 

Cette  équation  représente  une  ellipse  inscrite  au  rectangle 
proposé,  les  points  de  contact  étant  les  milieux  des  côtés. 

Nous  allons  reconnaître  que  cette  enveloppe  coïncide  avec 
le  lieu  des  milieux  de  la  droite  qui  joint  les  centres  des  deux 
coniques. 

Eu  effet  les  coordonnées  des  centres  étant 
—  a,  +  a,         et         p,  p  ; 
celles  du  point  milieu  de  la  droite  qui  les  joint  sont  : 

2  2 

La  relation  (2)  prouve  que  le  lieu  décrit  par  ce  point  est 
justement  représenté  par  l'équation 

X2  + Y2  =  l. 

3.  —  Coupons  les  hyperboles  (A)  et  (B)  par  une  droite  A 
parallèle  à  l'axe  des  Y,  (X  =  X)  ;  A  rencontre  (A)  et  (B)  en 


210  JOURNAL    DE    MATHÉMATIQUES    SPÉCIALES 

es  points  K,  K'  dont  les  cordonnces  sont 


a  +  X  (     '  X  —  (b 

Les  parallèles  à  l'axe  des  X  menés  par  les  points  K  et  K' 
rencontrent  les  hyperboles  (B)  et  (A),  respectivement  en  des 
points  H  et  H'  ayant  pour  coordonnées 

jj  U^  — a  + A(afi—  i)  i+ocX 


I  —  aS  +  À(a  -  f^)  a  +  X 

g,  j(3  — a  +  X{aS—  i)  pX~  i 


I  —  ap  +  X(a  —  f!5)  X  —  fl 

Les  abcisscs  des  points  H  et  H'  étant  égales,  on  voit  donc 

que,  X  variant,  il  existe  une  infinité  de  rectangles  tels  que 

AB.VB'  ayant  les  sommets  opposés  situés  sur  les  hyperboles 

(A)  et  (B). 
Il  reste  enfin  à  déterminer  le  lieu  décrit  par  les  centres 

de  ces  rectangles  (*). 
Soit  (o  le  centre  de  l'un  de  ces   rectangles;   ce  point  est 

situé  au  milieu  de  KH'  et  ses  coordonnées  x,  y  se  calculent, 

par  conséquent,  au  moyen  des  formules 

I— a6  +  X(a-p)        ^         '>'  i_a|3  +  X(a— p)      ^^ 

^         oc  +  X    ^   X  —  (3  ^^  ^  i^^"         X2  _  I  ^^>' 

Il  est  évident,  à  priori,  en  examinant  le  tracé  géométrique 
qui  conduit  au  point  w^  que  le  lieu  décrit  par  ce  point  est 
une  courbe  unicursale  et  les  équations  précédentes  per- 
mettent justement  de  construire  ce  lieu,  point  par  point.  Il 
semblerait  même^  au  premier  abord,  que  le  lieu  est  du  qua- 
trième ordre  ;  mais  ce  n'est  là  qu'une  apparence  et  l'on  trouve 
ici,  comme  on  va  le  voir,  l'occasion  d'appliquer  une  remarque 
connue  (CM. S.;  t.  II, p.  o62;  ex.  1). 

Pour  trouver  l'équation  cartésienne  du  lieu  décrit  par  w  il 
faut  éliminer  X  entre  (i)  et  (2).  A  cet  effet,  observons  que  ces 

(*)  Ce  lieu  peut  s'obtenir  par  des  calculs  très  ditférents  et  même, 
peut-être,  plus  simples  que  ceux  qu'on  va  lire  ;  mais  la  marche  que 
nous  adoptons  ici  nous  parai  être  la  plus  naturelle  et  la  plus  métho- 
dique. 
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égalités  p(Miv(Mil  s'écriic 

a  —  fe  _  I  —  ap  +  X(7.  —  p) 

a  +  Pj  _  >.(-/  —  f.)  —  a[i  +  a' 
2Y      ~  JJ^^^i 

Sous  celle  forme,  on  voit  que  l'on  a  : 

2Y       "^       2X 

Le  lieu  décrit  par  (o  est  donc  l'hyperbole  cquilatèrc  U  cor- 
respondant à  l'équation 

X_^^YY-i±J5 


4 
Cette  courbe  passe  par  l'origine,   ses   asymptotes  sont  en 

évidence  dans  l'équation  précédente;  elle  est  donc  bien  déter- 
minée. 

Elle  ne  se  réduit  à  un  système  de  droites  que  si  l'on  sup- 
pose a^  —  [32  =zr  0  et,  dans  ce  cas,  nous  l'avons  remarqué 
plus  haut,  les  hyperboles  considérées  sont  symétriques  par 
rapport  à  l'un  des  axes  de  coordonnées. 

On  pourrait  aussi  traiter  ces  questions  par  des  considé- 
rations purement  géométriques,  mais  elles  ont  été  déjà  fort 
bien  exposées  dans  la  brochure  Examens  d' admissibilité  et 
d'admission  à  l'École  Polytechnique  (1886,  p.  13)  publiée  par 
la  librairie  Croville-Morant,  et  nous  renvoyons  le  lecteur  à 
cette  source. 

4.  Remarque.  — Lorsque  les  hyperboles  (A)  et  (B)  sont  sup- 
posées variables,  tout  en  restant  égales  entre  elles,  sans  être 
pourtant  symétriques  par  rapport  aux  axes  de  coordonnées, 
on  a  y.^  -\-  f.^  =  2  et  l'on  peut  poser,  comme  nous  l'avons 
fait  observer  plus  haut, 

a  -f  S  .  S  —  a 

=  sm  9,  ■ =cos  CD. 

2  2 

L'équation  de  U  s'écrit  alors 

XY  =  X  sin  '{>  -f-  Y  cos  cp. 
L'enveloppe  des  hyperboles  correspondantes  est  la  courbe 
représentée  par  l'équation 
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OU,  en  revenant  h  la  notation  explicite, 

\-—  =  -^^  •  (K) 

Cette  quartique  est  bien  connue  (*),  c'est  la  Kreuzcurve. 


QUESTIONS  D'EXAMENS 


8.  —  Trouver  la  valeur  de 


^'  — ^'  /^^ 


'pour  X  =:  o. 


l'*^  Solution.  La  valeur  principale  du  numérateur  est 

x(La —  Lh)\ 
celle  du  dénominateur  est 

x{IjC  —  Ld). 
D'après  cette  remarque,  la  valeur  demandée  est  égale  à 

Mais  cette  démonstration  constitue,  au  même  titre  que 
l'application  de  la  règle  de  l'Hôpital  un  cercle  vicieux  d'une 
nature  particulière,  par  ce  qu'elle  exige,  du  moins  dans  la 
pratique,  la  connaissance  de  la  dérivée  de  a^  et  cette  dérivée 
ne  serait  pas  connue  si  l'on  ne  pouvait  pas  trouver,  par  une 
voie  directe  et  indépendante  de  cette  connaissance,  la  valeur 
de  l'expression  proposée,  pour  x  =  o. 

^2°  Solution.  L'égalité  (1)  y^eut  s'écrire 


X 

y  = 


cP 


X 

Cherchons,  pour  x  =  o,  la  valeur  de 

ax  _  i)X 


X 


{*)  Voyez  le  présent  numéro  p.  200. 
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Nous  avons  d'abord 

Z  =  0"" 


X 

et  la  question   proposée    revient    à    la    détermination   de  la 
valeur  de 

>  pour  X  =  o.  (2) 

Cette  question  se  rencontre  précisément  quand  on  cherche 
la  dérivée  de  la  fonction  exponentielle  et  l'on  démontre,  à  ce 

propos,  que  l'expression  (2)  a  pour  valeur  L  (-),  pour  x=:  o. 

Remarque.  On  peut  traiter  de  la  même  façon  et  par  l'une 
ou  l'autre  des  méthodes  que  nous  venons  d'indiquer  le  pro- 
blème suivant,  qui  généralise  la  question  précédente  ; 

Trouver  pour  x  =  o,  la  valeur  de  y, 

_     Aa^  +  Bb^  +  . . .  +  LP 
^  —  A'a'-^  +  B'b'-''  +  . . .  +  L'r^  ' 
expression  dans  laquelle  on  suppose 

A  +  B+...+L  =  o, 
et 

A'  +  B'  +  . . .  -f-  L'  =  o. 

La  valeur  cherchée  est  : 

log  a'b^  .../'' 


loga'^'b'^'  ...  r' 


9.  —  Lorsque  deux  cônes  G,  C  soiU  tangents  en  un  certain 
point  M  ils  se  coupent  suivant  une  courbe  U  qui  projetée  sur  le 
plan  tangent  commun  P  donne  une  courbe  u  agant  en  M  un  point 
double;  les  tangentes  en  ce  point  et  les  génératrices  de  contact 
forment  un  faisceau  harmonique. 

Prenons  P  pour  plan  des  xy  ;  les  équations  des  cône  s  C  et 
G'  pourront  s'écrire  sous  la  forme  suivante 

z(kx  +  Bî/  +  Gjs  +  D)  +  (?/  --  mxY  =  o, 
z{k'x  +  B'y  +  G'z  +  U)  +  (y  —  m'xY  =  o. 
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Éliminons  z  entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons  l'é- 
quation de  u  : 

\C(y  —  m'xy  —  C'(y  —  mx^] 

[{kx  +  By  -\-  J)){y  —  m'xY  —  {klx  +  B'y  +  \)'){y  —  mxy\. 
L'origine  est  un  point  double  de  cette  courbe  et  les  tan- 
gentes en  ce  point  sont  données  par  l'équation 

(CD'  —  1)G'){D(?/  -  m'xY  —  D'{y  —  mx^l  =  o. 

Cette  égalité  établit  la  proposition  en  question,  parceque 
les  quatre  droites  d'un  faisceau  harmonique  sont,  par  une 
propriété  connue,  représentées  par  les  équations  : 

P  =  o,         Q  =  o,         P  +  XQ  r=  o,         P  -  XQ  =  o. 

(A  suivre.) 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettrée  de  M.  Brocard. 

...  Au  sujet  de  l'article  de  M.  Lebel  (/.  S.,  p.  147  et  sui- 
vantes), on  peut  observer  que  M.  Fauquembergue  est  arrivé, 
de  son  côté,  à  quelques  résultats  analogues,  comme  on  peut 
le  voir  par  l'énoncé  15o5  des  N.  A.  M.  (1885  (3)  IV.  p,  o3o)... 

Nota.  —  La  strophoïde  a  fait  l'objet  de  recherches  nom- 
breuses et,  probablement,  les  propriétés  signalées  dans 
l'article  en  question  ont  été  déjà  reconnues.  On  pourra  con- 
sulter, notamment,  sur  cette  courbe  célèbre,  une  étude  très 
complète  qui  a  été  publiée  par  M.  Georges  Ritt  {Nouvelles 
Aniiales,   1846,  p.  470). 

D'après  une  rectification  {loc.  cit.,  p.  oo7)  le  mémoire  en 
question  a  pour  auteur  véritable,  M.  Moutucci,  docteur  de 
l'Académie  de  Sienne.  G-.  L. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  Chapron. 

...  M.  Em.  Vigarié  {Journal,  p.  22)  a  signalé  dans  ce 
journal  une  disposition  de  la  Table  de  Pascal.  En  voici  une 
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autre,  extraite  de  la  corn^spoiulauce  de  HachettO  sur  l'École 
Polytecliiii(iuo,  janvier  1811. 

h        d         f         h         k         m        p 
1    I    I    1    I     II     I 


123456 
a    .    .    .    . 


/ 


I 
c 


e 


3    6   10   i5   21   28   36 
I    4   10   20   35   56   84  120 


T    5   i5   35   70  126  210  33o 
9 


I    6   21   56  126  252  462  792 


I    7   28   84  210  462  984  1776 


n 


I         8       36     120     33o     792     984  2760 


Un  simple  coup  d'œil  jeté  sur  ce  tableau  fait  reconnaître 
que  les  diagonales  a6,  C(/,  ef,  gli,  ik^  Im...  sont  les  coefficients 
des  puissances  l""^,  2*^,  3%...  du  binôme... 

(Note  de  Monge,  examinateur.) 

Nota.  —  A  propos  de  la  communication  de  M.  Vigarié, 
rappelée  dans  la  présente  lettre,  nous  signalerons  un  article 
historique  publié  par  M.  Aristide  Marre  {Nouvelles  A7i7'iales, 
1846,  p.  488)  :  Du  binôme  de  Newton,  antérieurement  à  Newton. 
Dans  cette  note,  M.  A.  Marre  signale  ce  fait  curieux  qu'en 
Europe  les  coefficients  binomiaux  ont  été  utilisés  pour  l'ex- 
traction des  racines  avant  de  l'avoir  été  pour  l'élévation  aux 
puissances  et  il  cite  l'ouvrage  de  Stifel  (Arithmeiica  intégra, 
authore  Michaelo  Stifelio)  dans  laquelle  se  trouve  une  table 
qui  n'est  autre  chose  que  le  triangle  de  Pascal.  L'ouvrage 
de  Stifel   est  de  1544;  il  resterait  à  connaître  la  date  exacte 
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du  Traité  général  des  nombres  de   Nicolo  Tartaglia,  signalé 
dans  la  lettre  de  M.  Vigaric  (*).  G.  L. 

QUESTION  PROPOSÉE 

204.  —  Soient  ox,  oy  deux  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires. On  considère  des  paraboles  P  qui  passent  par  l'origine 
tangentiellement  à  ox  et  qui  coupent  oy  en  un  point  fixe  A 
(OA  =z  46).  Sur  OA,  on  prend  un  point  B  tel  que  OB  =  6  et 
de  ce  point  B  on  mène  les  normales  à  P.  Trouver  le  lieu 
décrit  par  les  pieds  de  ces  normales. 

Abstraction  faite  de  la  normale  BO  on  peut  mener  deux 
normales  à  la  parabole  P,  par  le  point  B. 

On  fera  voir  que  le  lieu  demandé  est  constitué  : 

1°  Par  une  droite  menée  par  B  parallèlement  à  ox  ;  et  l'on 
donnera  une  démonstration  géométrique  de  cette  propriété  ; 

2°  Par  une  quartique  unicursale. 

On  vérifiera  que  cette  quartique,  formée  de  deux  ovales 
présentant  à  l'origine  un  point  d'embrassement,  correspond  : 

Soit  à  l'équation  cartésienne 

X'  +  2X^y  (y  —  2b)  +  y^{y  —  b){y  —  46)  =  o, 

soit  aux  équations 

X  _  3t{l^  —  2) 

l"   (P  +  1)2  ' 

y 


t'+ij  (G.L.) 


(*)  Parmi  les  jwocédés  de  calcul  qui  conduisent  aux  coefficients  hinômiaux 
on  peut  observer,  cette  remarque  m'a  été  faite  par  M.  Laisanl,  dans  une  lettre 
qui  sera  picbliée  dans  le  prochain  numéro  du  Journal  de  Rlatliémaliques 
élémentaires,  qu'ils  sont  fournis  par  les  puissances  successives  de  H,  (121,  1331, 
•/^64/,  ...).  La  raison  de  ce  résultat  est  évidente;  la  méthode  de  calcul  de 
M.  Phitippof,  analysée  dans  le  précédent  numéro  (J.  M.  E.)  conduit  d'ailleurs 
très  naturellement  à  cette  remarque  curieuse. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 


imprimée; E  CENTRALE  DES  CHEMUNS   DE   KER.  —  IMI'RIAJERIE  CHAlX. 
RUE  BERGÈRE,    20,    TARIS.—   16622-6. 


.lOIîHNAI.    1)K    MATIIKMATIQÏ'KS    Sl'ÉniAÎ.KS 


NOTK  DK  (iKOMKTlUK  INMNITKSIMALK 

Par  M.   llaurire  d'Ocaftiio. 


Dans  rintcrcssantc  étude  sur  diverses  courlx's  r(Mii;irr[iinbles 
qu'il  a  publiée  dans*  ce  Journal,  M.  Cf.  de  Longcliamps  a 
spécialement  envisiigé  (*)  la  courbe  ({u'il  appelle  anti-dévc- 
lo/ipéc  d'une  cour})e  donnée,  et  qui  est  le  lieu  des  s^jmcln'f/ues 
des  ecntrcs  de  courbure  de  la  courbe  considéré:  par  rapport  aux 
points  correspondants  de  cette  courbe. 

C'est  une  propriété  bien  connue  que  Vanti-dérehppéc  d'une 
chaînette  est  vue  droite.  Et  l'on  sait  que  la  chaînette  est  la 
développée  de  la  tractrice,  c'est-à-dire  de  la  courbe  telle  que 
les  portions  de  ses  tangentes  comprises  entre  le  point  de 
contact  et  une  certaine  droite  sont  toutes  égales  entre  elles. 


Le  but  de  cette  note  est  de  démontrer  géométriquement 
la  propriété  inverse,  à  savoir  que  toute  courbe  qui  a  pour 
anli-dêveloppce  une  droite,  est  une  chaînette,  cest-à-dire  une 
dèreloppêe  de  tractrice. 

Je  ne  m'appuierai  d'ailleurs  que  sur  des  formules  dont 
j'ai  donné,  dnns  ce  Journal  môme  (année  1880,  p.  433),  des 
démonstrations  absolument  élémentaires. 

Soit  r  la  courbe  considérée,  dont  l'anti-développée   est  la 


C)   1S86,  p.    11. 
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droite  A;  soient,  en  outre,  en  un  point  quelconque  A  de 
cette  courbe,  wl  la  normale  qui  coupe  A  au  point  I,  et  m  le 
centre  de  courbure,  de  telle  sorte  que  wA  =  AI. 

Du  point  A  abaissons  sur  A  la  perpendiculaire  AP,  et  du 
point  P,  sur  la  tangente  AT,  la  perpendiculaire  PM. 

Soit  M[/.  la  normale    à   la  courbe  que  décrit  le   point  M. 

L'angle  AMP  étant  constant,  on  a  la  normale  à  l'enveloppe 
du  côté  PM,  en  abaissant  du  centre  instantané  de  rotation  [x 
la  perpendiculaire  f».v  sur  cette  droite;  cette  normale  jj-v 
coupe  au  point  v  la  droite  AP  qui  est  normale  à  la  trajec- 
toire A  du  point  P. 

Représentons  par  d(P),  d!(A),  (/(M)  les  déplacements  infi- 
niment petits  simultanés  des  points  P,  A,  M.  La  droite  AP 
se  déplaçant  en  restant  parallèle  à  une  direction  fixe,  nous 
avons  {loc.  cit.,  Principe  I) 

d[P)  _  PT 
rf(A)~lT* 

Nous  avons  aussi  (ibid.,  Principe  III) 

d[k) A<o 

djM)  _  Ma 
f/(P)   "   Pv  * 
Multiplions  ces  trois  égalités  membre  à  membre;  il  vient 

PT.Aco 

:   I  . 


ou 


Mais  on  a 


AT.Pv 

PT  _  Pv  _  Pv 
AT  "  Â^  ~  ÏÂ 

PT        PA 


AT        lA  ' 


donc 


Pv  =  PA, 
c'est-à-dire  que  le  point  v  se  confond  avec  le'point  A,  et, 
par  suite,  le  point  [x  aussi.  La  droite  MA  est  donc  normale  à 
la  courbe  décrite  par  le  point  M,  et  comme  MA  touche  son 
enveloppe  au  point  A,  ce  point  est  le  centre  de  courbure 
correspondant.  Maintenant,  la  normale  PA  à  la  droite  A  que 
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dcci'il.  le  jtoint    V    passant   constaniinonl   [)ar    1(;    couina    do 
couil)iiro  A  rorrosi)oiulant,  ou  a 

d.VM  =  0, 
el,  par  suite, 

PM  =  coiist. 
La  courbe  décrite  par  le  point  M  est  doue  une  tractrico, 
et  la  courbe  V  élanl   la  développée  de  celle-ci,  1(3  Lliéorèuie 
est  démontre. 


VARIÉTÉS 


ESSAI  SUR  LA  GEOMETRIE  DE  LA  REGLE 

ET    DE    l'ÉQUERRE 
Par  M.  €••   de  îjougchainps. 

[Suite,  voir  p.  204.) 


CHAPITRE  XI 

LES    CUBIQUES   UNICURSALES   NON    CIRCULAIRES 

Le  Folium  de  Dcscarles.  —  La  Serpentine.  —  Le  Trident  de  Newton. 
—  La  Cubique  d"Aguesi.  —  Les  Cul)iqucs  paraboliques  et  liypeibo- 
liques.  —  Cubiques  diverses. 

Toutes  les  cubiques  qui  possèdent  un  point  double  pouvant 
s'engendrer,  point  par  point,  de  telle  sorte  qu'une  transversale 
issue  du  point  double  ne  rencontre  la  courbe  qu'e^i  un  seul 
point,  leur  construction  ressort  évidemment  de  la  géométrie 
que  nous  développons  ici;  et,  après  nous  être  occupé,  comme 
on  l'a  vu  dans  le  chapitre  précédent,  des  cubiques  circulaires 
uuicursales,  nous  allons  maintenant  considérer  quelques 
autres  cubiques  uuicursales,  mais  non  circulaires. 

105.  Le  Folium  de  Descartes  (  ).  —Soient  A,  A'  deux 
droites  parallèles,  OB  une  perpendiculaire  commune  ;  menons 

(*)  Sur  celte  courbe  on  pourra  consulter  une  intéressante  notice 
bibliographique  de  Terqucm,  publiée  dans  les  Nouvelles  Annales,  ISU, 
p.  301. 
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une  transversale  mobile  OA  et,  du  point  B,  abaissons  BG  per- 
pendiculaire sur  OA.  Prenons  ensuite  CA'  =  AG  et  soit  I  le 
conjugué  harmonique  de   A  par   rapport   au  segment  OA'. 

Nous   allons    recon- 
naître que  le  lieu  dé- 
crit par  I  est  un  fo- 
lium  de  Des'cartes. 
Nous  avons  en  effet 


2 


—  4-- 

01  '"oa' 


et 


OA'  -f  OA  =  2OG. 
Posons 


01  — 


?'■ 


IOB  = 


03, 


Fig.  S3. 


OB  —  d  ; 
les    égalités    précé- 
dentes donnent  alors 

OA'  :=  2(1  COS  CO 

d 


COS    0) 


Par  suite,  tout  calcul  fait,  l'équation  du  lieu  cherché  est 

d         3C0S(O  —  2COS^co  * 

p  2C0S'^  CO  —  I 

OU,  en  coordonnées  cartésiennes, 

cc(x-2  -t-  ^f)  -{-  d{if  —  x-")  =  o. 
Il  est  facile  de  reconnaître,  en  prenant  pour  nouveaux  axes 
les  bissectrices  OX,  OY  des  axes  Ox,  0//,  que  la  courbe  qui 
correspond  à  cette  équation  est  le  folium  de  Descartes. 

106.  La  tangente  au  Folium.  —  Si  nous  considérons 
deux  positions  infiniment  voisines  de  la  transversale  OA, 
les  quatre  points  0,  I,  A',  A  formant  une  division  harmo- 
nique et  le  point  0  étant  commun  aux  deux  transversales 
considérées,  nous  voyons  ainsi  que  les  tangentes  aux  lieux 
décrits  par  les  points  I,  A'  et  A  concourent  au  même  point. 

Le  point  A'  décrit  une  strophoïde  et  la  construction  de  la 
tangente  au  folium,  au  moyen  de  la  règle  et  de  l'équerre,  se 
trouve  ainsi  ramenée  à  un  tracé  précédemment  indiqué. 


j')unN.\f,  i)i:  MAiiir;MATiQi;r;s  s!>i';ciAi-fs  2:21 

107.  La  transformation  de  Mac-Laurin.  Avnnf, 
do  considérer,  coninic  nous  on  avons  riiilcnljon,  lo  trident 
do  Nowton,  la  sor- 
pontiuc  et  la  courho 
d'Aguosi,  nous  do- 
vons  diro  ({uelquos 
mots  do  la  transfor- 
mation do  Mac-Lau- 
rin ('),  parce  quiuious 
déduirons  de  celle-ci 
la  construction  de  ces 
courbes  par  points 
et  par  tangentes. 

Imaginons  une 
courbe  quelconque  U 
et  deux  points  fixes 

A  et  B  ;  soit  M  un  point  de  U.  Joignons  MA,  puis  menons  BI 
parallèlement  à  AM; 

enfin  traçons   MI   pa-  xj, 

rallèle  à  une  droite 
fixe  kz.  Nous  obte- 
nons ainsi  un  point  I, 
et  le  lieu  décrit  par 
ce  point  est  une  cour- 
be V,  transformée  de 
la  courbe  U. 

Nous  allons  montrer 
que  l'on  peut  très 
simplement  obtenir  la 
tangente    à  la  courbe 


F/.7.  sn. 


Fi  g.  s: 


V  au  point  I. 
Considérons  deux  positions  voisines  du  tracé  précédent  et 


[" I  Celte  transformation  a  été  récemment  développée  par  M.  Scboate 
dans  un  mémoire  publié  en  1885  au  tome  XX  des  Archives  Néerlandaises 
et  intitulé  :  Sur  la  construction  des  courbes  unicursales  par  points  et  par  tan- 
(jeiUes.  Nous  devons  njoiiter  que  la  transformation  que  nous  utilisons 
ici  n'est  qu'un  cas  très  particulier  de  celle  qui  a  été  étudiée  par 
M.  Schoute,  dans  le  travail  cité. 
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l)ioiont^conR  les  droites  BI,  BT  jusqu'à  ce  qu'elles  rencon- 
trout  kz  aux  points  C  et  C,  puis  prenons 

BD  r=  IG  =  MA ,        BD'  r=  TC  =  M'A. 
Les  deux  triangles  MAM',  BDD'  sont  égaux  ;  d'aufre  part 
DD'  et  ir  sont  deux  transversales  réciproques  du  triangle  BCC 
et  l'on  est  ainsi  conduit  à  la  remarque  suivante  : 

Soit  MT  la  tangente  à  la  courbe  U  au  point  M  ;  ayant  pris 
BD  =  MA  on  mène  1)0  parallèle  h  MT  jusqu'à  sa  rencontre 
en  0  avez  A2  ;  soit  û'  le  syirctrique  de  0  par  rapport  à  G, 
O'I  est  la  tangente  demaiidée. 

Voici  une  autre  transformation  des  courbes,  iransformation 
dont  nous  avons  déjà  parlé  (*)  et  qui  constitue  encore  un  cas 
particulier  intéressant  de  celle  de  Mac-Laurin. 

Prenons  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oij  et,  sur  Ox,  un  point 

fixe  A;  soit  U  la 
courbe  que  nous  vou- 
lons transformer.  A 
cet  efTet,  prenons  sur 
U  un  point  M  ;  menons 
MI  parallèle  à  Oy  et, 
par  le  point  de  ren- 
contre B  de  A  M  avec 
Oy,  une  parallèle  BI 
à  Ox  ;  le  point  I  cor- 
respond ainsi  au  point 
pi^  gg  M  et  en  appelant  :  a?, 

y  les  coordonnées  de 
M  ;  X,  Y  celles  de  I,  les  formules  de  transformation  sont 

.X  +  a 


x  =  X, 


y 


a 


(1) 


Nous  allons  démontrer  que  la  tangente  en  M  à  la  courbe  U, 
la  droite  BG  et  la  tangente  en  I  au  lieu  décrit  par  ce  point, 
sont  trois  droites  concourantes  (-■*). 

(*)  Journal,  1883,   p.  l'J9. 

[**]  Getlo  remarquable  construction  nous  a  été  indiquée  par  M.  Gode- 

froy,  arcliitccteà  Amsterdam, et  elle  peut  être  considérée  comme  la  con- 

*    si'quence  immédiate  de  celle  que  M.  d'Ocagne  a  donnée  {loc.  cit.,  p.  265); 

elle  résulte  aussi,  si  Ton  veut,  de  considérations  qui  s'appliquent  à  toutes 
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Appelions  ;,  7)  l(^s  coordoiiiiocs  courantes;  les  (M|ii;ilioiis  de, 
MT  («(,  (le  IT  soiil. 

^-■"  =  ,&— -^       ■n-Y  =  S(;-X).     (2) 

Les  rorniulcs  (1)  donnont 

dx  =  dX,        (t{d!/ —  (lY)  =  xdY  +  Ydx  (3) 

Des  formules  (2)  et  (3),  ou  tléduil,  par  combinaison 
T.a;  4-  ^;Y  =  2xY  +  a(Y  —  ?/) 
ou,  eu  tenant  compte  do  la  seconde  (brniule  (1), 

Cotte  dernière  égalité  prouve  que  les  deux  tangentes  con- 
sidérées se  coupent  sur  la  droite  BC. 

Les  principes  ([uc  nous  venons  d'établir  vont  s'appliquer 
maintenant,  comme  on  va  le  voir,  à  trois  des  cubiques 
remarquables  que  nous  avons  en  vue. 

108.  La  Serpentine.  —  Imaginons  deux  points  fixes 


Fifj.  80. 


0,  0'  et  une  droite  A  parallèle  à  00';  si  nous  effectuons  la 
construction  (i,  2,  3,  4  ;  /^r/.  89)  le  lieu  décrit  par  le  point  I 


les  courbes  déduites,  d'une  courbe  donnc'e,  par  la  transformation  de 
Mac-Laurin.  Mais,  pour  ne  pas  entrer  dans  ces  considérations  géné- 
rales, nous  donnons  ici  une  dcaionstration  directe  du  cas  particulier 
dont  nous  avons  besoin. 
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est  une  cubique  à  laquelle  Newton,  pour  rappeler  sa  forme, 
donnait  le  nom  de  Serpentine. 
En  appelant  a*,  y,  les  coordonnées  du  point  I  et  en  posant 
OH  =  d,        00'  =  d',        BOO'  =  a, 
on  a 

X  =  d  cotg  a,         y  =  d'  sin  a  cos  a. 
Cette  dernière  relation  peut  s'écrire 

y(sin^  a  -\-  cos'^  a)  =  d'  sin  a  cos  a; 
l'équation  du  lieu  est  donc 

y(x^  +  d"")  =  dd'x. 
La    figure   ci-dessus   rappelle    la  forme  de    la   courbe;  la 
tangente    au  point  I    a  été  tracée   en  appliquant   l'élégante 
construction  de  M.  Godefroy. 


109.  Le  trident  de  Ne'wton.  —  Cette  courbe  est  une 
cubique  possédant  un  point  double  à  l'infini  et,  parmi  les 
cubiques  de  cette  espèce,  celle-ci  est  caractérisée  par  ce  fait 
que  son  équation,  lorsqu'on  choisit  convenablement  les  axes 
de  coordonnées,  est 

U 

^  =  v' 

u  et  V  désignant  des  fonctions  entières  de  x\  la  première, 

du  troisième  degré;  l'autre,  du  pre- 
mier degré.  Il  y  a,  naturellement, 
au  point  de  vue  de  la  sinuosité,  plu- 
sieurs formes  de  trident,  suivant  le 
nombre  des  tangentes  réelles  que  l'on 
peut  mener  à  la  courbe  parallèlement 
à  l'axe  OoC;  mais  nous  n'avons  à  nous 
préoccuper  ici  que  de  la  construction 
du  trident  par  points  et  par  tangentes. 
Voici,  parmi  beaucoup  d'autres,  une 
génération  que  nous  voulons  indiquera 
cause  de  sa  grande  simplicité,  mais  elle 
ne  conduit  qu'à  un  trident  particulier. 
Autour  d'un  point  fixe  M  on  fait  tourner  une  transversale 

qui  rencontre  les  axes  de  coordonnées  Ox,  Oy  aux  points  A,  B; 

la  construction  (i ,  2,  3  ;  fig.  00)  conduit  à  un  certain  pointl. 


Fi;j.  !)0. 


JOUUNAI-   l)K    MATm^lMATFQIIKS    SPl';C[Ar-ES 


22o 


Eu  (lcsii>nant  \)i\v   y.,  p    les  coorduiiiices   du   point  M,   on 
trouve  ([ue  le  lieu  décrit  par  I  (;st  une  courl)e  r(;ixresentée  pnr 

^   _  X  I  (.«  -  g)''  +  f-/  j  _ 
/  f.(.r-a) 

c'est  l'équation  d'un  trident,  dans  un  cas  particulier. 

Mais  voici  une  génération  qui  donne  le  trident,  en  prenant 
le  nu)t  dans  le 

sens      général      >-  '  '     '^^ 

que  nous  avons 

indiqué  tout  à         ^  ^^^^       '        '^^ 

l'heure. 

Considérons 
une  parabole  P 
rapportée  à  son 
axe  0//  et  à  sa 
tangente  prin- 
ci  p  a  1  e  Oic  ; 
soient    A     un  ^'^-  ''' 

point  pris  sur  l'axe,  B  un  point  fixe  donné  sur  la  corde  prin- 
cipale du  point  A;  effectuons  la  construction  (i,  2,  3;  f\(j.  91) 
et  cherchons  le  lieu  du  point  I. 

Soient  x\  y'  les  coordonnées  du  point  M;  en  posant 
OA  =  h,  AB  =  a, 

l'équalion  de  BI  est 


!/ 

M 

1 

i 

A 

y 

B 

/    \^ 

\<3 

^ 

oc 

y  -~b  = 


y 


■(x  —  a). 


X 

Comme  on  a  x  =  x' 

et  cc'2  =:  2py\ 

l'élimination  de  x'  et  de  tf  entre  ces  trois  équations  donne, 
pour  l'équation  du  lieu  décrit  par  le  point  I, 

x-^  —  ax"^  -j-  2abp 


y  = 


2pX 


(1) 


Mais    il  importe    de   montrer  que    tout   trident  peut   être 
engendré  par  ce  procédé. 
Considérons  à  cet  effet  l'équation  générale  des  tridents 

y  = 7zrr~. '  (^  ^^  ^^  ^  ^) 


mx-}-n 
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Si  nous  transpoiious  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes 
au  moyen  des  formules 

n 


x  +  -  =  X 
m 


l'équation  précédente  devient 

AX3  +  B'X2+  G'X+D' 

^-^= ^^x ' 

et  si  nous  disposons  de  X  par  l'égalité 

G'  +  hn  ^  o, 
nous  avons  finalement,  dans  ce  système  d'axes,   Téquation 
du  trident  sous  la  forme 

ax3  +  b^x^+_d;^  ^^^ 


Y  = 


mX 


Nous  pourrons  donc  identifier  les  équations  (1)  et  (2)  et  il 
est  ainsi  démontré  que  la  génération  par  points,  que  nous 
venons  de  donner,  convient  à  tous  les  tridents. 

Comme  nous  savons  construire  une  parabole,  par  points 

et  par  tangentes,  au 
moyen  de  la  règle  et 
de  l'équerre,  nous 
pouvons  donc  aussi, 
par  application  de  la 
règle  donnée  dans 
un  paragraphe  pré- 
cédent, construire  le 
trident  par  points  et 
par  tangentes. 

110.  La  courbe 
d'Agnesi.  —  Cette 
courbe,  comme  les 
précédentes,  nous  a 
déjà  occupé  (*)  (loc. 
cit.);  nous  ne  la  signalons  ici  que  pour  compléter  cette 
série  de  cubiques  remarquables  et  pour  faire  observer  qu'on 


Fifj.  92. 


[*]  On  trouvera  {Journal,  188'},  pp.  154  et  200)  quelques  développements 
et  certains  détails  bibliographiques  sur  ces  trois  courbes. 
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pont  la  construire,  i)ar  points  ot  par  (aniçcnt(3S,  sans  autre 
inshumonl   que  la  rri^lo  ot  l'cquorrc;. 

SoicMit  (),  0',  0"  trois  points  vn  lii^no  droit*;  ot  tels  que; 
O'O  =  00".  Si  nous  cfroctuons  la  construction  (i,  2,  3,  4; 
/?//.  fl2).  lo  lieu  (lu  point  I  est  une  couihe  d'Airnesi. 

En  élevant  au  point  M  une  perpendiculaire  MT  à  OM  jusqu'à 
sa  rencontre  en  T  avec  BC,  la  droite  ÏI,  d'après  la  remarque 
de  M.  Godefroy,  ét;\blieplus  haut,  est  la  tangente  cherchée. 


111.  Les  cubiques  unicursales  générales.  —  Voici, 
pour  faire  un  dernier  emprunt  à  l'intéressant  mémoire  de 
^I.  Schoutc,  une  description  par  points  et  par  tangentes  qui 
\  ermet  de  tracer  les  cubiques  unicursales  droites. 

Prenons  quatre  points  en   ligne    droite   A,  B,  G,  D,  puis 
effectuons  la  construction  (1,2, 
3,    4;    fîg.   93)    dans    laquelle, 
bien  entendu,  les  droites  MB  et 

MD  sont  rectangulaires.  Si  nous  ^\\     ,^^'' 

posons  : 

AB  =  a,      kG  =  b,        BD  =  c; 
CI   =p,     ICD  =  to,     MBD=a. 

Nous  avons 

a  tg  y.  =  b  tg  03, 
et 

c  cos'^  y.  =  0  cos  (0  -j-  6  —  a. 

L'élimination  de  a  entre  ces. deux  équations  donne 

cûc 
p  cos  oy  =  a  —  b  -\ ; 

ou,  en  coordonnées  cartésiennes, 

x{a'-x^  +  b^y^)  =  {a  +  c  —  bja^x''  -f  '{a  —  b)bY- 

C'est  l'équation  générale  des  cubiques  unicursales  droites, 
quand  on  prend  :  1^  pour  origine,  le  point  double,  S''  pour 
axe  des  x,  l'axe  de  symétrie. 

En  faisant  varier  la  disposition  des  points  A,  B,  C,  D  on 
peut  ainsi  décrire  un  grand  nombre  de  cubiques  remar- 
quables. 

La  tangente  au  lieu  décrit  par  le  point  I  se  détermine  très 
simplement  en  observant,  avec  M.  Godefroy,  que  les   tan- 


Fig.  93. 
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gentes  en  M  et  I  aux  lieux  décrits  par  ces  points  se  coupent 
sur  la  droite  NH.  Cette  propriété  peut  s'établir  par  des 
considérations  géométriques  comme  celles  qui  sont  dévelop- 
pées dans  le  mémoire  de  M.  Schoute,  ou  direclement,  en 
suivant  la  mélhode  que  nous  avons  indiquée  plus  haut,  dans 


un  cas  analogue. 


112.  Les  cubiques  simples.  —  Nous  désignerons 
ainsi  celles  qui,  dans  un  système  convenable  de  coordonnées 
cartésieunes  rectangulaires,  peuvent  être  représentées  par 
une  équation  aussi  simple  que  possible,  c'est-à-dire  par  une 
équation  binôme. 

Il  n'existe  que  trois  cubiques  simples  correspondant  aux 
équations  : 

x^  —  hy^  r=  o,  (A) 

x^  —  h'ij  =  o,  (B) 

xy^  —  h'  =  o.  (G) 

La  première  est  constituée  par  deux  bras  paraboliques  et 
elle  présente  à  l'origine  un  point  de  rebroussement;  la  deu- 
xième est  formée  de  deux  bras  paraboliques  présentant  une 
inflexion  à  l'origine,  point  qui  est  centre  de  la  courbe.  Ce 
sont  les  deux  cubiques  simples  paraboliques. 

Quant  à  la  troisième  elle  alîecte  la  forme  de  deux  branches 
hyperboliques  asymptotes  aux  axes  de  coordonnées;  elle 
admet  un  point  de  rebroussement  à  l'infini   dans  la   direc- 

tipn  Ox;  c'est  la  cubique  simple 
hyperbolique. 

113.  Cubique  simple 
parabolique  à  point  de 
rebroussement.  —  Prenons 
un  angle  droit  yox,  une  droite 
A  parallèle  à  oy,  puis  effec- 
tuons  la    construction    (i,    2,   3, 

4;  fig-  94). 

En  posant  OC  ==i  h,   BOa:  =  a,  on  a  immédiatement 

X  =  h  cotg^  a, 
—  y  =  h  cotg^  a. 


Fig.  94, 
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I/c'(|uation  du  lieu  clccrit  par  lo  point  I   est  donc 

.r-"'  —  Inf  (*).  (A) 

Tracé  de  lu  I (ingénie.  —  Pre- 
nons lin  point  M  {.r,  y)  sur  la 
courbe  (A);  l'cqualion  de  la  l;in- 
gente  eu  ce  point  est 

3Xx^  —  2//?/Y  —  Inf  =  G, 

3X       2Y  .  , 

ou I  =  o.       (a) 

X         y 

D'une  façon  générale,  on  peut 

observer  que  si   l'équation  d'une 

courbe  est 

£CP  =  ky^,  Vig.  95. 

celle  de  la  tangente  au  point  (x,  y)  est 

L'équation  (a)  étant 
vérifiée    par    X   =   o,   Y 

=z  —  -,  on  voit  que  la  tan- 

2 

gente  à   (A)    s'obtient   en 

PO 

prenant  OQ  =  —    et    en ---' 


joignant  le  point  Q  au  point 
M  considéré  sur  la  courbe. 

114.  Cubique  simple 
parabolique  à  centre. 

—  Imaginons  une  liyper- 
bole    équilatère    H,     rap- 
portée   à   ses  asymptotes  ;  p^^  qq 
prenons  sur  H  un  point  J, 
joignons  OJ,  élevons  01    perpendiculaire   à   OJ   et    menons 


(*)  Cette  parabole  cubique  a  été  quelquefois  désignée  par  l'épithète 
de  parabole  Neilienne,  du  nom  du  géomètre  Guillaume  Neil  qui  la  signala 
comme  une  courbe  rectifiable  parce  que  son  équation  vérifiait  les  rela- 
tions diÊférentielles  indiquées  par  Wallis  pour  ces  sortes  de  courbes 
[Nouvelles  Annales,  184/(,  p.  423). 
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enfin   par  J   une   parallèle   a  Ox.   Nous  obtenons   ainsi  un 
point  I  (X,  Y)  qui  correspond  au  point  J(x,  y),  et  les  coor- 
données de  ces  points  vérifient  les  relations 
^  =  X,  yY  -\-X^  =  o. 

D'après    cela,  à  l'hyperbole  H  représentée    par  l'équation 

xf/  -\-  h^  =  o, 
cette  transformation  fait   correspondre  une  courbe  U    dont 
l'équation  est 

X'^  =  h^Y. 
On  décrira  donc  l'hy^ierbolc  équilatère,  point  par  point, 
par  l'un  des  procédés  connus  et  qui  n'exigent  que  l'emploi 
de  la  règle  et  de  l'équerre,  puis  on  complétera  la  construction 
en  passant  du  point  J  au  point  I,  comme  on  vient  de  l'in- 
diquer. 
En  appliquant  la  formule  (T),  dans  laquelle  on  fait 

p=z3,         q=  \, 
on  a 

En  prenant  OQ  =  2PO,     QI  est  la  tangente  en  I. 

115.  Cubique  simple  hyperbolique.  —  Prenons  un 


Ficj.  97. 


Fig.  98. 


angle  droit  yOx  et  une  droite  A  parallèle  à  0//.  puis  effectuons 
la  construction  (i,  2,  3,  4,  5  ;  fig,  97)  qui  conduit  à  un  certain 
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poiiil,   I.  VjU  posaiil,  OA  =  //,  le   lien   (h;  I  (;sL  reprcsentc  p;ii- 
réqiuitioii 

L'cij[ualioii  (T)  appli([Li6c  à  cet  cxciuplt.',   dans  1c([ii(j1  ou  a 

donne 

h  2  —  =  3. 

X  ij 

D'après  cela,  I  étant  le  point  donné  sur  la  courbe  (jUi.  98), 
si  l'on  projette  ce  point  ou  C  sur  01)  et  si  l'on  prend 
CB  =  2OC,  BI  est  la  tangente  à  la  courbe. 

116.  ReMxVrque.  —  Les  cubiques  simples  que  nous  venons 
de  considérer  se  prêtent  remarquablement  bien  à  la  solution 
du  problème  que  nous  avons  examiné  plus  baut  et  qui  est 
relatif  à  la  duplication  du  cube. 

Si  dans  les  équations  : 

x-^  =  hij\  x^  =  h'y,  xf  —  h\ 

on  fait,  respectivement, 


y 

x  =  - 


k     on  trouve,  en  effet, 

ay^  =z  2/1^,  x'^  =  2/i^  y^  =  2/1^. 


(A  suiv7'e.) 


LA  QUESTION  199  ET  L'HYPERBOLE  DE  KIEPERT 

La  question  199  proposée  dans  le  numéro  de  juillet  n'est 
pas  nouvelle,  comme  nous  le  fait  observer  M.  Lemoine,  qui 
nous  écrit  à  ce  sujet  et  nous  dit:  «  C'est  la  définition  même  du 
lieu  étudié  depuis  sous  le  nom  d'hyperbole  de  Kiepert  (*)  et 
qui  a  été  proposé  (Nouvelles  Annales,  18t)9,  p.  40-4^)  dans  la 
forme  suivante  :  *S/,  sur  les  côtés  d'un  triangle  ABC  on  décrit  les 

[*)  Voici,  ù  notre  connaissance,   les  travaux  auxquels  a  donné   lieu 
cette  remarquable  conique  : 
1°  Lemoine  [Annuaire  ds  V Association  française,  Lyon  1873    p.  94); 
2°  Brocard  [J .  M.  S.;  1884,  p.  197  et  1885,  p.  12); 
3"  Neuberg  et  Lemoine  {Mathesis,  188G,  p.  74).  La  conique  considérée 
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trois  triangles  BA'G,  BG'A,  AB'G  isoscèles  semblables  (ces  trian- 
gles étant  tournés  tous  les  trois  vers  Vintérieur  de  ABC  ou 
tous  les  trois  vers  V  extérieur)  les  droites  A  A',  BB',  GC  se 
coupent  en  un  point  M  qui  décrit  l'hyperbole  en  question. 

Or,  des  triangles  isoscèles  semblables  ont  évidemment  des 
hauteurs  proportionnelles  aux  côtés  ;  ce  qui  donne  la  forme 
de  la  question  199. 

Quant  à  la  valeur  de  k  (*)  pour  laquelle  les  trois  droites 
AA*",  BB',  GG'  sont  parallèles,  on  la  trouve  en  cherchant  l'in- 
tersection de  l'hyperbole  de  Kiepert  avec  la  droite  de  l'infini 
et  l'on  trouve 

>e\  f^  =■  -  (cotg  a  +  v/  cotg-2  a  —  3)  j 

a  désignant  l'angle  de  Brocard  (**).  » 

L'identité  de  la  question  199  avec  celle  des  Nouvelles 
Annales  rappelée  ci-dessus  nous  avait  échappé,  bien  que,  par 
suite  de  recherches  personnelles  sur  l'hyperbole  de  Kiepert, 
cette  conique  était,  en  ce  moment,  présente  à  notre  pensée. 

Voici  quelques-uns  des  résultats  auxquels  nous  venons  de 
faire  allusion. 

Prenons  un  triangle  ABC  et  posons-nous  la  question  suivante  : 

Trouver  le  lieu  d'un  point  I  sachant  que  son  réciproque  Iq  et 
son  inverse  l^  sont  en  ligne  droite  avec  lui. 


dans  cet  article  est  représentée  par  des  coordonnées  normales;  mais,  en 
prenant  des  coordonnées  barycentriques,  on  a  la  conique  de  Kiepert; 

4°  Neuberg  (/.  M.  S.,  1886,  p.  73); 

5°  Lemoine  [Annuaire  de  Grenoble,  1885,  et  Mathesis,  supplément  du 
numéro  de  mai  1886); 

6»  Voyez  aussi  une  petite  note  sur  le  centre  de  la  conique  de  Kiepert 
(J.  M.  S.,  1886,  p.  77). 

(*)  Le  nombre  k  dans  l'énoncé  de  la  question  199  représente  le  rap- 
port delà  hauteur  A'II,  d'un  des  triangles  isoscèles  considérés, à  la  base 
correspondante  BG. 

(**)  La  question  199,  telle^  qu'elle  a  été  proposée  par  M.  Boutin,  n'en 
donne  pas  moins  lieu  à  un  excellent  exercice  de  calcul  ;  la  lettre  de  M.  Le- 
moine nous  dispense  naturellement  d'en  publier  une  solution,  puisqu'elle 
constitue  la  meilleure  des  réponses  que  pouvait  soulever  celte  question  ; 
mais  nous  engageons  les  élèves  à  la  traiter,  à  titre  d'exercice,  et  à 
vérifier,  sur  le  résultat  qu'ils  trouveront,  les  propriétés  que  nous  signa- 
lons plus  loin. 


.l(>l:u^Al,  i)i:  m  \tiii;m  \ri(^ui;s  si'Kcîalks 
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Soient    a,  p,   y  l(;s    coorilounocs  do   I  ;   celles    de    I^,    sont 

III  d'^      b'^  c^ 

-  '    -  j    -;  et  celles  de  I,  —  ^     —  ?  —  ;  si  !es  trois  ])oints  sont 

a        ji         y'     ^  y.  [ii  y'  ^ 

en  ligne  droite  nous  devons  avoir 


a 

r^ 

I 

I 

a 

ï 

(}  - 

h-' 

a 

7^ 

=  0, 


ou 

Sa2(6'^  —  c^j  —  o.  (r) 

La  conique  F  qui  correspond  à  cette  équation  passe  :  1^  par 
le  centre  de  gravité  de  ABC  (i,  i,  i);  2"^  par  les  points 
adjoints  ( —  i,  i,  i  ),  (t, —  i,  t  ),  (i,  i, —  i);  c'est-à-dire 
pai  les  sommets  A"B"G"  du  triangle  anti-complémentaire  de 
ABC  (*)  ;  3'^  par  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC 
{(i,  b,  c)  et  par  ses  adjoints. 

En  général  lorsqu'une  conique  F  est  autopolaire  à  un 
triangle  ABC,  elle  ne  peut  passer  par  un  point  sans  passer 
par  ses  adjoints. 

On  peut  vérifier  l'identité  du  lieu  que  nous  venons  de  trou- 


(*)  En  se  reportant  à  la  notion  des  points  complémentaires  et  anti- 
complémentaires dont  nous  avons  parlé  précédemment  (J.  M.  S.,  1886, 
p.  79,  et  J.  M.  É.,  1886,  p.  131),  il  est  naturel  d'appeler  triangle  complé- 
mentaire d'un  triangle  donné  ABC  celui  qu'on  obtient  en  joignant  les 
milieux  A'B'C  d'un  triangle  donné  et  triangle  anti-complémentaire  la 
figure  A"B"G"  obtenue  en  menant  par  les  sommets  de  ABC  des  parallèles 
à  ses  côtés. 

Je  profite  de  cette  occasion  pour  faire  une  rectification  bibliographique 
relative  aux  points  complémentaires. 

Comme  je  l'ai  dit  (./.  M.  É.,  p.  131),  c'est  dans  le  numéro  d'octobre 
1885  des  Archives  de  Grunert  que  j'ai  rencontre  cette  notion  des  points 
complémentaires.  Mais  une  lettre  de  M.  Neuberg,  que  j'ai  reçue  derniè- 
rement, m'apprend  que  l'idée  des  points  complémentaires  remonte  à 
Nagel  et,  dans  le  tome  XLII  des  Archives  de  Grunert^  Reuchle  a  introduit 
le  terme  commode  de  couple  de  Nagel  pour  désigner  l'ensemble  formé 
par  un  point  et  son  complémentaire. 

Dans  cette  lettre,  M.  Neuberg  ajoute  c  les  termes  points  complémen- 
taires et  anti-complémentdires  sont  très  bien  choisis  et  ils  se  prêtent  com- 
modément à  désigner  d'autres  choses  qui  s'y  rattachent  ;  telles  sont  les 
figures  complémentaires  et  anti-3omplémentaires.,.  »  Les  termes  de 
triangle  comph'mentaire  et  anti-complémentaire  que  je  propose  ici  se 
rattachent  à  cette  terminologie. 
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ver  avec  l'hyperbole  de  Kiepert,  soit  en  s'assiirant  que 
ces  deux  coniques  ont  plus  de  quatre  points  communs  (et 
ceci  résulte  de  ce  qui  précède),  soit  en  cherchant  la  figure 
complémentaire  de  T.  Dans  cette  transformation,  l'équation 
précédente  devient 

s(?  +  y  —  o^)'(^'  —  c')  =  o, 

ou 

S(3y(^>2  _  c2)  — o; 

c'est  l'équation  ordinaire  de  la  conique  de  Kiepert.  On  con- 
clut de  là  que  l'équation  (F)  représente  laconique  de  Kiepert 
V    du  triangle  A"J3"(T'. 

L'équation  (F)  met  encore  en  évidence  quatre  points  de  la 
conique  de  Kiei)ert. 

On  a  en  elïet 

^  cos-  A(/^2  _  c^)  ^  S(i  —  sin2  A.){b^  —  c^), 
=  ^b^  —  6*2)  —  H  sin^  A(62  —  c^)  :=  H  sin^  A(c2  —  b'). 

De  celte  remarque,  il  résulte  que  le  point  U 
(cos  A,       cos  B,       cos  G) 
et  ses  adjoints  appartiennent  à  la  conique  en  question. 

Ce  point  U  a  déjà  été  signalé  {Mathésis,  1886,  p.  74),  c'est 
le  même  que  celui  qui  a  pour  coordonnées  normales 

cotg  A,       cotg  B,       cotg  G  ; 
voici  d'ailleurs  comment  on  arrive,  assez  simplement,  à  la  con- 
struction de  U. 

Soit  H  Vorthocentre  de  ABC  ;  la  bissectrice  de  BHG  rencontre 
BG  en  A^,  soit  k^  Visotomiquede  A^;  les  trois  droites  AAj  con- 
courent au  point  \J,  etc. 

M.  Lemoine  au  congrès  de  Grenoble  a  signalé  la  propriété 
de  l'hyperbole  de  Kiepert  de  passer  par  le  centre  de  gravité 
du  périmètre  de  A"B"G",  point  qui  se  confond,  comme  l'on 
sait,  avec  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABG.  Les 
seuls  faits  qui  sont  peut-être  nouveaux,  dans  cette  njte, sont 
ceux  qui  peuvent  se  résumer  ainsi  : 

La  conique  de  Kiepert  d'un  triangle  ABG  est  autopolaire  au 
triangle  complémentaire  A'B'C;  elle  jouit  de  la  propriété  que 
tout  point  pris  sur  la  courbe  est  en  ligne  droite  avec  son  réci- 
proque et  son  inverse,  relativement  à  A'^G'-  KHe  passe  (sans 
compter  les  points  signalés  par  MM.  Brocard,    Lemoine  et 
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Nciiborg  )  /htr  les  centres  des  cercles  ex-inscrits  au  Irianf/lc 
A'H'd',  par  le  point  U,  ci-dessus  défini,  et  par  ses  adjoints,  rela- 
tivement à  A'B'C/. 

G.  L. 


CORRESPONDANCE 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Tarry. 

Alger,  31  juillet  1880. 

. . .  Je  VOUS  remercie  beaucoup  de  l'envoi  de  votre  mémoire 
sur  un  nouveau  cercle  remarquable... 

Je  l'ai  lu  avec  le  plus  vif  intérêt,  d'autant  plus  que  votre 
manière  d'envisager  les  cercles  qui  appartiennent  au  plan 
d'un  triangle  a  beaucoup  d'analogie  avec  ma  manière  exposée 
dans  Mathésis. 

En  effet;  en  prenant 

u  =  f(ci,  b,  c),  V  =  f{b,  c,  a),  w  =  f{c,  a,  6), 

vous  obtenez  un  cercle  remarquable,  associé  au  triangle.  De 
cette  mine  vous  avez  extrait  le  cercle  A. 

Dans  ma  méthode,  k,  v,  iv,  pourraient  représenter  des 
lignes  homologues  de  trois  figures  semblables,  auxquelles 
correspond  un  cercle  de  similitude  également   remarquable. 

Si  u,  V,  10  sont  les  côtés  mômes  du  triangle,  le  cercle 
considéré  est  le  cercle  de  Brocard. 

11  est  à  remarquer  en  outre  que  dans  nos  études  le  cercle 
circonscrit  et  le  cercle  des  neufs  points  interviennent. 

U  y  a  certainement  beaucoup  de  rapports  entre  nos 
méthodes. 

La  vôtre  est  analytique  et  la  mienne  géométrique  :  les 
avantages  et  les  inconvénients  s'équilibrent. 

Ne  m'occupant  absolument  que  de  géométrie  pure,  je  me 
suis  naturellement  amusé  à  chercher  les  démonstrations 
géométriques  de  quelques-uns  de  vos  théorèmes. 

Comme  il  peut  vous  être  agréable  de  les  connaître,  je  vais 
vous  les  communiquer,  ces  observations  n'ayant  peut-être 
pas  été  faites,  malgré  leur  simplicité. 
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i°  Construire  le  cercle  conjugué  du  triangle  ABC. 

^  Soit  0  l'orlhoccntre. 

,  A\  ;  On  a 

/;\  /  OA.OA' _.  OB.OB' 

l 

Si  donc  du  centre  0  on 
décrit  un  cercle  de  rayon  p, 
ce  cercle  sera  conjugue  au 
triangle. 

En  effet  AA'  est  perpen- 
diculaire à  BC  ;  A;  A'  sont 
des    points    conjugués    par 
rapport  à  ce  cercle,  et  en  ligne  droite  avec  0  ;    par  consé- 
quent, le  sommet  A  est  le  pôle  du  côté  opposé  BC. 
On  voit  aisément  que  l'on  a  les  égalités  suivantes: 
OA'  ==  —  2R  ces  A,  OA  =--  2R  cos  B  cos  G, 

d'où  OA.OA'^r  p2  z=  —  4R2  cos  A  cos  B  cos  C. 

^^  Si  Von  considère  sur  un  des  côtés  BC  du  triangle  ABC  deux 
points  isotomiques  I,  Y  sur  BC,  le  cercle  A  est  orthogonal  au  cercle 
décrit  du  point  I  comme  centre,  avec  kV  pour  rayon. 

Soit  A"B"C"  le  triangle 
obtenu  en  menant  par  les 
sommets  du  triangle  ABC 
des  parallèles  aux  côtés 
opposés  ;  le  Iriaugle  anti- 
complémenlaire,  comme 
vous  l'appelez. 

On  a  évidemment  AF 
=  TA"  et  I  est  le  milieu 
de  A,A", 

Le  cercle  A  étant  le  cercle  conjugué  de  A"B"C",  coupe  A^A" 
en  deux  points  0,  T,  qui  divisent  harmoniquement  le  seg- 
ment AjA"  ;  on  a  donc 

IS.IT  =  TÂ^^  =  Ir'  (c.  Q.  F.  D.). 
Votre  méthode  générale  a  sur  la  mienne  l'avantage  incon- 
testable d'être  plus  générale  parce  qu'elle  est  analytique. 

Ainsi,  je  n'aurais  pas  trouvé  votre  cercle  par  ma  méthode 
et  vous  pourriez  trouver  les  miens  par  la  vôtre. 


B" 


A/ 

cV/^- 

-< 

.    B 

,^■^^^1 

'■/ 

/'-. 

'' 

Jk 

"'  -  - .  ^ 

A, 


C" 
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Il  csL  iiocossairo,  ])()iir  que  A  soit  réel,  (|iic  lo  point  O  toiiiho 
en  dehors  du  triangle,  ou  ([uc  l'un  des  angles  du  triangle 
soit  obtus. 

Si  les  trois  angles  sont  aigus,  OA.OA'  est  négatif,  (;t  le 
cercle  parait  ne  plus  exister  gconictriquement. 

Je  crois  être  parvenu  à  représenter  })ar  un  symbole  géo- 
métrique les  figures  imaginaires  ;  ou,  tout  au  moins,  les 
con  iqu  es  imag  in  aires . 

J'aurai  l'honneur  de  vous  adresser  un  mémoire,  actuelle- 
ment à  l'imprimerie  chez  Gauthier-Villars,  intitulé  :  Repré- 
sentation géométrique  des  coniques  et  quadriques  imaginaires. 

Voici  pour  le  cas  qui  nous  occupe  comment  je  représente 
le  cercle  conjugue  imaginaire,  quand  le  produit  OA.OA'  est 
négatif. 

Du  centre  0,  avec  un  rayon  égal  à  y/ —  OA.OA',  je  décris 
un  cercle  que  je  trace  en  rouge  (pour  le  distinguer  d'un  cercle 
réel  et  pour  marquer  ainsi  que  ce  cercle  est  un  pur  symbole). 

Ce  symbole  me  permet  de  trouver  toutes  les  propriétés  du 
cercle  imaginaire  qu'il  représente. 

Ainsi,*  la  polaire  d'un  point  E,  par  rapport  au  cercle  imagi- 
naire représenté  par  le  cercle  rouge,  est  la  polaire,  par  rap- 
port au  cercle  rouge  (supposé  réel),  du  point  E'  symétrique 
par  rapport  au  centre  du  cercle. 

Avec  cette  convention,  votre  droite  S  ne  disparait  pas  ;  elle 
est  la  polaire  par  rapport  au  cercle  rouge  du  point  symétrique 
du  centre  de  gravité  E  par  rapport  au  centre  du  cercle  rouge. 

Toute  conique  imaginaire  a  la  forme  d'une  ellipse  rouge, 
et  l'étude  du  cercle  A  se  prête  admirablement  à  la  démons- 
tration de  l'utilité  de  mon  mode  de  représentation... 


QUESTION  D'EXAMEN 


10.  — Équation  du  plan  tangent  pour  les  sur  faces  unicur  sale  s. 

Soient  u  Qiv  deux  paramètres  arbitraires  et  indépendants; 
les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  unicursale  sont 
X  =  f{u,  v\        y  =^  o{u,  v),        z  =  ^(w.,  v). 
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Los  équations  de  la  droite  qui  passe  par  les  points  x,  y,  z; 
X  -[-  (^i^y  y  -{-  ^y^  ^  -\-  ^^  sont 

X—x       Y  —  y       Z  —  z 


clx 


dy 


dz 


(1) 


D'autre  part,  en  désignant  par  ii  et  v  les  valeurs  des 
paramètres  qui  donnent  x,  y,  ^;  et  par  u  -{-  du,  v  -\-  dv  celles 
qui  correspondant  aux  valeurs  x  -\-  dx,  y  -\-  dy ,  z  ~\-  dz^  on  a  : 

dx  =  -—du  4-  -r-dv, 
du  do 


dy  =  Ir^u  +  x.^^' 


dv 
dz  =  y^du  -\-  ~di\ 


du 
d^ 
du  '"    '    dv 

formules  dans  lesquelles  du  et  dv  désignent  deux  infiniment 
petits  arbitraires  et  du  même  ordre  infinitésimal. 

Enfin,  si  Ton  désigne  par  —  la  valeur  commune  des  rap- 

ports  (1),  ceux-ci  pourront  s'écrire 

X—x  Y  —  y  Z  —  z  1 


--du  -{-  -rdv 
du  dv 


d'j^  d'^ 

—^du  +  -^do 
du  dv 


du  dv 


On  obtient  ainsi  trois  relations  linéaires  et  lioaiogènes,  par 
rapport  aux  paramétres  variables  X,  du,  dv;  le  lieu  décrit  par 
la  tangente  mobile  considérée  est  donc  le  plan  représenté  par 
l'équation 

X^x Y— y Z—z 
df         do        d'I 


du 

du 

du 

df 
dv 

f/9 
dv 

dh 
dv 

-—  G. 


(A  suivre.) 
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QUESTION   IS 

.Solution  i)ar  M.  [.don  Glkmknt,  61èvc  de  Malliématiqucs  spéciales 
au  Lycdc  de  Rouen  (*). 


Trouver  le  lieu  du  point  M  dont  la  distance  à  une  ligne  fixe  A 
est  dans  un  rapport  donné  avec  la  somme  ou  la  différence  de 
ses  distances  à  deux  points  fixes  A,  B. 

Pour  fixer  les  idées,  adoptons  le  cas  où  l'on  considt're  la 
somme  MA  +  MB. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  joignant  les  deux  points 
fixes,  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  à  A  menée  par 
le  milieu  de  AB. 

Soit  X  =  o  l'équation  de  A.  C  jnsidérons  un  point  M  du 
lieu  (de  coordonnées  a*,  y);  et  soit  2a  la  somme  des  dislances 
du  point  M  aux  points  A  et  B.  Si  l'on  pose  AB  =  2c,  le 
point  M  se  trouve  sur  l'ellipse  : 

-  (^Y  +  («'  —  c')aJ'  =  aH«'  —  ^'')- 
Soit  MP  la  distance  du  point  M  à  la  droite  CD  ;  on  a 

MP  =  2XX, 
X  étant  une  constante. 

Si  on  appelle  -  le  rapport  donné,  on  a  donc  ^^-^  =-y 
li  2  M         A; 

d'où 

a   =  /tX. 

Éliminant  a  entre  cette  relation  et  l'équation  de  la  conique, 

on  a  l'équation  du  lieu  du  point  M  : 

k^X^ . 7/2  -f-  (k^X^  —  c^)x^  =  k''X'(k^X'  —  c2).         (1) 

C'est  une  équation  du  quatiiëme  degré. 

Dans  le  cas  où  l'on  considère  la  diflerence  MA —  MB,  on 


[[*)  Celle  solulion  nous  a  élé  adressée  il  y  a  déjà  quelque  temps;  uous 
avons  lardé  à  la  publier  dans  respérancc.  qui  ne  s'eslpas  réalisée,  d'en 
recevoir  d'autres.  Celle  remarque  s'applique  à  plusieurs  solutions 
de  queslions  relativement  anciennes,  et  qui,  soit  dans  ce  Journal,  soit 
dans  le  Journal  de  M.  E.,  paraîtront  prochainement. 
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substitue  à  l'ellipse  que  nous  avons  envisagée  tout  à  l'heure 
une  hyperbole  et  l'on  retrouve  l'équation  (i),  au  signe  près 
du  second  membre. 

La  discussion  de  cette  équation  générale  semble  offrir 
quelques  difficultés  ;  mais  on  pourra  facilement  construire 
la  courbe  (1),  en  supposant  que  A  est  parallèle  ou  perpendi- 
culaire à  AB. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


206.  —  L'ellipse  inscrite  au  triangle  ABC  ot  ayant  pour 
foyers  le  centre  de  gravité  et  le  point  K  de  Lemoinc,  touche 
les  côtés  en  des  points  a,  [3,  y,  tels  que  les  deux  segments 
Ba,  Ca  sont  proportionnels  aux  carrés  des  diamètres  des 
cercles  AKB,  AKC.  (F^.  Vigarié.) 

207.  — ■  On  donne  deux  droites  fixes  A,  A',  qui  se  cou- 
pent en  A,  et  un  point  B  sur  A.  D'un  point  C,  mobile  sur 
A',  on  abaisse  sur  A  une  perpendiculaire  qui  coupe  cette 
droite  en  G'.  A  partir  de  C,  on  porte  sur  A,  dans  un  sens 
déterminé,  une  longueur  CD  constante.  On  demande  : 

1<*  L'enveloppe  de  CD; 

2"  Le  lieu  du  point  G  d'intersection  de  CC  avec  ia  perpen- 
diculaire à  CD  issue  du  point  B. 

(Troille^  élève  au  lycée  de  Grenoble. j 

208.  —  Démontrer  que  l'expression 

v/7  +  v/2  +  v/3  +  ...  +  v/^"^ 

n\/n 

2 

tend  vers  ^y  quand  n  croît  indéfiniment.  (T.j 

3 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LOXGCHAMPS. 


IMPRIMEUti:   CENTKAl.K    DES   CHEMINS    DE    KEU.    —   IMIMiniEKlE   CHAIX. 
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RESOLUTION  DU  SYSTÈME 

DE    DEUX    INÉGALITÉS    DU    SECOND    DEGRE 
A    UNE    INCONNUE 

Pur  M.  K.  Laiticriiny,  professeur  au  Collège  Rollin. 
{Suite,  voir  p.  217.) 


Soit  P  =  x"^  -\-  px  -}-  q 

V'=x^  +  p'x-{-  c/, 

11  y  a  quatre  systèmes  d'inégalités  à  considérer,  selon  que 
P  et  P'  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires.  Rap- 
pelons que,  dans  ce  qui  suit,  on  suppose  que  l'on  a  />  ^  p\ 
ce  qui  est  permis. 

Premier  Système  :       P  ^  o,         P'  ^  o. 

(/'  —  (ï 
On  substitue  ~ ^  dans  l'un  des  trinômes  ;   supposons 

d'abord  que  le  résultat  de  cette  substitution  soit  jjosi H f. 

({  —  (t  p' 

Si  l'on  a "> ,  on  a  vu  que  l'ordre  de  grandeur 

P  —  V  2 

des  racines  était  donné  par  les  inégalités 

œ  <  a  <  p'  <  S. 
X  ne  pouvant  varier  entre  a  et  p  d'après  la  condition  P  ^  o, 
X  ne  peut  varier  que  de  —  ^   à  a  ou  de  j3  à  -(-  oo ,  et  dans 
ces  conditions  la  seconde  inégalité  étant  satisfaite,  la  solution 

du  système  est 

X  <^^.        ou        a?  ^  p. 

q^  —  q                                       p'  P 

Si  ' -,  est  compris  entre et  —  -  l'ordre  de  sfran* 

p  p  2  2  ^ 

deur  étant: 

a  <  [3  <  a'  <  [5' 

on  pourra  faire  varier  x  soit  de  —  oo   à  a  ;  soit  de  ^j  à   a', 

soit  de  fi'  à  +  ^  • 

Enfin,  SI  Ion  a    -,  <  —  -,  on  a  : 

p  —  p  2 

a'  <  3c  <  |5  <  [i'  ; 
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comme  dans  la  première  hypothèse,  la  solution  est 
X  <C^l        ou        ce  ">  6' 
Si,  au  contraire,  le  résultat  de  la  substitution  de  x^  est 
négatif,  l'ordre  de  grandeur  étant  indiqué  par  les  inégalités 

a  <  a   <  [5  <  f/, 
Ja  solution  du  système  est 

X  <  a         ou         x'^  {ù' 

Deuxième  Système  :  P  >>  o,  V  <<  o. 

La  substitution  de  a'i,  dans  l'un  des  trinômes  donnant  un 
i-ésultat  positif,  si  l'on  a 

P 
\^  i^i  >•  —  —  ;  l'ordre  de  grandeur  est  :  a  <<  ol  <.'  p'  <  p. 

Or,  pour  satisfaire  la  seconde  inégalité,  x  ne  doit  varier 
qu'entre  a!  et  f,  et  dans  cet  intervalle,  le  premier  trinôme 
serait  constamment  négatif  et  non  positif,  comme  la  question 
l'exige;  donc,  dans  ce  cas,  il  y  a  impossibilité  de  satisfaire 
à  ce  système;  en  d'autres  termes,  ces  deux  inégalités  sont 
contradictoires. 

p'                      P 
2«  Si  l'on  a  —  —  >  x'^  >• >   l'ordre    de   grandeur    des 

2  2 

racines  est  : 

a  <  [3  <  a'  <  ^\ 

donc  en  faisant  varier  x  entre  a'  et  fi",  les  deux  inégalités 

sont  satisfaites,  et  il  est  évident  que  c'est  la  seule  solution. 

P 
Enfin,  si  l'on  a  x^  <i ,  l'ordre  de  grandeur  des  quatre 

racines  est  :  a  <<  a  <^  (B  <^  f, 

X  ne  pouvant  être  compris  entre  a  et  (3  d'après  l'inégalité 

P  >  o,  on  voit  que  x  doit  varier  soitde  a'  à  a,  soit  de  p  à  f. 

Si,  au  contraire,  le  résultat  de  la  substitution  de  a:,  dans 
l'un  des  trinômes  est  négatif,  on  a  : 

a  <  a'  <  p  <  f. 

D'après  la  condition  P'  <<  o,  x  ne  peut  varier  que  de  a'  à 
&',  et  puisque  x  ne  peut  être  inférieur  à  p,  l'intervalle  com- 
pris de  a'  à  fv  doit  être  supprimé,  et  la  seule  solution  du 

système  est 

fi  <  a;  <  6'. 
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TuoisiÈME  Système  :  P  <^  o,     P'  <]  o. 

Eu  suivant  le  inônio  ordre  et  faiyaiil  les  luôines  raisoii- 
iiomeuts,  on  verra  racilement  que  les  solutions  sont  celles 
consignées  dans  le  tableau  ci-  dessous.  Cette  observation 
s'applique  au  quatrième  Sysléme  :  P  <C  o,     P'  >^  o. 


P=P'   et   7>f/ 


V  =^  X' -[-  ji  X  +  7  >  o 


<a;<a'ouj;>[5' 


r>o 

1>  <o 

a'<^.r-<a 
ou 


P'<0 


a<ic<p 


P<o 

P>o 


Illlp. 


n  — 7         p  . 

>  —  -<^a;<a  oua7>8 


Imp. 


a<£c<,3 


ou 


2        p — p  2 


^£C<<aou^>[5' 

ou 

p  <  a;  <  a' 


a'<oc<p' 


Imp. 


^<^<3 


>P' 


2^P — p' 


,  <ic<  a' ou  a7>ri' 


a<;a:;<<a 
ou 


a<a;<p 


linp. 


X<o 


x<Cot.  ou  x^[i 


P<J^<P' 


a<a:<3 


a<<oC-<a 


(^J  suivre.) 


GENERALITES  SUR  LA  GEOMETRIE  DU  TRIANGLE 

LES   POLNTS  réciproques   ET   LES    POTENTIELS  d'oRDRE  p 
Pai-  M.  Ci.  de  Ijoug^clianips. 

[Suile,  voir  p.  229.) 


LES    TRANSVERSALES    DANS    LA    GÉOMÉTRIE    DU   TRL\NGLE 

Les  idées  générales  que  nous  venons  d'exposer  peuvent 
s'appliquer,  avec  les  modifications  convenables  aux  trans- 
versales   d'un    triangle  de  référence,   associées  d'après  cer- 
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taines  lois  géométriques.  Lo  priiicipe  de  dualité,  pris  dans 
son  sens  le  plus  général,  trouve  ici  à  s'employer  de  mille 
façons  différentes  ;  mais  ce  que  nous  avançons  exige  peut- 
être  quelques  explications. 

25.  Correspondance  générale  de  deux  transver- 
sales.—  Imaginons  que  nous  sachions  faire  correspondre: 

1"  Un  point  M',  à  un  point  M  ;  2"  une  droite  y.,  à  un  point 
M  ;  et  réciproquement.  Dans  ces  conditions,  nous  pouvons 
faire  correspondre  :  à  une  droite  donnée  [x,  un  point  M  ;  à 
celui-ci  un  point  M'  ;  enfin,  à  ce  dernier  point  une  transver- 
sale [j'. 

En  jetant  sur  ces  constructions  une  vue  d'ensemble  nous 
voyons  donc  que  nous  pourrons  faire  correspondre  une  droite 
;/  à  une  droite  donnée  [x  toutes  les  fois  que  nous  saurons 
établir  une  correspondance  entre  deux  points  ;  et,  aussi,  entre 
un  point  et  une  droite.  Cette  correspondance  des  droites  la-,  ;/, 
une  fois  établie,  on  pourra  dégager  le  principe  de  transformation 
auquel  on  aboutit  ainsi,  des  idées  auxiliaires  qui  ont  servi 
à  le  trouver;  et;  finalement,  chercher  la  loi  de  correspondance 
qui  unit  directement  les  transversales  [m  et  [/. 

Nous  allons  mieux  faire  comprendre  ces  notions  générales 
en  les  appliquant  à  deux  exemples  bien  connus. 

26.  Transversales  réciproques.  —  Prenons  une 
droite  A  et  soit  M  le  point  harmoniquement  associé  ;  à  ce 
point  M,  correspond  son  réciproque  Mq  ;  enfin  à  Mq  corres- 
pond une  transversale  A^  harmoniquement  associée.  Ainsi,  ces 
principes  de  correspondance  entre  les  j)oints  réciproques 
d'une  pai  t,  et  les  points  et  droites  harmoniquement  associés 
d'autre  part,  conduisent  très  naturellement  à  l'association 
des  droites  A  et  Aq. 

Après  avoir  imaginé  ces  deux  droites,  déduites  l'une  de 
l'autre,  comme  nous  venons  de  l'expliquer,  on  peut  se  proposer 
de  dégager  la  correspondance  trouvée  des  principes  auxi- 
iaires  qui  ont  servi  à  l'établir  et  qui,  au  fond,  constituent 
une  évidente  supeiiluité. 

C'est  ainsi  quo,  dans  cet  exemple,  observant  que  les  droites 
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A,  Ao  coiipoiit  les  côtes  cii  dos  points  isotoiniqiios,  on  voit 
que  A  ol  Ao  ne  sont  autre  chos(^  ([ue  deux  transv(!rsal(;s  réci- 
proques, lesquell(^s  se  déduisent  directement  l'une  de  l'autre 
par  la  loi  connue. 

27.  Transversales  inverses.  —  Prenons  maintenant, 
au  lieu  de  la  correspondance  par  points  réciprof|ues,  la  cor- 
respondance par  ])oints  inverses  du  colonel  Mathieu. 

A  une  droite  A,  faisons  correspondre  un  point  harmonique- 
ment  associé  M;  prenons  ensuite  le  point  inverse  M' et  construi. 
sons  enfin  la  droite  A'  harmoniquement  associée  à  M';  nous 
obtenons  ainsi  deux  transversales  à,  A'  liées  l'une  à  l'autre 
comme  il  vient  d'être  dit.  Mais  ou  peut  établir  directement 
la  correspondance  de  A  avec  A'  de  la  manière  suivante. 

Appelons,  droites  isor/onaJes  (*)  deux  droites  qui,  partant 
d'un  sommet  A  d'un  triangle,  sont  symétriques  par  rapport 
aux  bissectrices  de  l'angle  formé  par  les  droites  AB  et  AC.  Si 
nous  considérons  une  transversale  A  rencontrant  les  côtés 
de  ABC  aux  points  M^,  M/,,  M^  les  isogonales  des  droites 
AMfl,  BMb,  CMc  coupent  les  côtés  du  triangle  en  trois 
points  Ma,  Mb,  Me  qui  sont  sur  une  droite  A'. 

Cette  droite  A',  déduite  de  A  par  cette  construction  géomé- 
trique simple  et  directe  est,  comme  on  le  vérifiera  sans  diffi- 
culté, celle  que  nous  avons  trouvée  plus  haut  par  un  procédé 
indirect  qui  faisait  intervenir  dans  la  construction,  tout  à 
la  fois,  la  notion  des  points  inverses,  et  celle  des  points  et 
droites  harmoniquement  associés.  On  obtient  donc  finalement 
entre  les  deux  droites  A,  A'  que  nous  nommerons  trans- 
versales inverses^  une  correspondance  directe  et  c'est  celle-ci 
que  l'on  doit  évidemment  préférer. 

28.  Droite  de  Newton,  associée  d'une  trans- 
versale donnée.  —  Dans  d'autres  cas,  la  correspondance 
entre  deux  transversales  peut  s'établir  directement  et,  à  l'in- 
verse de  ce  que  nous  avons  vu  dans  les  deux  paragraphes 

(*)  Nous  proposons  ici  un  changement  de  nomenclature  analogue 
à  celui   que  nous  avons   introduit  pour  le  terme  de  points  isotomiques 

[J.  M.  S.,  1886,  p.  86). 
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précédents,  on  déduit  do  cotte  association  une  correspon- 
dance entre  un  point  et  une  droite,  ou   entre  deux  points. 

Voici  un  exemple  de  ce  genre  de  correspondances. 

Soit  un  triangle  ABC  ;  une  transversale  A  tracée  dans  son 
plan  détermine  un  quadrilatère  complet  et  l'on  sait  que  les 
milieux  des  diagonales  sont  situés  sur  une  certaine  droite  A'. 
Pour  rappeler  un  théorème  célèbre,  on  peut  dire  que  A' 
est  la  droite  de  Newton,  associée  à  A  ('^). 

L'équation  de  A  étant 

on  vérifiera  sans  peine  que  A  est  représentée  par  ^' 

Â  + B +  G "'°- 

Il  est  facile  de  déduire  de  là  la  correspondance  entre  les 
points  M,  M'  harmoniquement  associés  aux  droites  A  et  A^ 
Les  coordonnées  (a,  p.  y)  de  M  sont 

'"  V    F    h 

celles  de  M'  (a,  f/,  ■/)  se  calculent  par  les  formules 

i  +  5  ~  î)  =  Kô  ^^  î  ~  î) = '^'(î  +  î  ~  i. 

En  comparant  ces  deux  tableaux,  on  voit  que  le  récip7vque 
de  M'  est  f  anti-complémentaire  de  M. 

On  obtient  ainsi  une  propriété  élémentaire  assez  curieuse 
sur  le  quadrilatère  complet;  mais  la  méthode  de  transforma- 
tion des  figures  que  prendrait  pour  base  le  principe  de  cor- 
respondance associant,  comme  nous  venons  de  le  voir,  les 
points  M  et  M',  reviendrait  au  fond  à  la  transformation 
par  points  réciproques.  La  raison  en  est  que  les  figures 
anti-complémentaires  étant  homothétiques,  du  moins  dans  le 
système  de  coordonnées  baryccntriques  que  nous  employons 
dans  ce  travail,  les  lieux  décrits  par  les  points  M  et  M'  sont, 
à  une  transformation  homothétique  près,  deux  courbes  pou- 

(*)  Plus  brièvement,  a'  pourrait  s'appeler  la  Newtonienne  de  A.  C'est 
aussi,  suivant  une  locution  assez  répandue,  la  médiane  du  quadrila- 
tère complet  déterminé  par  le  triangle  de  référence  et  par  la  transver- 
sale donnée  A. 
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vaut   être  considorcos  comme   transformées   l'uno  do  l'autre 
par  points  réciproques. 

29.  Droites  associées  (sens  général).  —  D'une  façon 
générale,  on  voit  que  l'on  peut  reproduire,  pour  les  droites, 
tout  ce  que  nous  avons  dit  relativement  aux  points  qui  sont, 
d'après  une  ciM'taine  loi,  associés  à  un  ou  plusieurs  points 
donnés;  mais  il  nous  reste  à  montrer  comment  on  rattache 
la  construction  des  droites  associées  à  celle  des  points 
associés  correspondants. 

Prenons  une  droite  A  représentée  par  l'équation 
Aa  +  Bp  +  Cy  =  0, 
et  associons  lui  une  droite  A'  ayant  pour  équation 

a/'(A,  B,  C)  +  pf{B,  C,  A)  +  y/'(G,  a,  B)  =  o  ; 
nous  voulons  faire  observer  que  la  détermination  de  A'  se 
fera  toujours  sans  difficulté,  si  l'on  sait  déterminer  le  point 
M  dont  les  coordonnées  sont 

/-(A,  B,  G),  /"(B,  C,  A),  AG,  A,  B), 

connaissant  d'ailleurs  le  point  M'  qui  correspond  aux  coor- 
données 

A,        B,        G. 

En  effet.  M'  est  le  point  harmoniquement  associé  à  la 
transversale  réciproque  de  A;  on  connaît  donc  ce  point  M'. 
Gonslruisons  maintenant  le  point  M,  associé  au  point  M' 
comme  nous  venons  de  le  dire  ;  en  prenant  la  droite  A' 
harmoniquement  associée àM,  puis  sa  transversale  réciproque, 
nous  obtiendrons  A'. 

30.  Droites  Brocardiennes.  —  De  môme  qu'on  ne 
peut  concevoir  un  point  M,  sans  imaginer  aussitôt,  entre 
autres  choses,  les  points  Brocardions  correspondants  M",  M^'; 
de  même,  une  droite  A  du  plan  ABG  donne  naissance  à  deux 
droites  A',  A",  associées  à  la  droite  A,  comme  nous  allons 
l'expliquer. 

L'équation  de  A  étant 

Aa  +  Bp  4-  Gy  =:  o, 
imaginons  les  droites  A',  A"  correspondant  aux  équations 
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a    ,     6        Y 

G  ^  A  ^  B         ' 


et  proposons-nous  de  les  construire. 
A  cet  effet,  menons  : 

par    A'     une  parallèle    A'A^ 

—  B'              —              B'B, 

—  G'              —              ce. 

V 

a 
a 
a 

CA, 
AB, 
BG; 

les  trois  points  A,. 
Bj,  Gj  sont,  pour  des 
raisons  évidentes  trois 
points  en  ligne  droite  ; 
cette  droite  est  pré- 
cisément l'une  des 
droites  visées  ci-des- 
sus. 

La    seconde    droite 
s'obtient  en  effectuant 
le  tracé  précédent  dans 
le  sens  inverse;  c'est- 
à-dire,    en   menant  par  A    une  parallèle  à  BA,  etc. 

31.  Droites  algébriquement  adjointes.  —  En  appli- 
quant à  la  géométrie  tangentielle  l'idée  des  points  algébri- 
quement adjoints  (*),  on  est  naturellement  conduit  a  consi- 
dérer les  quatre  droites  qui  correspondent  à  l'équation 

A-""  -4-^  A-^^  —   n 

-Â-B-G-^' 
dans   laquelle  les  signes    sont  arbitrairement   choisis.    Ces 
droitessontharmoniquement  associées  aux  points  (4:  A,  +  B, 
+  G)  considérés  par  M.  Lemoine;  et,  de  l'une  d'elles  A,  on 

(*)  J'ai  proposé  (§  10),  pour  abréger  le  langage,  de  dire  simplement 
points  adjoints;  mais  cette  expression  ne  vaut  pas  mieux  que  celle  de 
points  associés  qui,  pour  ces  points,  a  été  proposée  par  M,  Neuberg  [Mathe- 
sis,  t.  I,  p.  173)  et  par  M.  Lemoine  (/.  M.  S.  1885,  p.  193).  Il  faut,  pour 
rappeler  le  plus  possible  le  caractère  de  la  loi  d'association  des  points  en 
question,  ajouter  qu'ils  sont  algébriquement  adjoints  ou  algébriquemen 
associés  ;  car  dire  qu'ils  sont  adjoints  ou  associés,  cela  est  insuffisant. 
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déduit  les  trois  autres  eu  preuaut  les  coujui^aiés  harmo- 
niques, par  rapport  aux  côtés  du  triaut^le  de  référence,  des 
points  communs  à  A  et  à  ces  côtes.  On  obtient  ainsi  trois 
points,  qui,  joints  deux  à  deux,  donnent  les  droites  algé- 
briquement adjointes  à  A.  Quatre  droites  adjointes  forment 
un  quadrilatère  complet  dont  les  diagonales  sont  justement 
les  côtés  du  triangle  de  référence. 

En  un  mot,  ces  deux  idées  corrélatives  (je  prends  le  terme 
dans  son  sens  le  plus  général),  l'une  concernant  les  points  M, 
N  associes  d'après  une  certaine  loi  correspondant  au  tableau: 
A,  B,  G,  coordonnées  de  M  ; 

/(A,B,C),  /•(B,C,A),  /•(G,A,B),  -  de  N; 

et  l'autre  les  droites  y.,  v  associées  l'une  à  l'autre  de  telle 
sorte  que 

Aa  -[-  B|3  -|-  Cy  =  0,  soit  Téquatioû  de  u., 

a/'(A,B,C),  +  (5/'(B,C,A)  +  r/'(G,A,B)  =  o,  celle  de  v, 
ces  deux  idées,  disons-nous,  sont  tellement  liées  l'une  à 
l'autre  que,  par  l'entremise  des  points  et  droites  harmoni- 
quement  associés  d'une  part,  des  points  réciproques  ou  des 
transversales  réciproques  d'autre  part,  on  peut  trouver  la 
droite  v  (connaissant  ;x),  si  l'on  sait  trouver  N  (connaissant 
M)  ;  et  réciproquement. 

Au  fond,  dans  les  lignes  qui  précédent,  nous  transportons 
dans  la  géométrie  du  triangle  le  principe  si  fécond  de  la 
transformation  de  Poncelet. 

32.  Points  et  droites  associés  (sens  général).  —  Ges 
réflexions  conviennent  tout  aussi  bien  aux  points  et  droites 
associés. 

Si,  à  un  i)oint  M,  dont  les  coordonnées  sont 

A,        B,        G, 
on  associe  une  droite  a,  celle-ci  correspondant  à  l'équation 

a/'(A,B,G)  +  6/(B,G, A) -^y/-(G,A,B)  ^  o  ; 
on  voit  qu'il  suffira,  pour  construire  a:  1"  de  déterminer  le 
point  M'  (associé  à  M)  et  dont  les  coordonnées  sont 
AA.B,G),  AB;C,A),  AG.A,B)j 
2°  de  prendre  la  droite  ;/   harmoniquement  associée  à  ce 
point  M'. 
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3*^  entin,  la  transversale  réciproque  de  [/. 

Avant  de  icsumer,  comme  nous  allons  le  faire  tout  à 
l'heure,  les  lois  les  plus  simples  qui  permettent  d'associer 
à  un  point  donné,  des  éléments  nouveaux,  nous  ferons 
observer  que  les  idées  développées  dans  ce  paragraphe,  et 
dans  le  précédent,  permetteiit  d'étendre  :  1^  aux  droites 
associées,  2^  aux  points  et  droites  associés,  tout  ce  que  nous 
avons  dit  plus  haut  pour  les  points  associés,  sans  qu'il  soit 
nécessaire  d'insister  davantage  sur  cette  généralisation  évi- 
dente (A  suivre,) 


EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Boutiii,  professeur  aa  Collège  de  Vire. 
[Suite,  voir  p.  233.) 


18.  —  Lemme.  Si  une  droite  est  partagée  en  deux  seg- 
meuts  de  longueur  a  et  6  et  que  sur  chacun  de  ces  segments 
on  décrive  une  circonférence,  la  portion  l  de  tangente  com- 
mune extérieure  comprise  entre  les  points  de  contact  est 
moyenne  proportionnelle  entre  les  segments  a  et  b. 

19,  —  On  considère  un  triangle  ABC,  sur  chacun  des  seg- 
ments déterminés  par  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  A 
sur  le  côté  a,  on  décrit  des  demi-cercles,  et  l'on  désigne  par 
la  la  longueur  de  la  portion  de  tangente  commune  extérieure 
comprise  entre  les  points  de  contact  sur  ces  demi-cercles,  et 
li„  l,  Jes  quantités  analogues  pour  les  autres  côtés;  on  a  la 
relation  :  _  _  _  

f^  +  v^  +  îf^  =  .y^z, 

la  h,  '(  V     -t\7 

29.  —  Si,  sur  une  droite  on  porte  à  la  suite  l'un  de  l'autre 
les  deux  segments  soustractifs  déterminés  sur  le  côté  a  par 
la  bissectrice  extérieure  de  l'angle  A  d'un  triangle  ABC,  et 
que  sur  chacun  d'eux  comme  diamètre  on  décrive  une  cir- 
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confcrcncc,  si  /,'  (icsii^ne  la  portion  de  tangente)  commune 
extcriouro  à  ces  circonférences  et  /^,  le  les  loni^neurs  ana- 
logues pour  les  côtes  b  et  c,  on  a  la  relation  : 

\/b \/a       \/c 

21.  —  /„,  l'a ayant  la  môme  signification  qu'aux  deux 

exercices  précédents  ;  on  a  les  relations  : 

{h  +  c)la  +  {a  +  c)h-^(a  +  h)l  =  {h-c%+(a—c)l[  +  {a—b% 

r?  c  b 

L'a  ''(Je  h>'h 

22.  —  Si  la,  h,  le  désignent  des  quantités  analogues  aux 
l)récédentes,  pour  les  segments  déterminés  sur  les  côtés 
par  les  hauteurs.  On  a  la  relation 

(iHl  +  bHi  +  cHi  =  4S\ 

23.  —  Si  on  substitue  aux  hauteurs  les  médianes,  on  a 

la  +  li>  +  le  =P' 

abc 
En  etiet  on  a  évidemment  dans  ce  cas  /a  =  -,    h  ^  ~,    h:  =  -. 

2  2  2 

24. —  Si  /„,  /^,  le  désignent  toujours  des  quantités  ana- 
logues aux  précédentes  pour  les  segments  déterminés  sur 
chaque  côté  par  le  point  de  contact  du  cercle  insciit.  On  a: 


'b 


l'.       li    '    li       r^ 


la,  Ib,  h  sont  les  demi-axes  non  transverses  des  hyperboles 
considérées  n'*  13. 

25.  —  Le  cercle  ex-inscrit  /  détermine  sur  le  côté  a  deux 
segments  additifs,  sur  b  et  c  deux  segments  soustractifs,  si 
l'a,  l'br  l'c  désignent  des  quantités  analogues  aux  précédentes 
pour  les  côtés  a,  b,  c;  si,  en  outre  C,  4',  /",  C---  désignent 
de  même,  d'autres  quantités  analogues  pour  les  segments 
déterminés  par  les  points  de  contact  des  autres  cercles  ex- 
inscrits, on  a  les  relations 

(i)     lalblc  ^=  Sr  ,         lahlc  ^  S/' ,         /^  h  le  ^=  S?'  , 

(2)  Il  l'c  =  pl'a  ,  la  l'c  =  Pl'b  ,  l'a  l'b    =  pK' , 
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(3)  l'jU:' =  Sr  =  Uilc, 

(4)  la  ^^  la  >  Ib  =  h  f  le  ^=^  le  y 

(5)      /?  +  o  + 1>  =- 1:\ + 4^  +  c*  ==  PS 

(6)  /„//;   l,:  =  la   h  le  =  S/?, 

l'a  '       '(>  'r 

/  /  /      /'  /  /'     /"  /"  /"     /'"  /'"  r 

/Qv  l'a^b'-c  *■«'';;  f-c  t'a'bf'r.    'a   'b    'r     o 

lahk  ayant  même  signification  qu'au  numéro  précédent. 

(A  suivre.) 


BIBLIOGRAPHIE 


Nous  signalons  à  l'attention  de  nos  lecteurs  un  ouvrage  qui  vient 
de  paraître  et  qui  a  pour  titre  ;  «  Théorie  des  équations  et  des  inéquations 
du  2wem\cr  et  du  second  degré  à  une  inconnue  ». 

L'auteur  est  M.  Tartinville,  professeur  de  mathématiques  élémentaires 
au  lycée  Saint-Louis. 

Cet  ouvrage  nous  parait  a\)pelc  à  rendre  de  réels  services  aux  élèves 
qui  veulent  posséder  à  fond  cette  partie  si  importante  de  l'algèbre  qui 
se  rattache  à  la  fonction  du  second  degré. 

Toute  cette  théorie  est  traitée  avec  le  plus  grand  soin.  De  nombreuses 
applications  accompagnent  chacune  des  questions  et,  ainsi,  aident  à 
leur  intelligence.  Enfin,  un  certain  nombre  de  problèmes,  où  l'on  ren- 
contre toutes  les  difficultés  qui  peuvent  se  présenter,  sont  disculées 
complètement. 

Nous  sommes  convaincu  que  les  candidats  aux  différentes  écoles 
nous  saurons  gré  de  leur  avoir  fait  connaître  cet  excellent  ouvrage- 

d  L. 


QUESTIONS  D'EXAMENS 


ÉCOLES  D'ARTS  ET  MÉTIERS  (1885) 

I.  On  donne  un  cercle  0  et  trois  points  m,  n,  p,  placés  sur  la  circon- 
férence. Inscrire  dans  ce  cercle  un  triangle  ABC  tel  que  les  trois  points 
donnés  soient  les  milieux  des  arcs  sous-tendus  par  les  trois  côtés. 

II.  Calculer  à  moins  d'un  centimètre  près  le  périmètre  et  déterminer 
exactement  la  surface  d'un  polygone  régulier  de  12  côtés  inscrit  dans 
un  cercle  de  i^^56  de  diamètre.  On   vérifiera  par  le  calcul   et  l'on  dé- 
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montrera  gcoméLiiqucmciil  ({110  la  surface   do   ce  dodéatfjone  est   triple 
de  celle  du  carré  coiislruil  sur  le  rayon  du  cercle  circonscrit. 

(17  juillet  /(S'iV),  de  0  h.  à  10  h.  et  demie.) 

ArilJiméliquc, 

I.  Calculer  à  moins  d'un  franc  près,  le  prix  d'un  champ  de  5  arpents, 
28  perches  2/3  situé  dans  un  pays  où  l'hectare  superficiel  coule  3ooo  francs. 
On  sait  d'ailleurs  qu'une  toise  équivaut  à  i '",94904  et  que  l'arpent  de 
Paris  était  compose  de  100  perches  ayant  chacune  3  toises  de  côté. 

II.  Un  marchand  remplit  une  pièce  de  228'  avec  deux  sortes  de  vin 
ordinaire  qui  lui  coûtent  l'un  o  fr.  5o  et  l'autre  o  fr.  65  le  litre  et  avec 
du  vin  de  Bordeaux  à  o  fr.  80  le  litre.  Il  emploie  5  fois  plus  de  vin  de 
Bordeaux  que  de  vin  à  o  fr.  5o,  et  6  fois  moins  de  vin  à  o  fr.  5o  que 
de  vin  à  o  fr.  65.  Ou  demande  1°  Combien  il  entre  de  litres  de  chaque 
espèce  de  vin  dans  le  mélange  ainsi  obtenu  ;  2"  A  quel  prix  le  mar- 
chand devra-t-il  vendre  le  litre  de  mélange  pour  réaliser  un  bénéfice 
de  20  0/0  ? 


AGRÉGATION  MATHÉMATIQUE  DE  L'ENSEIGNEMENT  SPÉCIAL 

(ANNÉE  1885) 


.   Mécanique. 

Un  corps  solide  homogène  de  densité  i,  5,  a  la  forme  d'un  cylindre  droit, 
dont  le  rayon  est  R  et  la  hauteur  o'",45.  On  fixe  les  deux  extrémités  d'une 
arête,  et  on  fait  exécuter  au  solide  de  petites  oscillations  autour  de  cette 
droite,  l'écart  initial  étant  6»  et  la  vitesse  initiale  nulle  :  1"  Calculer  Irf 
moment  d'inertie  relatif  à  l'axe  de  suspension  ;  2°  Déterminer  R  de 
manière  que  le  solide  exécute  deux  oscillations  par  seconde;  3°  Quelle 
est,  dans  ces  conditions,  la  force  vive  du  solide  au  moment  où  il  passe 
par  sa  position  d'équilibre;  4°  Trouver  les  axes  de  suspension,  paral- 
lèles au  premier,  qui  donneraient  la  même  durée  pour  l'oscillation. 

Géométrie  descriptive. 

Une  hélice  est  tracée  sur  un  cylindre  circulaire  droit  à  axe  vertical. 
Construire  l'ombre  portée  obliquement  par  cette  courbe  sur  le  plan 
horizontal  (rayons  parallèles).  On  fera  l'épure,  à  main  levée,  dans  le 
cas  le  plus  simple. 

Algèbre  et  trigonométrie. 

Dans  un  triangle  rectangle  AOB,  on  donne  les  deux  cotés  de  l'angle 
droit  OB  =  a,  OA  ^=  b,  ainsi  qu'un  point  II  situé  sur  OA  ou  sur  son 
prolongement.  Trouver  sur  OB  un  point  G  tel  que  le  triang'e  BGD  ait 
une  surface  égale  a  la  moitié  de  celle  de  AOB.  Résoudre  le  triangle 
BCD  dans  le  cas  où  011  et  OA,  étant  de  môme  sens,  le  premier  est 
triple  du  second.  Eliectuer  numériquement  cette  résolution  en  suppo- 
sant a  =  3'"  et  6  =  4"'. 
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BACCALAURÉAT  DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE 

SPÉCIAL  (PARIS) 


MaUiémaliques. 

5  et  6  août  1886.  —  I.  Un  cône  circulaire  droit  SAB  et  un  cylindre 
circulaire  droit  ABDG  ont  même  hauteur  SO  appelée  h,  et  môme  base  : 
le  cercle  AB  de  rayon  R.  On  demande  à  quelle  dislance  x  de  la  base  AB 
il  faut  mener  un  plan  EF,  parallèle  à  cette  base,  pour  que  le  tronc  de 
cône  AIKB,  soit  équivalent  au  volume  compris  entre  le  cylindre  AEFB 
et  ce  même  tronc  de  cône  AIKB. 

II  Décrire  la  vis  sans  fin.  Dire  à  quoi  elle  sert? 


CERTIFICAT  D'ÉTUDES  DE  L'ENSEIGNEMENT  SPÉCIAL 

(ANNÉE  1886) 


Mathémaliqufs. 

30  et  31  juillet,  —  I.  On  donne  un  angle  droit  MON  et  un  point  P 
pris  sur  la  bissectrice  de  cet  angle;  mener  par  le  point  P  une  droite  AB 
limitée  aux  deux  côtés  de  l'angle  de  telle  sorte  que  l'aire  du  triangle 
AOB  soit  équivalente  à  un  carré  de  côté  a.  La  longueur  OP  =  d.  Oa 
cherchera  la  longueur  x  de  OA.  Discussion, 

II.  Epure  à  main  levée  de  l'intersection  d'une  droite  donnée  par  ses 
projections  et  d'un  plan  donné  par  ses  traces.  —  Légende. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES  COMPLET 

PARIS  1886  (*) 


3Ia  thématiques. 

9  juillet.  —  I.  Inégalité  des  jours  et  des  nuits. 

II.  D'un  point  M,  mobile  sur  la  base  BG  d'un  triangle,  on  abaisse  df  s 
perpendiculaires  MP,  MQ  sur  les  deux  autres  côtés.  On  demande  le 
minimum  de  la  somme  des  carres  de  ces  deux  perpendiculaires 

h'C-  sin"  A 

h-'  +  C' 

{'*)  Ces  énoncés,  avec  l'indication  des  résultats,  sont  empruntés  au  recueil 
publié  par  la  librairie  Croville-Morant  et  Foucart  (Journal  des  examens  de 
la  Sorbonne,  20,  rue  de  la  Sorbonnc). 

Nous  prions  ceux  de  nos  lecteurs  qui  connaissent  les  énoncés  des 
sujets  proposés  aux  examens  du  Baccalauréat,  dans  les  diverses  facultés 
de  province,  de  nous  les  envoyer;  nous  les  publierons  bien  volontiers- 
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10  juillet.  —  I.  Klant  donne  le  secteur  circulaire  droit  BOA  cl  la 
tangente  eu  A,  mener  une  tangente  Dl-]  telle  (|ue  le  traj)èzc  OAKI)  soit 
équivalent  à  un  carrô  donné. 

licp.  X  =z . 

II.  Déterminer  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  et  de  sens  contraire. 

12  juillet.  —  I.  On  donne  un  carré  ABCD  dont  le  côté  AB  —  a. 
Parle  centre  O  de  ce  carré  on  élève  sur  son  plan  une  pcri)eu(liciilairo, 
sur  laquelle  on  prend  un  point  S  tel  que  le  triangle  ASB  soit  équilaléral. 
Calculer:  1"  le  volume  de  la  pyramide  SABGD;  2"  Tangle  du  plan  ASB 
avec  le  plan  de  la  base. 

a'  1 

li^'P-  \  =  — r  ;  cos  a  =  — . 

II.  Nommer  les  planètes  dans  l'ordre  do  leur  dislance  au  soleil.  — 
Enoncer  les  lois  de  Kepler. 

16  juillet.  —  I.  Quelles  valeurs  faut-il  donnera  la  constante  m  pour 
que  le  trinôme  {m  —  2)x-  +  2(2m  —  3)x  -f  bm  —  6  reste  positif,  quel  que 
soit  X  ? 

Rcp.  w  <  1  ou  m  >  3. 

II.  Enoncer  cl  démontrer  la  propriété  fondamentale  de  la  tangente  à 
la  parabole. 

17  juillet.  —  I.  Démontrer  que  le  plus  petit  commun  multiple  de 

deux  nombres  entiers  A  et  B  avant  pour  plus  grand  commun  diviseur  D 

,   ,     ,  ,  A  X  B 
est  égal  a  — 

II.  Les  angles  A  et  B  d'un  triangle  ont  pour  valeur  A=  6o°,  B  =450; 
la  somme  des  carrés  des  3  côtés  du  triangle  est  égale  à  une  quantité 
donnée  K-.  On  demande  de  calculer  les  longueurs  des  côtés  sans  avoir 
recours  aux  tables  de  logarithmes. 

„,,.    „-  ^^     c  =  -^£=   ^^w^^^)_ 

v^7  +  s/3  V7  4   V3  2V7  +  v/3 

19  juillet.  —  I.  Résoudre  le  système  de  deux  équations 

aa?  4-  6</  =  ap  +  hq, 

x^-  4-  î/2  4-  X]i  —  j)'  4-  q-  4-  jrj. 
'/'■«  Rêp.  X  =z  p,         y  —  q. 

p[a'^-b'-)  +  qb{2a^b)  _  -  q^- -  J/-)  +  pa{2b  -  a) 

^     ^'^-    ^~  a^  +  b-^-ab  ^  a^  +  b^--ah  ' 

II.  Pour  que  trois  forces  appliquées  à  un  corps  solide  libre  se  fassent 
équilibre,  il  est  nécessaire  qu'elles  soient  dans  un  même  plan  et  que 
deux  d'entre  elles  aient  une  résultante  égale  et  directement  opposée  à 
la  troisième. 

20  juillet.  —  I.  On  donne  un  bemisplière  AO  A'H,  de  rayon  R; 
on  demande  de  mener  deux  plans  BB',  DD'  parallèles  au  plan  de  la 
base  AA'  de  l'hémisphère  de  façon  :  1°  que  la  surface  de  la  zone  BB', 
DD'  soit  égal  au  tiers  de  la  surface  de  Thâmisphère;  2»  Que  l'on  ait 
EC'^  =:  OC  X  IIE.  Le  rayon  OCEII  est  perpeniiculaire  sur  la  base  de 
l'hémisphère. 
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II.  Définir  le  jour  solaire  vrai  et  le  jour  sidéral,  montrer  ensuite  que 
le  premier  est  plus  grand  que  le  second  et  faire  connaître  une  valeur 
approchée  de  la  différence  entre  ces  deux  jours. 

21  juillet.  —  I.  Décomposer  en  un  produit  de  facteurs  du  premier 
de,iré  l'expression 

2a"6-  -|-  -la-C'  4-  26V  —  a"  —  b''  —  C. 

lîép.  [b  -\-  c  —  a){a  +  6  —  c)(a  +  c  —  b)[a  ■}-  b  -^  c). 

II.  Un  triangle  équilatéral  est  situé  dans  un  plan  passant  par  la  ligne 
de  terre  et  faisant  un  angle  de  60°  avec  le  plan  horizontal  ;  connaissant 
les  projections  horizontales  de  deux  de  ses  sommets,  construire  la  pro- 
jection horizontale  du  troisième  sommet. 

(A  suivre.) 


QUESTION  174 

Solution  par  M.  Pierre  Chazeau,  de  Thiers  (Puy-de-Dôme). 


Soit  0  un  cercle;  on  considère,  dans  ce  cercle,  un  diamètre 
fixe  AB  et  le  diamètre  perpendiculaire  A.  Ayant  pris  un  point  M, 
mobile  sur  0,  on  joint  MA  et  MB.  —  MA  rencontre  A  en  G. 
Si  par  G  on  mène  une  parallèle  à  AB,  elle  rencontre  MB  en  un 


certain  point 
parabole. 

Du    point 


I. 


—    Démontrer  que  le  lieu  décrit  par  I  est  une 

(G.  L.) 

j'abaisse  la  perpendiculaire  IP  sur  BA. 
Les  triangles  semblables  BIP,  OGA 
donnent  : 

OG  _  BP 

ôâ~Tp' 

d'où   ÏP^  z:^  R  X  BP. 

Cette  relation  montre  que  le  lieu  du 
point  I  est  une  parabole  dont  le  som- 
met est  en  B,  dont  l'axe  est  BA  et  qui 
passe  par  K;  conditions  qui  la  déter- 
minent complètement. 


Nota.  —  Solutions  diverses  par  MM.  Rogier;  Couade;  Chapron;  Henri 
Martin,  au  lycée  Condorcet;  L.  Prince  et  G.  Bourdier,  élèves  au  lycée 
de  Grenoble. 
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QUESTION  17G 

^oliifiou  par  M.  (iiovanni  Husso,  k  Catanzaro. 


On  donne  un  cercle  V  el  deux  rcnj.ms  rectangulaires  OA.  OB; 
soit  M  un  point  mobile  sur  F  ;  MA  rencontre  OB  en  K  ;  la 
perpendiculaire  élevée  au  point  K  à  la  droite  OB  rencontre  MB 
en  un  point  I.  —  Démontrer  que  k  lieu  décrit  jmr  le  point  I  est 
une  droite.  (G.  L.) 

Il  est  visible  que  les  points  A',  B'  diamétralement  opposés 
aux  points  A  et  B,  font  partie 
du  lieu.  Il  faut  donc  prouver 
que  le  lieu  du  point  I  est  la 
droite  A'B',  En  effet,  soit  I  un 
point  du  lieu  ;  alors  les  qua- 
tre points  I,  K,  B',  M  étant 
sur  une  môme  circonfé- 
rence ,  l'angle  KB'I  =  KMI. 
Mais  l'angle  KMI  est  égal 
à  la  moitié  d'un  angle  droit  ; 
donc  le  point  I  se  trouve  sur 
la  droite  A'B'  ;  cette  droite 
constitue    donc  le   lieu   demandé 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Lacombe,  élève  au  lycée 
de  Périgueux;  Chapron;  Gouade;  Edmond  Bordage,  professeur  au  collège 
de  Nantua;  Rogier;  L.  Prince,  élève  au  lycée  de  Grenoble;  A.  Fitz- 
Patrick,  élève  au  lycée  de  Poitiers;  Henri  Martin,  élève  au  lycée  Gon- 
dorcet;  G.  Bourdier,  au  lycée  de  Grenoble. 


QUESTION  177 

Violation  par  M.  L.  Prince,  élève  au  Lycée  de  Grenoble. 


Soient  A.  et  B  deux  points  fixes  sur  un  cercle  donné  Y  de 
centre  0  ;  on  prend  sur  F  un  point  mobile  M  que  Von  joint  aux 
points  A  et  B.  La  perpendiculaire  abaissée  du  centre  0  sur  MB 
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rencontre  les  cordes  MA,  MB  en  deux  points  H  et  K;  démontrer 
que  le  lieu  décrit  par  le  milieu  de  HK  est  une  circonférence. 

(G.  L.) 
Soit  I  le  milieu  de  HK,  joignons  IB,  IM, 

OlB=z  KIM. 

L'angle  BMA  étant  constant,  le 
triangle  KMH  reste  semblable  à 
lui-môme  et  la  médiane  MI  fait  un 
angle  constant   avec    le  côté  KH. 

L'angle  OÎM  =  "oIb  étant  inva- 
riable, le  lieu  du  point  I  est  un 
segment  de  cercle  décrit  sur  OB. 
Si  M  décrit  toute  la  circonférence 
r,  I  décrira  la  circonférence  OIB 
complète. 
On  peut  observer  que  si  I  au  lieu  d'être  le  milieu  de  HK, 

divisait  HK  dans  un  rapport  donné,  le  lieu  de  I  serait  encore 

une  circonférence. 

Nota.  — Solutions  analogues  par  MM.  Rogier;  Ghapron  ;  Henri  Martin, 
élève  du  lycée  Gondorcet  ;  G.  Bourdier,  du  lycée  de  Grenoble. 

M.  Ghapron  généralise  li  question  en  supposant  que  la  droite  HK  est 
abaissée  obliquement  sur  MB,  mais  sous  un  angle  constant. 

M.  H.  Martin  fait  observer  que  le  centre  de  gravité,  le  centre  du 
cercle  inscrit,  l'orlhocentre  et  le  centre  du  cercle  circonscrit  du  tri- 
angle MHK  décrivent  des  circonférences  {Question  du  concours  de  troi- 
sième, 1885). 


QUESTION   178 

Solution  par  M.  E.  Vigarié. 


Démontrer  que  si  d  est  la  distance  du  centre  du  cercle  circon- 
scrit du  triangle  ABC,  au  point  de  concours  des  droites  qui  joi- 
gnent les  sommets  aux  points  de  contact  des  cercles  éx-inscrits  et  si 
B.et  r  sont  les  rayons  du  cercle  circonscrit  et  du  cercle  inscrit  on  a: 

d       R 

('0 


2  2 


Énoncé  reclifié. 
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Le  point  \\  de  concours  des  droites  ({ui  joii,^nenl  les  soin- 
mets  du  (riani;le  au  point  de  contact  des  cercles  ex-inscrits, 
ou  poini  (le  Nagcl  est  le  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle 
A'iB'iC't  formé  en  menant  paj' les  souiniets  de  ABC  des  paral- 
lèles aux  côtés  opposés.  Le  centre  du  cercle  circonscrit  de  ABC 
est  le  centre  du  cercle  des  neuf  points  (cercle  d'Euler)  de  A'iBjGl. 
Si  R'  et  r'  sont  les  rayons  du  cercle  circonscrit  et  du  cercle 
inscrit  à  ce  dernier  trianç^le  on  a  la  relation  connue: 

2422 

Cette  formule  n'est  pas  nouvelle.  Elle  a  été  donnée  pour 
la  preinière  fois,  croyons-nous,  par  M.  Nagel  dans  un  travail 
intitulé  :  Untersuchungen  ûber  die  wichtigsten  zum  Dreieck 
gehorigen  Kreise  (Leipzig  1836).  En  1864  elle  a  été  donnée 
de  nouveau  par  M.  F.-J.  Harnisclimacher  (Archives  de  Gru- 
nert,  t.  XLII).  Enfin  en  1871,  M.  Ad.  Hochheim  (Archives  de 
Grunert,  t.  LII)  dans  une  note  ayant  pour  titre  :  «  Ueber  den 
fiinften  merkumrdigenPunkt  »  adonné  pour  d  la  valeur  suivante: 
d^  =  R2[{  sin  (A  —  B)  —  2  sin  A  +  2  sin  Bp 
-f-  j  sin  A  sin  B  —  2  cos  A  cos  B  —  2  -\-  2(cos  A  +  cos  B)p]. 

Cette  formule  est  plus  compliquée  et  moins  élégante  que 
les  précédentes. 


QUESTION  181 

^iolutiou  par  M.  A.  Drago,  au  Lycée  de  Marseille. 


Résoudre  les  équations 

x2  ~  yz  =  a% 

y  —  xz  =  h^, 

tP-  —  xy  =  c^, 

en  déduisant  de  celles-ci  deux  équations  du  premier  degré. 

Élevons  la  première  au  carré  et  retranchons  de    ce  carré 

le  produit  des  deux  autres.  Il  vient,  en  mettant  x  en  facteur 

commun  : 

x(x'  -f-  y'  +  z'  —  3xyz)  =  a^  —  b^c\  (1) 
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on  aurait  de  môme 

y{x'  +  y^  4-  z^  —  3X1JZ)  =  6*  —  a^c\  (2) 

z-{x^  +  y'  +  -■'  -  3£r//z)  =  c'  —  a^b\  (3) 

Divisons  les  équations  (1)  et  (2)  membre  à  membre  ainsi 
que  les  équations  (1)  et  (3),  nous  obtiendrons  les  deux 
équations  du  premier  degré  : 

X  y  z 

a'  —  b^c^  ~  b'  —  a^c^  ~  &  —  a'^b''  ' 
Élevons  la  première  de  ces  fractions  au  carré,  et  retranchons 
de  ce  carré  le  produit  des  deux  autres,  nous  avons 

{a'  —  62c2)2  ~~  (ô*"—  62c2)'-  —  {b'  —  a^c^){c'  —  a'^b'')  ' 
Effectuant,  et  divisant  par  a^  il  vient 
x"^  I 


(a*  —  b'^c'^Y       a'  +  ¥  +  c'  —  ^a'^b'^c' 
d'oïl 

(a*  —  b'^c'^Y 


X'  = 


a«  +  66  4-  c^  —  Sa^èv 
On  aurait  de  même 

^  _  {b'*  —  a^c'^Y 

^   ~  a'  +  6«  +  c«  —  3a'b''c^ 

z2  — ^ i 

a«  +  6«  +  c«  —  Sa^^^c^ 

Nota.  —  Cette  solution,  la  meilleure  que  nous  ayions  reçue,  exigerait 
encore  certains  compléments.  Les  valeurs  des  inconnues  ne  sont  pas 
discutées.  Pour  établir  cette  discussion,  il  fallait  observer  que 

a^  +  66  +6-6  —  ja-b'-c' :e^  ^-{n-^  i-  6^+c^)  i{cr^  —  b^f-  +  [b^~c^Y'-\-[c-—a'-]-l' 

Solutions  par  MM.  Durand,  élève  au  collège  de  Perpignan;  Naudin,  élève 
au  Ij'cée  Charlemagne  (classe  de  M.  Richard);  Ch.  Costa,  élève  à  l'école 
Albert-le-Graud  (Arcueil)  ;  Henri  Martin,  lycée  Condorcet  etJ.  Chapron. 


QUESTION  185 

Solution  et  Généralisation  par  M.  J.  Chapron. 


On  donne  un  demi-cercle  A  décrit  sur  le  diamètre  BC  et  l'on 
considère  le  triangle  rectanf/lc  isoscéle  BAC  inscrit  dans  ce  cercle. 
Soit  M  le  milieu  du  côté  AG;  la  droite  BM  rencontre  A  en  W. 
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On  propose  de  démontrer  que  B'  est  Irais  foin  plus  éloiyné  de  AB 
que  de  AC.  (G.  L.) 

Les  autres  conditions  restant  les  nièiues,  si  M  partage  le 

côté   AC   dans    le    rapport 


AM 


=  ?i,   le  rapport  des    distances 
du  point  B'   aux  côtés   AB,  AC 

sera  ——  =  2n  -j-  i  (I  est  le  pied 

de  la  perpendiculaire  abaissée  de  B'  sur  AC). 
On  a  d'abord 

BM.BM  =  AM.GM  ==:  7î.MC\ 
Divisons  par  BM"^;  nous  avons  alors 
B'xM 


M{. 


MC^ 


BM 

BM' 

AB^ 

'  +  AM' 

Mais 

MC 
AC 

I 

et 

AM 

n  -\-  I 

AC  ~" 

Donc 

Ml 

n 

MI 

MI 

MI 
AM 


n 


n  -J-  1 


n 


AM       n^  -\-  (n^  +  i)^    AM  +  MI       AI        (n  4-  i)(2n  +  i) 

De  plus,  les  triangles  rectangles  semblal)les  B'IM,  ABM, 
donnent  : 

B'I  _  AB  _  ?i  +  I 

MI  ""  ÂM  ~~  ~~n 
Donc 

B1_FI   MI_       I 

AÏ  ~"  MÏ  *  AÏ  ~~  211  +  I  * 
En  particulier,  si  n  ==::  i , 

AI=  3.B'I. 

Nota.  —  Solutions  par  MM.  L.  Prince,  élève  au  lycée  de  Grenoble; 
Giovanni  Russe  à  Catanzaro;  N.  Gr.  Balanesco  (Focsiani,  Roumanie); 
Georges  Caye,  élève  au  lycée  Gharlemagne  (classe  de  M.  Richard);  Emile 
Vigarié,  élève  à  l'école  des  Mines;  Henri  Martin,  élève  au  lycée  Gon- 
dorcet;  G.  Bourdier,  élève  au  lycée  de  Grenoble;  Edmond  Bordage? 
professeur  au  collège  de  Nantua. 
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QUESTION   181) 

ISolutiou  par  M.  Louis  Prince,  élève  de  Mathématiques  élémentaires 

au  Lycée  de  Grenoble. 


Soient  ABA'B'  quatre  points  en  ligne  droite,  trouver  le  lieu 

des  points  I  d'où  les  segments  AB  et  A'B'  sont  vus  sous  le  même 

angle. 

(Saint-Cyr,  examens  oraux,  188 A. 

Les  triangles  AIB,  A'IB'  ont  même  hauteur  et  même  angle 

au  sommet,  donc 

AB  __  lA.IB 
A'B'  ~"  WJ3'  ' 
^,      Pour   les   triangles   AIA',    BIB', 
on  a  de  même 
AA'       lA.IA' 


BB'       IB.IB' 

L'où  en  multipliant  membre  à  membre 


IA^_  AB        AA/ 
Ï5^^""  A'B'  ^  BB' 


lA 


Le  rapport  =r=-  étant  constant,  le  lieu  de  I  est  une   circon- 
IB 

férence  que  l'on  construit  comme  l'on  sait. 

On  déterminerait  de  la  même  façon  le  lieu  d'oîi  l'on  voit 

deux   segments  AB  A'B'  en   ligne    droite   sous    des  angles 

supplémentaires. 

Nota.  —  Autre  solution  par  j\L  Vigarié  qui  observe  que  le  lieu  géo- 
métrique en  question  peut  servir  à  résoudie  le  problème  suivant  : 
trois  segments  AA',  BB',  GC  en  ligne  droite  étant  donnés  trouver  les 
points  d'où  ces  segments  sont  vus  sous  le  môme  angle. 
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QUESTIONS  PROPOSKKS 


229.  —  Ou  donne,  dans  un  plan,  un  angle  xGy  et  un 
point  A.  Par  les  points  A,  C,  on  fait  passer  deux  circon- 
férences. Soient  E,  F,  puis  G,  H  les  points  oîi  elles  coupent, 
respectivement,  les  côtes  de  l'angle.  Sur  (JE  et  CH,  on 
construit  le  parallélogramme  ECHP.  Sur  CF  et  CG,  on  con- 
struit le  parallélogramme  FGGQ.  Cela  posé:  1"  la  droite  PQ 
est  perpendiculaire  à  la  droite  de  Simson,  relative  aux  don- 
nées ;  2*^  elle  passe  au  point  de  concours  des  cordes  EF,GH. 

(Calalan.) 

230.  —  Démontrer  que  dans  un  triangle  ABU  les  milieux 
des  droites  qui  joignent  deux  à  deux  le  point  de  Nagel  et 
ses  points  alijêbriquentent  adjoints  sont  six  points  d'une  même 
circonférence  qui  passe  par  les  sommets  du  triangle  obtenu 
en  menant  par  les  sommets  de  ABC  des  parallèles  aux  côtés 
opposés.  (E.  Vigarié.) 

N.-B.  —  Le  point  de  Nagel  est  le  réciproque  du  point  de  Gergonne 
el  celui-ci  s'obtient  en  joignant  les  sommets  du  triangle  aux  points  de 
contact  du  cercle  inscrit. 

Nous  rappelons  aussi  que  les  points  algcbriqucmcnL  adjoints  d'un  point 
donné  sont  ceux  qui  admet  lent  les  mêmes  coordonuces,  au  signe  près. 

G.  L. 

231.  —  Lorsqu'un  cercle  moLilo  A  passe  par  le  centre 
de  gravité  d'un  triangle  ABC,  la  somme  des  puissances  des 
points  A,  B,  C,  par  rapport  à  A,  est  constante  et  égale  à 

J\f  +  BC^  +  cl' 

3 
Démontrer  cette  remarque  et  la  généraliser.  (G.  L,) 

232. —  Si  on  ajoute,  terme  à  terme,  m  progressions  géomé- 
triques, la  suite  U  obtenue  est  récurrente  ;  c'est-à-dire,  qu'à 
partir  du  ternie  de  rang  m -j-  i,  les  autres  sont  fournis  par 
une  fonction  des  m  précédents;  cette  fonction  est  linéaire. 

(Boulin,) 
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Nota.  —  La  question  proposée  par  M.  Boulin,  et  c'est  un  signalement 
qu'il  nous  a  lui-môme  donné,  est  une  généralisation  de  la  question  8 
(/.  M.  E.,  1877,  p.  31).  On  pourra  se  borner,  pour  plus  de  facilité,  à 
prendre  le  cas  de  trois  progressions  géométriques  et  Ton  montrera  que, 
pour  des  valeurs  convenables  des  paramètres  a,  |3,  7,  o,  on  a 

awj9  +Ç,Up.-\  +  7Mp_2  +  oUp-:i  :=:  0, 
quel  que  soit  le   nombre  entier  p;  Up—\,  Up-i^  Up-3,  désignant  quatre 
termes  consécutifs  de  la  suite  U. 

G.  L. 

233.  —  Étant  données  deux  circonférences  0  et  0',  on  mène 
les  rayons  OA,  O'B  qui  se  coupent  en  G,  sous  un  angle  con- 
stant, et  l'on  demande  le  lieu  géométrique  du  milieu  M  de 

la  droite  AB. 

(A.  Fitz-Patrick.) 

234.  —  Montrer  que  la  somme  des  surfaces  de  tous  les 
triangles  formés,  chacun  avec  les  médianes  du  précédent, 
le  triangle  ABC  étant  le  premier  d'entre  eux,  a  pour  limite 
le  quadruple  de  la  surface  de  ce  triangle  ABC. 

(G.  RussOf  à  Catanzaro.) 

235.  —  Si  A,  B,  C  sont  les  angles  d'un  triangle,  on  a 
.     1  +  sin  (^B  +  ^)  +  sin  (c+lj  +  sin^A  +^) 

B  — A  C  —  B  A  — C 

=  4  cos cos  cos 

4  4  4 

(Boutin.) 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 


IMPRIMERIE  CliNTRALE    DES   CHKMIN'S   DE   FER.    —  IMPRIMEKIE  CHAiX. 
RUE   UKRGÈRE,   20,    PARIS,    —    21806-6. 
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RESOLUTION  DU  SYSTÈME 

1)1-:    DEUX    INÉClALirÉs    DU    SECOND    DEGRE 
A    UNE    INCONNUE 

V<xv  M.  10.  IjaiiYcriiay,  i)rofcsseur  au  CoUu^'c  llolliii. 
{Suite,  voir  p.  :2'il.) 


I'"  Ql'kstlon.  —  Élfuit  donnes  la  lonijucar  AA.'  rz^  d  et  le  rayon 
B.  d'une  circon/érdncc  donnée  en  (josition,  délerminer  sur  le  dia- 
mètre   XY    les 


'points  A,  A',  tels 
qu'en  menant  par 
ces  points  les  tan- 
gentes AB,    A'B' 

la  surface  engen-       "    *  o         c-        x  a 

dréepar  ABMB'A'A'  en  tournant  autour  de  XY  soit  égale  à  4m7:R* 

(Ou  suppose  d  >>  2R  et  0  eutre  A  et  A'). 

Soient  AO  =  x  OA'  =  ?/,  les  équations  du  pjoblème  sont: 

œ  -{-  y  =  d 

\x        y  J         (]^  y 

d'où  l'on  déduit 

R'd 

XU   =    ; •    . 

^        ^niii—d 
La  somme  et  le  produit  des  inconnues  étant  connus,  le  nro- 
blème  est  donc  résolu  par  l'équation  : 

z^  —  dz  -] . 

4/4  R  —  d 

Discussion.  —  D'après  l'énoncé  de  la  question,  .1;  et  y  sont 
des  quantités  positives,  par  conséquent,  on  a  xy  >  o,  ce  qui 
conduit  à  la  condition  d  <  4WR;  et  la  condition  de  réalité  des 
racines  de  l'équation  en  z  est  : 

4R26/ 


=)  —  4m7:R^ 


d'  — 


4nil\  —  d 


>  o 
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OU  d''  —  4ml\d  +  4  IV-^  <  o.  (1) 

Ce  qui  exige  1^  que  les  racines  d\  d"  de  l'équation  obtenue 
en  égalant  ce  trinôme  à  zéro,  soient  réelles, 
ou  m  >  I. 

2^  que  d  soit  compris  entre  d'  et  d".  Or,  on  a  déjà  d  <^  4?7iR; 
il  faut  donc  reconnaître  Tordre  de  grandeur  des  trois  quantités 
d',  d'\  4mR;  la  substitution  de  ^mB.  dans  le  trinôme  (1)  donne 
-|-  4R%  et  4?/iR  étant  supérieur  à  la  demi-somme  des  racines 

d\  d"  on  a 

d'  <^  d"  <C  4wR. 
Enfin,  d'après  l'énoncé,  on  doit  avoir  d"^  2R;  or  la-  substi- 
tution de  2R  dans  la  trinôme  donnant  un  résultat  négatif, 
on  a  d'  '<  2R  -<  d",  donc  la  condition  algébrique  du  problème 
se  réduit  a  d  <^  d",  à  laquelle  on  doit  joindre  la  condition 
imposée  à  priori 

(/<2R. 

B'autre  part,  les  considérations  géométriques  prouvent  (|ue 
les  racines  de  l'équation  eu  z  doivent  être  supérieures  à  R, 

et  puisque  l'on  a  -  >  R>  il  suffit  et  il  est  nécessaire  que  la 

substitution  de  R  à  j3,  dans  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion, donne  un  résultat  positif,   ce  qui  conduit  à  l'inégalité  : 

d^  —  ^mRd  +  4mR2  >  o.  (2) 

En  égalant  ce  trinôme  à  zéro  on  obtient  deux  racines  réelles 
t/j,  d^;  nous  supposons  d^  <^  d^.  Or  le  cofficient  de  d  étant  le 
même  dans  les  trinômes  (1)  e-t  (2)  et  47/iR'^  étant  supérieur 
à  4R%  puisque  m  >■  i,  on  a  c?'  <<  rf^  <  cZa  <C  d'  et  la  solution 
du  système  des  inégalités  (i)  et  (2)  est  :  d'  <'^  d  <C  d^  ou 
d.j,  '<  d  <^fr;mais  2II  substitué  à  d,  dans  le  trinôme  (2)  donnant 
un  résultat  négatif,  les  inégalités  d  '  d^,  (/ >>  2R  seraient 
contradictoires,  puisque  2R  >-  d^,  donc  les  conditions  du 
problème  se  réduisent  à  : 

c/g  <  d  <^  d'. 
Ainsi,  en  résumé^  le  problème  admet  une  solution  et  une 
seule  à  la  condition  que  l'on  ait  : 

2R;?i  -f-  \/m'^  —  m)  <  d  <^  2l\[m  -\-  \m'^  —  ij. 

2°  QuESTiOiN.  —  Déterminer  les  trois  côtés  d'un  triangle  connais- 
sant son  périmètre  2p,  la  somme  a^  des  carrés  des  côtés  et  sachant 
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que  le  double  produit  de  deux  côtés   est  égal  au  produit   leur 
somme  par  le  troisième  côté. 

X,  y,  z,  désignant  les  trois  cotés  du  lri;inglc,  lus  équations 
du  problème  sont 

^  +  y  +  !^  =  P, 
a;»  +  î/2  +  ^2  _  a\ 

2xy  =  z{x  +  y). 

Elevant  au  carré  la  première  et  retranchant  de  l'éc^uation 
obtenue  la  seconde,  on  a  : 

4p2  —  a"^  =  2xy  +  2z(cc  +  y)  ■=  ?>z(x  +  y)- 
Remplaçant  x  -];-  y  par  2p  —  z  dans  cetle  dernière  relation, 
on  a  l'équation  suivante  déterminant  z  : 

3z^  —  bpz  +  4p2  ^  a^  =  o^  (1) 

z  étant  connu,  d'après  les  relations 

X  -\-  y  =  2p  —  z, 

Z(2p  z) 

xy= j 

X  iii  y  sont  les  racines  de  l'équation  : 

X^  _  X(2p  -  3)  +  ^(£P_Z^  =  o,  (2) 

Discussion.  —  La  demi-somme  des  racines  de  l'équation 
en  z  étant  p,  seule,  la  plus  petite  racine  de  cette  équation 
peut  convenir  si  elle  est  réelle  et  positive,  ce  qui  conduit 
aux  conditions: 

p  <Ca  <i  2p. 

D'autre  part,  la  condition  de  réalité  de  x  et  y  est 

"<  3' 

2p 

donc  la  substitution  de  >7^  à  z  dans    le  premier  membre  de 

o 

l'équation  (1)  doit  donner  un  résultat  négatif,  puisque  -^  est 

3 

inférieur  à  p,  demi -somme  des  racines  de  cette  équation,  ce 

qui  conduit  à  cette  nouvelle  condition  : 
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On  aura  donc,  a  fortiori  a  ^:^  p,  c'est-à-dire  que  les  nouvelles 
limites  de  a  sont 

2W 

ip       , 
De  l'inégalité  z    S  -^-i  resulle  ([ue    si    x  désii^ne  le  i)lus 

3 

grand  des  deux  autres  côté*,  on  doit  avoir  œ  •</>  et  //  >'  -> 

p 

donc  les  résultats  de  la  substitution  de  p  et  de  r  à   X   dans 

ô 

le  premier  membre  de  l'équation  [îl)  doivent  être  tous  deux 

positifs,  ce  qui  donne 

(     —  2/)2  +  ^pz  —  :;'•'  "-  o, 

1  —  lop''^  -f-  24ps  —  9^.2  ^,  o, 

2»^  -\-  a'^         ,        ^     Sa^  —  2p'^ 
ou  ^  >  -^—, '      et     z  >   • —  •>  (d) 

en  se  servant    de   la    relation  3z'^  =  'ôpz  -\-  a'^  —  ^p'^  ;  et  ce 
(jui  est  suffisant,  puis([ue  l'on  a  certainement  : 

p       2p  —  z 

- :  p- 

^  2 

Or,  pour  satisfaire  aux  inégalités  (3)  1°  11  faut  que  chacune 

des  deux  quantités : ^  : soit  inférieure  à  p, 

^  bp  bp 

ce  qui  a  toujours  lieu  pour  la  première,  d'après  la  condition 
a  <^  2p,  et  ce  qui  exige  que  l'on  ait,  pour  la  seconde, 


.Y- 


de  sorte  que  les  nouvelles  limites  de  a  sont  renfermées  dans 
les  inéiz;alités  : 

4/j'  ^P'' 

3      ^  3 

ou  -^  -^^  -^-P   V  -• 

\/3  '    -^ 

2°  Il  faut  que  les  résultats  de  la  substitution  de  ces  mêmes 

quantités  à  z  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (1)  soient 
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posilil's,  (M'  (jiii  roiuluit  aux  deux  iiiéijjalilés  : 
«*  —  2oa^l/'  -{-  2<S/>*  "     o, 

U  rcshMloncà  reconnaître  l'ordre  do  gruudcui"  des  sixqu;in- 
lilés  ^î^,  -!—  et  les  racines  des  deux  é({u;ilions 

9^'^  —  6ort2p2  _j_  ^5p4  ==  o  r 

4P* 

dans    lesquelles    on    regardera   a"^  connue  inconnne.    Or  —- 

substitué  à  a^  dans  chacun  de  ces  trinômes  donne   des  résul- 
tats positifs  (d  puisque  l'on  a 

j±.  <  ,op^     et    If-     :-i- 

i-   est  inférieur  aux  racines  des  équations  (4). 

Au  contraire,  -^  substitué  à  o^  dans  ces  jnèmes  trinômes 
3 

donne  des  résultats  négatifs,  donc -^  est  compris  entre  l^^s 

3 

racines  des  équations  (4). 

Enfin,  <Mi  se  reportant  au  tableau  précédent  (*)  et  en  repré- 

2op^ 

sentant —  par^j,  et  —  2op'^  par  p,  la  valeur  ({ui  rend  ces 

3 

deux   trinômes   é^'aux  est  — ^'    valeur    inférieure    à  ; 

1 5  ô 

22p^ 

d'ailleurs  la  substitution  de  —-^  à  a"^,  dans  l'un  de  ces  tri- 

ID 

nômes,  donne  un  résultat  positif;  donc,  si  a  ,  f^'  désignent  les 
racines  de  l'équation 

a*  —  2oa^p'^  -\-  2Sp''  =  o. 
et  a,  f^,  celles  de  l'équation 

9a*  —  6oa2/)2  -|-  76/)'^  =  o. 
on  a  les  inégalités 

4P'         ,    ^  8p2 

(*)  Voyez  p.  ^4:^ 


^21i)  .(Ol'JiNAL    l)K    MATFIKMATIULKS    KLKMKNTAlHES 

Or    a^    ii<;    [x'ut   étj<.;   supcriciir   u    p' ,    ctir    on   doit    avoir 
a"^  <C  -TT-j  pai"    conséquent  l(*s  conditions  du  problème  sont 

—  -"^  (1   -'^  ^ 


ou 


ou 


4P' 


_     ^  a^  <  f'  fio  —  ^\/ '1], 


•2P 


-<a<;)^/io-6v/2; 

et  elles  sont  suffisantes,  car,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 
chacun  des  côtés  est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres; 
en  outre,  le  problème  n'admet  qu'une  seule  solution. 


GENERALITES  SUR  LA  GEOMETRIE  DU  TRIANGLE 

LES   POINTS  UÉCIPROQUES   ET   LES    POTENTIELS  d'orDHE  p 
Par  M.  Gr.  de  Ijoii^cliamps. 

[Fin,  voir  p.  2'i3.) 


33.  Examen  d'un  cas  particulier  d'une  droite  et 
d'un  point  associés.  —  A.  propos  de  ces  points  et  droites 
associés  dont  nous  venoDs  de  parler,  nous  signalerons  un 
cas  particulier  qui  nous  semble  remarquable  par  les  consé- 
quences multiples  qu'il  nous  paraît  avoir. 

Considérons  une  droite  [x  représentée  par  l'équation 

Aa  +  Bfi  +  Cy  —  o,  (1) 

puis,  associons  lui  un  point  M  dont  les  coordonnées  soient 
proportionnelles  à 

«2  b^  c^ 

A(B  —  C)  '         B(C  —  A)  '         C(A  —  B)  '  ^^^^ 

L'équation  du  cercle  V  circonscrit  au  triangle  de  référence 
étant 

on  voit  d'abord  que  M  est  toujours  situé  sur  P;  parce  que 
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l'on   il 

Ainsi,  à  loutc  droilc  icmarquable  [/,  jetée  dans  le  plan  d'un 
f-i'iani^lo,  correspondra,  par  une  certaine  loi  géométrique  qui 
nous  reste  à  déterminer,  un  point  remarquable  situé  sur  le 
cercle  circonscrit.  Voici  quelle  est  cette  loi  L»éométri([ue. 

Soit  A'  le  point  oîi  v.  rencontre  le  côté  BG;  la  parallèle  à  y., 
menée  par  A.  recontre  T  en  A";  la  droite  A'A"  et  les  droites 
analogues  B'B",  C'C"  rencontrent  F  en  un  môme  poini,  qui 
est  précisément  M  (*). 

Cette  proposition  se  démontre  très  simplement  par  les  con- 
sidérations les  plus  élémentaires.  En  cherchant  la  solution 
analytique  qu'elle  comporte,  on  tombe  sur  les  formules 
d'association  (jue  nous  venons  d'indiquer;  elles  Cournissent, 
en  nombre  indéfini,  des  points  remarquables  du  triangle, 
situés  sur  le  cercle  circonscrit. 

Par  exemple,  prenons  la  droite  â  correspondant  à  l'équation 
0^7.  -)-  62[3  +  c^Y  =  o. 

Cette  droite  est  la  transversale  réciproque  de  la  droite  de 
Lemoine  et  nous  l'avons  signalée  dans  notre  note  sur  un 
cercle  remarijuable  du  plan  d\ni  triangle  (^  *).  On  troure  alors 
que  le  point  qui  lui  est  associé,  d'après  la  loi  que  nous  venons 
de  faire  connaître,  est  celui  dont  les  coordonnées  barycentri- 
ques  sont  proportionnelles  à 

I  I  I 


6'^' 


c'est  le  point  de  Steiner. 


34.  Remarque  relative  aux  points  remarquables 
situés  sur  la  circonférence  circonscrite.  --   Par  la 

remarque  précédente  nous  avons  voulu  montrer  un  exemple 
de  correspondance  de  point  ii  droite^    dans   la  géométrie   du 


(')  Ce  théorème  n'est  pas  nouveau;  il  a  été  proposé,  il  y  a  quelques 
années,  par  AI.  McKcnzie  dans  V Edarai londl  linieSy  question  f)871  ,  et 
démontré:  d'abord,  dans  le  vol.  XL  (p.  66)  ;  puis,  dans  le  volume  XLIII 
1885  p.  109)  de  Malhematical  questions  and  solutions. 

(**)  Journal  de  M.  S.  (1886.  p.  57). 
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ti'iaugle  ;  et,  dans  cotte  intention,  nous  avons  pris  une 
droite  et  un  point  précédemment  reconnus  et  étudiés,  pour 
([ue  l'application  soit  plus  frappante.  Î^Fais  n'est-il  pas  juste 
de  dire  que  la  simple  observation  qu(y  nous  avons  faite  et 
qui  se  trouve  résumée  dans  les  formules  (i)  et  (2),  d'une 
part,  et  dans  le  théorème  géométrique,  ci-dessus  énoncé, 
d'autre  part,  double  les  propriétés  du  triangle?  Le  plan  d'un 
triangle  est,  si  l'on  peut  dire,  constellé  de  points  remarquables. 
Parmi  ces  points,  il  en  est,  en  nombre  indéfini,  qni  appar- 
tiennent à  la  circonférence  circonscrite  à  ce  triangle.  Les 
formules  (2)  permettront  de  les  découvrir;  l'équation  (1)  don- 
nera les  droites  qui  leur  correspondent;  enfin,  le  théorème 
de  M.  McKenzie  permettra  de  trouver  ces  points,  si  l'on  sait 
construire  les  droites  correspondantes. 

Il  faut  pourtant  observer  que  si,  dans  la  correspondance 
que  nous  venons  de  signaler,  à  une  droite  a  ne  correspond 
qu'un  seul  point  M,  la  réciproque  n'est  pas  exacte.  C'est  ce 
que  nous  allons  montrer. 

Observons  d'abord  que  les  équations 

A(B  —  C)  _  B(G  —  A)  _  C(A  —  B)  _  ^ 

7  F  7 

ne  sont  compatibles  que  si  le  point  M  (a',  fi',  y)  est  situé  sur 
la  circonférence  circonscrite  au  triangle;  nous  supposerons 
cette  condition  remplie. 

En  considérant  A,  B,  C,  comme  les  inconnues  qui  doivent 
être  tirées  de  ces  égalités,  on  a 

'  I  I        ,   a^ 

C  ~  13  ~  ''  ^  ' 

La  droite  [j.  a  une  transversale  réciproque  ;j.„  dont  l'équa- 
tion est 

Â  +  B  +  û^"' 
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et,   (.['après  les  formules  (H),  celle  é(|ualion  pciul  s'écrire 

D'après  cela,  y.y  est  parallèle  à  la  droite  qui  est  représentée 
par  l'équation 

aa'_  f'3' 

Nous  pouvons  conclure  de  là  que,  si  l'un  prend  sur  le  cercle 
circonscrit  V  un  point  quelconque  M,  et  si  l'on  considère  le 
point  inverse  Mj  (point  situé  à  l'infini),  une  droite  quelconque 
passant  par  M.  a  pour  transversale  réciproque  une  droite  qui 
fournit  le  point  M,  quand  on  lui  applique  le  théorème  de 
McKenzie. 

En  résumé  :  1°  toute  droite  remarquable  située  dans  le 
plan  d'un  triangle  donne,  par  application  des  idées  que  nous 
venons  d'exposer  dans  ce  paraij^raphe,  naissance  à  un  point 
remarquable  du  cercle  circonscrit;  2*^  tout  point  remarquable 
situé  sur  le  cercle  circonscrit  peut  être  déterminé  :  par  la 
considération  du  point  inverse,  et,  en  appliquant  le  théorème 
de  McKenzie  à  la  transversale  réciproque  d'une  droite  quel- 
conque passant  par  ce  point. 

35.  Les  associations  irrationnelles.  —  Nous  n'avons 
pas,  dans  les  considérations  diverses  que  nous  avons  déve- 
loppées et  que  nous  allons  résumer  tout  à  l'heure,  touché 
à  une  idée  plus  délicate  mais  dont  nous  devons  pourtant 
dire  un  mot,  au  moment  de  quitter  le  sujet  qui  a  fait  l'objet 
de  cette  note. 

La  transformation  à  laquelle  nous  faisons  allusion  ici  est 
celle  dans  laquelle  on  associe,  à  des  nombres  donnés,  d'autres 
nombres  liés  à  ceux-ci  par  des  formules  renfermant  les 
symboles  irrationnels.  En  suivant  le  parallélisme  des  idées 
exposées  dans  les  paragraphes  précédents  on  voit  que  la 
difficulté  que  nous  soulevons  maintenant  est  celle  qui  cor- 
respond, notamment,  à  l'opération  arithmétique  de  la  raciue 
carrée.  Nous  avons  associé  jusqu'ici,  à  des  éléments  donnés, 
ceux  qui  en  dérivent  par  les  procédés  de  l'addition  ou  de  la 
soustraction,  de  la  multiplication  ou  de  la  division;  pourquoi, 
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obéissant  une  pente  naturelle,  ne  pas  considérer  aussi   les 

éléments  A',  B',  G'  associés  aux  quantités  A,  B,  G  au  moyen 

des  formules 

A^      _     B^      _     G^ 

±\/'K~  ±v/b'~±v/g' 

Gette  idée  s'ajoute,  bien  naturellement^  à  celles  que  nous 
avons  exposées  jusqu'ici  et  complète  le  parallèle  que  nous 
avons  poursuivi  entre  les  opérations  élémentaires  de  l'arith- 
métique et  les  associations  correspondantes  dans  la  géométrie 
du  triangle;  mais  cette  association  nouvelle  que  nous  imagi- 
nons ici  n'est  plus  uniforme  comme  celles  que  nous  avons 
envisagées  précédemment;  elle  est  complexe,  si  nous  voulons 
exprimer  par  là  qu'à  un  point  donné  correspondent  plusieurs 
points;  il  est  vrai  que,  dans  l'exemple  qui  nous  occupe,  ils 
sont  algébriquement  adjoints. 

Quoi  qu'il  en  soit,  voici  comment  on  peut  déterminer  les 
points  (A',  B",  G')  qui  correspondent  au  point  donné  (A,  B,  G). 

Nous  ferons  d'abord  une  remarque.  Soient  quatre  points 
en  ligne  droite  A,  B,  G,  D  et  tels  que  l'on  ait 

lG'==AB.AD;  (1) 

on  a  aussi 

VGD/        AD  ^  ' 

et  réciproquement. 
En  effet,  l'égalité  (2)  peut  s'écrire 

(AG  —  AB)2AD  =  (AD  —  AG^kB, 

ou  

ÂG\AD  +  AB'.AD  =  AB\  AB  +  AG\AB, 

ou  encore 

IG'(AD  —  AB)  =  AD.AB(AD  —  AB)  ; 

c'est-à-dire  

AG^^r:  AD.AB. 

La  réciproque  est  manifestement  vraie,  puisque  l'on  peut 
remonter  de  la  dernière  égalité  à  la  première.  Au  fond,  et 
sous  une  forme  un  peu  plus  simple,  cette  remarque  se 
confond  avec  celle  que  nous  avons  faite  précédemment  (§  16, 

p.  201). 

Gela  posé,  prenons  un  point  M  (A,  B,  G)  dans  l'intérieur 
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(lu  Iriangle  de  référence,  de  telle  sorfcî  ([uc  les  ('oordonnées 
A,  B,  C  de  ce  point  soient  positives,  et  soit  u.  la  droite 
harinoniquement  associée,  laquelle  coupe  les  cotés  du  triantj^le 
de  référence  en  trois  points  P,  Q,  R.  Le  point  P  étant  situé 
sur  le  côté  BG  de  ce  triangle  il  existe,  entre  B  et  G,  un  point 

F  tel  que  

PP''  =  PB.PG, 
et  il  n'en  existe  qu'un  seul. 

On  obtient  ainsi,  sur  les  côtés  de  ABC  trois  points  P',Q',R' 
et,  d'après  la  remarque  faite  tout  à  l'heure,  nous  avons 

'FBy_  PB 
.FCy  ~  PC* 

En  appliquant  cette  observation  aux  trois  points  P',Q',R', 
on  voit  que  les  trois  droites  AP',  AQ',  AR'  concourent  en 
un  certain  point  M'.  Il  reste  à  déterminer  les  coordonnées  de 
ce  point  M'. 

Or  PQR  étant  la  transversale  harmoniquement  associée  au 
point  (A,  B,  G)  on  a,  en  valeur  absolue, 

PB_  G 

PG"~  b' 

et,  par  suite, 

FB_v/G 

Les  coordonnées  de  M'  sont  donc 

\/I,     v/S,     /G, 
les  radicaux  étant  pris  avec  le  signe  -|-;  les  trois  autres  points 
qui  correspondent  à  M,  se  déduisent  d'ailleurs  de  M'  comme 
nous  l'avons  dit  plus  haut  (§  10),  puisqu'ils  sont  algébrique- 
ment adjoints  à  celui-ci. 

36.  Le  demi-potentiel.  —  Par  exemple,  veut-on  déter- 
miner le  point  remarquable  p  qui,  dans  le  triangle  ABG,  a 
pour  coordonnées  _        _        _ 

v/a,     \/b,     \/c; 
on  opère  de  la  manière  suivante.  Par  les  pieds  P,Q,R    des 
bissectrices  extérieures,  on  mène  au  cercle  circonscrit   des 
tangentes  Pp,  Qq,  R?'  et  l'on  rabat  Pp  sur  PBG  en  PP';  les 
droites  AP',  BQ',  CR'  concourent  au  point  cherché  p. 
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37.  Les  points  supplémentaires.  —  Depuis  que  cet 
article  est  écrit,  j'ai  eu  connaissauce,  au  congrès  de  Nancy, 
des  points  que  M.  Neuberg  propose  d'appeler  points  supplé- 
menlaù-es.  Ces  points  ne  sont  autre  chose  que  les  points 
complémentaires,  lorsqu'on  se  place  dans  le  système  des 
coordonnées  normales. 

Si  l'on  appelle  x,  y,  s  les  quantités  proportionnelles  aux 
distances  d'un  point  M  aux  côtés  du  triangle  de  référence, 
les  coordonnées  du  point  supplémentaire  M'  sont  proportion- 
nelles à 

y  +  ^,     z-\-  X,     x  +  y. 

Il  y  a  aussi,  naturellement,  Y  antisupplémentaire  de  M,  c'est 
le  point  M"  représenté  par 

y  -^  z  —X,     z  -\-x  —  y,     x  -\- y  —  z. 

Un  seul  terme  (que  l'on  adopte  le  mot  de  complémentaire 
ou  celui  de  supplémentaire)  suffirait  d'ailleurs  pour  représenter 
le  point  M';  il  faudrait  seulement  expliciter  dans  le  langage 
le  système  de  coordonnées  que  l'on  emploie,  ce  qui  ne  paraît 
pas  ofl'rir  d'inconvénient.  Dans  tous  les  cas,  et  nous  avons 
déjà  insisté  sur  ce  point,  que  la  distinction  soit  faite  par  le 
mot  qu'a  proposé  M.  Neuberg,  ou  par  la  déclaration  du 
système  de  coordonnées  que  l'on  emploie,  elle  est  absolument 
nécessaire. 

38.  Résumé.  —  Nous  pouvons  maintenant  résumer  les 
idées  générales  que  nous  venons  d'exposer. 

Prenons  un  tableau  formé  par  les  trois  lettres 

A,^B,  C,  (1) 

et  supposons  qu'elles  représentent,  dans  un  système  bien 
défini,  dans  le  système  barycentrique  par  exemple,  les  coor- 
données d'un  point  M.  A  toute  opération  algébrique  effectuée 
avec  les  nombres  (1)  correspondent  de  nouveaux  nombres  et 
ceux-ci  neuvent  encore  représenter  les  coordonuéesd'uncertain 
point  M'.  De  cette  observation,  toute  évidente,  découle  cette 
conséquence  qu'à  un  point  remarquable  d'un  triangle  ou 
peut  associer  indéfiniment  d'autres  points  remarquables. 

C'est  alors,  en  se  plaçant  au  point  de  vue  général  que  nous 
venons  de  définir,  qu'on  doit  se  demander  quelles  sont  les 


.TOURNAI.    DK    M.VTIIKMATIQUES    ÉF.I^MENTA  lUKS  277 

opérations  ;irilhnHHi(jiios  les  plus  simples  (jihî  l'on  puisse; 
oUcctucr  sur  trois  nombres  donnés.  Il  esl,  en  (^llet,  nulurel 
(le  pcMiser  ([ue  de  seml)Iables  o})érations  doivent  conduire;  h 
la  détermination  de  points  (jui  df^j'ivent  d'un  point  donné 
par  des  lois  géométriques,  lesquelles  bénéficiant  nécessaire- 
ment de  la  simplicité  apportée  aux  transformations  algé- 
briques auxquelles  nous  faisons  allusion,  déterminent,  dans  le 
plan  du  triangle  de  référence,  la  situation  du  point  M', 
associé  au  point  M. 

Or,  du  tableau  (1),  on  peut  déduire  les  suivants  : 

A,     -  B,      h  G,  ) 

A,     +  B,     -  G,  [  (2) 

A,     —  B,       -  G. 


ou, 


B  +  G 

,     G 

+ 

-A. 

A  +  B. 

(3) 

B  +  G 

-A, 

G  + 

A 

B,     A  + 

B- 

-G. 

(4) 

B  —  G 

G- 

-A 

A- 

B 

(5) 

B,  G, 

G,  A, 

A 
B 

(6) 

A,  G, 

B,  A, 
G,  B, 

B 
G 
A 

(6') 

BG. 

GA. 

AB) 

I 

a' 

I 
B' 

-cl 

0) 

I 

I 

I   ^ 

B 

I 

C 

I 

I    ( 

(8) 

G 

Â* 

B  ^ 

A^ 

B^ 

GP 

(9) 

4; 

:  v/Â, 

-h 

V/B, 

H-  v/C 

(10) 

ce    tabl 

eau   se 

trouv6 

;nt 

résumés, 

les 

opé] 

'ations 

algébriques  simples  que  l'on  peut  effectuer  avec  trois 
nombres  donnés;  et,  en  acceptant  la  terminologie  adoptée 
dans  ce  travail,  on  voit  que  ces  opérations  diverses  conduisent 
aux  points  que  nous  proposons  de  nommer  : 

(2)  Points  algébriquement  adjoints. 

(8)  Point  complémentaire. 

(4)  Point  anti-complémentaire. 
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(5)  Point  associé  à  l'infini, 

(6)  et  (Q\}  Points  isôbariques  (de  première  et  de 
seconde  espèce)  (*). 

(7)  Point  réciproque  (sens  ordinaire). 

(8)  Points  Brocardiens. 

(9)  Points  potentiels  de  l'ordre  p. 

(10)  Points  irrationnellement  associés. 

Il  nous  resterait  à  montrer  comment  on  peut  se  servir  des 
idées  diverses  que  nous  avons  exposées  dans  cette  note  pour 
mettre  en  lumière  certaines  propriétés  de  la  géométrie  du 
triangle.  Mais  outre  que  nous  avons  eu  occasion,  dans  le 
courant  de  ce  travail,  d'indiquer,  çà  et  là,  quelques  applications 
des  idées  générales  qu'il  comporte,  nous  ne  pourrions 
entrer  plus  profondément  dans  la  sphère  de  ces  applica- 
tions sans  dépasser,  d'une  façon  trop  marquée,  le  caractère 
élémentaire  de  cette  note. 

Voici,  pour  terminer,  quelques  identités  qui  pourront  être 
utiles  à  ceux  qui  cultivent  cette  géométrie  du  triangle,  si 
particulièrement  intéressante  par  la  simplicité,  l'élégance  et 
la  richesse  des  propositions  qu'elle  renferme. 

39.  Les  identités  dans  la  géométrie  du  triangle. 

—  Le  tableau  suivant,  qui  peut  être  indéfiniment  poursuivi, 
fait  connaître  quelques  identités  qu'on  rencontre  assez  sou- 
vent dans  dans  la  géométrie  du  triangle  et  qui  démontrent, 
suivant  les  cas,  ou  que  trois  points  sont  en  ligne  droite,  ou 
que  trois  droites  concourent. 

S  (B  —  G)  -:  o 

S  A(B  —  G)  :=  0 

S  (B  +  G)(B  —  C)  :=  o 

2  (B  +  G  —  A)(B  —  G)  -:  G 

S  {k.^  —  BG)(B  -I-  G)  :^  o 

S  (B  —  G)(A2  —  AB  —  AC  —  2BG)  =:  o 


(*)  M.  Neuberg,  observant  que  les  coordonnées  du  point  (A,    G,    B) 

peuvent  être  considérées  comme  proportionnelles  à  (:^7;,       ^,       —) 

\BG         B         G/ 

propose,  pour  ce  motif,  de  nommer  les  points  isôbariques  de  deuxième 

espèce  points  semi-réciproques. 
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^  i  (B  —  G)^  —  2(A  —  C)(X  -  B)  î  =  o 
i]  A(AJ}  -  f-  AC  —  W'  —  (?)  -:  o 
A-B       ,,  A-C_ 

^-c-'  +  '^-ïï--^^ 

S  (B  —  Cj(AB  +  AC  —  B'^  —  C'^)  =  o 
S  (A2  —  BC)-'(B-*  —  C-')  -:  o 
S  A(B  —  C)(B  +  C  —  A)«  zz  o 
S  A(B  +  G)(B*  —  C^)(A2  —  BC)  :=  o 
(B  —  C)(G  —  A)(A  —  B)  +  S  A^  (B  —  C)  -:  o 
S  A2(B  —  G)(B  +  G  —  A)(B2  +  G^  —  AB  —  AG)  =:  o 
2  (B  —  G)3(B  +  G  —  A)(B2  -i-  G^  —  AB  —  AC)  -:  o 
S  A(B  —  G)(A2  —  BGj(B2  +  G^  —  BG)  ^  o 
S  A(B  —  G)(A2  _  AB  -  AG  —  2BG)(B2  +  G^  —  AB  —  AG)  -:  o 
^  A(B  —  C)(B=^  +  G^  —  A2)(B  +  G  —  A)  =:  o 
(A  +  B+G)HA  — B)(B-G)(G  — A)+S(A^  +  BGj2(B— G):=o 
i]  (B  —  G)(3A2  _  B^  —  G^  —  2AB  —  2AG  +  2BG)2  :=  o 

Gei'taiues  de  ces  identités  sont  évidentes  ou  faciles  à 
vérifier  ;  plusieurs  autres  sont  un  peu  plus  difficiles  à 
reconnaître  et  leur  vérification  constitue  alors  un  exercice  de 
calcul  algébrique  (*). 


EXERCICES  DIVERS 

Par  M.  Itoutin,  professeur  aux  Collège  de  Vire. 
[Suite,  voir  p.  252.) 


23.  —  Lemme.  Si  sur  les  côtés  d'un  ani^ie  a,  on  porte  à 
partir  du  sommet  deux  longueurs  a  et  6  et  que,  sur  ces  lon- 
gueurs comme  diamètre,  on  décrive  des  circonférences,  la 
portion  de  tangente  commune  extérieure  /,  comprise  entre  les 

(*)  On  trouvera  dans  le  numéro  de  décembre  du  Journal  de  Mathé- 
matiques spéciales  un  très  intéressant  article  de  M.  Neuberg,  sur  la  trans- 
formation de  coordonnées  dans  la  géométrie  du  triangle.  Cet  article  que 
nous' avons  demandé  à  l'inépuisable  obligeance  de  notre  collègue  Belge, 
complète,  par  un  côté,  la  présente  note. 
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points  de  contact,  esi  donnée  par  la  formule 

i  =z  ao  sm^  —  • 

24.  —  Si,  sur  les  côtés  d'un  triangle  comme  diamètres,  on 
décrit  des  circonférences  et  que  l'on  désigne  par  la,  li„  le  les 
portions  de  tangente  commune  extérieure  à  ces  circonférences 
combinées  deux  à  deux,  comprises  entre  les  points  de  con- 
tact, on  a 

'a    II)     'c  =   ^^'• 

25.  —  Si,  sur  les  deux  segments  adjacents  à  l'angle  A  et 
déterminés  sur  les  côtés  c  et  6  du  triangle  ABC  par  les  bis- 
sectrices intérieures  des  angles  G  et  B,  on  décrit  des  circon- 
férences, et  que  0^  désigne  la  longueur  de  la  portion  de 
tangente  commune  extérieure  comprise  entre  les  points  de 
contact;  6;,  Oc  ayant  même  signification  pour  les  segments 
correspondants  aux  angles  B  et  G,  on  à  la  relation 

r.  a.  b.  c.  S 

(a  -\-  0}  (a  -{-  c)  {0  -h  c) 

26.  —  Si,  sur  les  côlés  d'un  angle  égal  à  l'angle  A  d'un 
triangle  ABG,  on  porte  des  longueurs  égales  aux  segments 
déterminés  par  les  bissectrices  extérieures  des  angles  B  et  G 
du  triangle  en  question,  segments  adjacents  à  l'angle  A,  et 
que  l'on  décrive  des  demi-cercles  sur  ces  longueurs;  si  0^  dé- 
signe la  portion  de  tangente  commune  extérieure  comprise 
entre  ces  points  de  contacts,  et  que  6[„  0^  désignent  des 
longueurs  analogues  pour  les  angles  B  et  G,  on  a 

0^    0,,   Oc   =- j— rbr. 

(a  —  b)  (a  —  C)  (b  —  c) 

27.  —  La,  L  ,  Lf  désignant  des  quantités  analogues  aux 
précédentes  pour  les  segments  déterminés  par  les  hauteurs, 

on  a  : 

L„  Lb  Le  =  Sr  cos  A  cos  B  cos  C. 

On  trouve  aisément 

A 

L,>  =  bc  cos-  A  sin-  — 

2 

et  des  formules  analogues  pour  Li,.  Le:  d'où,  par  multiplication 
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\.,i  Lh  ljr=(thc  cos  A  oos  \i   cos   (,  siu  —   siii   -  .  sin — 

2  2  2 

=  (/>  —  «)  in  —  l>]  ^p-~'')  cos  licos  H  cos  C  — S/'  cos  A  cos  B  cos  C. 

28.  —  Pour  les  s(îiçiM('nls  (l(H<3rniiiics  p;ir  hîs  i)()iiils  fie 
coulacl  (lu  cercle  inscrit  avec  les  côtés  K^,  K,,,  K,.,  ayant  ujie 
sii^nilicatioD  analogue  aux  précédentes,  on  a 

K  J^,.K,  =  —^^. 

HOC  4K 

On  a,  effeclivement 

A  B  (' 

Krj  =(p  — r<)siii -,      K/,  —  (79  — /»  sin -,      Kr  =:=(;)  — c)  sin  - 
2  2  2 

\        B        C 

(l'on  K„ K^ Kc  =  (p  —  a){p  —  ^>)(p  —  c)  sin  —  sin  —  sin  — 

.      .     A    .     B  .      C        S-;-^         Sr- 

=  .sr  sm  —  sin  — sin  -  — z=z 

2-12         abc         4K 

29.  —  Pour  les  segments  déterminés  par  les  points  de 
contact  des  cercles  ex-inscrits  avec  les  côtés  eux-meine.;,  on 
aura 

g2y.2 

).„À,,X,.  =  --—  :^  K„K,,K,.. 
abc 
On  trouve  aisément,  en  eti'et 

X^  =  ip  —  h)ip  —  c)  sin-  — 
'  2 

T> 

àJ  =  (P  —  «) (/>  —  (']  sin-  — 

Xj  r={p  —  a)(p  —  b]  sin^  -^ 

(roù 

.  ,    ,         ,  ,w         ,    .    A    .    B    .     C       SV- 

>„A/,A^  =  {p  —  a)ip  —  h){p—Ci  sin  —  sm—  sm  —  =  — -—  =  K„  Iv.'-Kr . 

222        abc 


CORRESPONDANCE 


Eœlrait  d'une   lettre  de  M.  Balitrand,  élève  de  mathématiques 
spéciales  au  Lycée  de  Nîmes. 

...  Permettez  moi  aussi  de  vous  signaler  une  construc- 
tion (*)  relative  au  nombre  t:  qui  me  paraît  assez  simple. 
Elle  est  tirée  du  Manuel  d'applications  mathématiques  de 
M.  Terquem  (page  273.)  et  je  la  reproduis  textuellement. 

(*)  Coiiipaior  ;ivec  ce  le  qui  a  élé  donnée;  Journal,  IH8().  p.  i;{7. 
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(.(  On  a  fait  phisiours  tentntiv(3S  pour  trouver  par  des  opé- 
rations graphiques  plus  ou  moins  simples;  c'est-à-dire  avec 
la  règle  et  le  compas,  le  rapport  approché  du  diamètre  à  la 
circonférence,  pour  les  cas  oîi  l'on  n'a  pas  besoin  d'une  grande 
précision.  Voici  une  construction  assez  simple  et  qui  donne 
un  résultat  exact  jusqu'aux  dix-millièmes,  et  qui  ne  commence 
par  conséquent  à  différer  que  dans  les  cent-millièmes. 

Soit  AOB  le  diamètre  du  cercle  dont  on  cherche  le  rap- 
port avec  la  circonférence,  on  trouvera  que  AD  (que  nous  allons 
déterminer)  est  égal  à  la  demi-circonférence:  ou  2 AD  égal  à 
la  circonférence  entière,  exactement  jusqu'à  la  cinquième  déei- 

male  près  c'est-à-dire  à ,  en  opérant  comme  suit  : 

100.000 

Soit  menée  au  point  B  la  tangente  indéfinie  et  soit  OR,  le 
rayon  perpendiculaire  au  diamètre  AOB; 

Soit  porté  le  rayon,  comme  corde,  de  R  en  S,  on  aura  Tare 
RS  =  6o«  et  SB  =  3o". 

Du  centre  0,  par  le  point  S,  soit  menée  la  sécante  OST.  On 
aura  TB  =:  tg.  3o^  Partant  du  joint  T,  portez  trois  fois  (*)  le 
ra^yon  le  long  de  la  tangente  de  T  en  D,  point  qui  est  ainsi 
déterminé.  Enfin  menez  DA  :  c'est  la  ligne  sensiblement  égale 
à  la  1/2  circonférence.  Car  soit  le  rayon  OB  =z  1,00000  on 
aura  AD=  3, 141 53  qui  ne  diffère  que  de  0,00006  de  3, 14159 
qui  présente  les  cinq  premiers  chiffres  décimaux  du  rap- 
port de  M.  deLagny.  On  calcule  aisément  AD,  car  cette  ligne 
est  l'hypothénuse  du  triangle  rectangle  ABD,  dans  lequel 
AB  ==  2,00000  BD  =  3,00000  —  tg  3o''  r=  2,42265  ;  or 
ADr==v/AB2  4-  BD2  =  3,14153. 

L'approximation  ainsi  obtenue  est  très  suffisante,  car  l'er- 
reur de  ce  résultat  ne  s'élèverait  qu'à  une  ligne  pour  un 
cercle  qui  aurait  23  i   pieds  de  diamètre.  >) 


M.  Lemoine,  dans  une  lettre  qu'il  nous  adresse,  nous  fait 
observer  que  la  question  181,  dont  une  solution  a  paru  dans 


(*)  il  est  sous-entendu  ici  que  c'est  dans  la  di-ecliou  TB. 


.i()iinN.\r>  \)i]  y].\\ui:\\\T\QVKs  i';i.i';Mi<;NTAjhKs  :iS8 

le  (liTiiiiM'  luiiiicro,  a  rio  liailrc  pai'  lui  (Jonrnal,  '\HH:'),  p.  o^j 
parmi  les  exercices  (|ui  foiil   l'objol,  (\o.  l'arUclc  ci(<'\ 

La  question  où(,  rlô  r(^lii-('M^  si  jr  lu'ofais  apru-rii  d';  ce  (lou])le 
emploi. 

Elle  a  (l'ailloiirs  été  proposé(^  par  le  Rev.  T.  C.  Sinimoiis 
dans  V Educat louai  Times  {n'^  7957)  et  on  trouve  sa  solution 
dans  le  Matitcmatical  questions  and  solutions  il8<sr>,  p.  80). 

On  la  rencontre  encore  dans  le  Sinopsis  of  elcmcntarij 
residts,  etc.,  p.  75;  on  trouvera  dans  le  numéro  de  décembre 
du  Journal  de  M.  S.  des  renseignemenfs  sur  ce  dernier 
ouvra  ce. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES  COMPLET 

PARIS  1886 


22  juillet.  —  I.  Un  rectangle  dont  le  pfrimètre  est  donné,  et  égal  à 

•ip,  tourne  autour  d'un  de  ses  cotés.  Trouver  quelles  doivent  être   ses 

dimensions  et  autour  de  quel  côté  il  doit  tourner  pour  que  le  volume 

engendre  soit  maximum. 

«  ,        2»  ,  .  4:î«' 

Rep.         rt  =  -         b  ■=  -^,        volume  maximum       ^ — . 
3  :>  27 

II.  Démontrer  que  si  trois  nombres  entiers  forment  une  progression 
arithmétique  de  raison  ?■  et  si  l'un  d'eux  est  un  multiple  de  /'  le  pro- 
duit de  ces  trois  nombres  est  divisible  par  Cr'^ . 

23  juillet.  —  I.  Soient  deux  points  A  et  A'  sur  un  rayon  d'une  cir- 
conférence G  de  centre  0,  de  rayon  R,  et  posons  OA  =  a,  OA'  =  a'  ; 

quelle  relation  doit-il  y  avoir  entre  a  et  a'  pour  que  le  rapport  -— •  des 

distances  d'un  point  quelconque  M  de  la  circonférence  aux  points  A  et 

MA- 

A'  soit  constant?  On  calculera  à  cet  efïet en  fonction  du  cosinus 

iMA- 

de  langle  Q  que  fait  OM  avec  OA  et  on  cherchera  la  condition  pour  que 

ce  rapport  soit  indépendant  de  cosinus  0. 

R- +  a-       a 

"'■"■  WT^=-:- 

II.  Étant  donné  un  plan  incliné  de  hauteur  AB  =  h  et  faisant  un 
angle  a  avec  le  plan  horizontal,  on  abandonne  en  A  un  point  matériel 
sans  vitesse  initiale,  au  bout  de  combien  de  temps  arrivera-t-il  en  C? 
On  distingue  par  g  l'accélération  de  la  pesanteur. 


Ri'p. 


sm  a   V    g 
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24  juillet,  —  I.  DétiioijLrer  que  daus  la  parabole  la  sous-normale  est 
constante  et  égale  au  paramètre. 

IL   Déterminer  les  valeurs   des  arcs   x  et   y  qui  vérifient  les  deux 

équations:    sin   x  +   sin  //  =  i  ;   cos    2,c   -\-    cos    2//  =:  i    —  a-,    dans 

lesquelles  a  représente  un  nombre  donné.  On  calculera  sin  x  et  sin  //. 

i  -\-  a       .            I  —  a 
nep.  sin  .7'  =    ,    sm  //  z= 

2  2 

26  juillet.  —  I.  Démontrer  que  les  forces  appliquées  à  un  corps 
peuvent  toutes  se  ramener  à  doux. 

II.  Résoudre  l'équation  2  cos  x  +  cos  3x  +  cos  5a?  =  o  ;  il  faudra  (*) 
d'abord  montrer  qu'on  peut  la  transformer  en  deux  autres  cos  2a;  =  o 
et  cos  X  +  cos  3x  =  o, 

Rép.  X  =z  K~  ±  -;        X  -^K~. 

4 

27  juillet.  —  I.  Couper  une  sphère  donnée  par  un  plan  de  manière 
que  le  rapport  du  plus  grand  segment  sphérique  déterminé  ainsi ,  au 
cône  qui  a  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère,  et  pour  base  la  section, 
soit  égal  à  m 

R 


Bép.  m  <  I,  une  seule  solution  x  := 

9  >>w>- 1,  pas  de  solution; 

p 
m  >  9,  deux  solutions  x  =  — 


I  -f- 


V  //(  —  I 


V  ni  —  I 


I  +   „ 

I 


IL  Deux  trièdres  qui  ont  les  trois  faces  égales  ont  les  dièdres  égaux, 

28  juillet.  —  I.  Calculer  la  hauleur  abaissée  du  sommet  A  d'un 
triangle  sur  le  côté  opposé  :  connaissant  Tangle  A  et  les  deux  segments 
déterminés  par  la  hauteur  sur  les  côtés  opposés.  —  On  donne  ABD=r  ?h, 
DG  =  n,  et  on  demande  de  calculer  AD  =  x. 

IL  Un  projectile  est  lancé  de  bas  en  haut  verticalement  avec  une 
vitesse  de  20™  par  seconde,  quelle  sera  sa  vitesse  quand  il  sera  parvenu 
à  une  hauteur  de  15"'  ? 

29  juillet.  —  I.  Étant  donné  un  cercle  et  une  corde  AB,  calculer  le 
côté  du  carré  DEIIK  inscrit  dans  l'un  des  segments  déterminés  par  la 
corde. 

IL  Fraction  ordinaire  génératrice  de  la  fraction  décimale  suivante  : 
0,53824824824...  Indiquer  les  raisonnements  par  lesquels  on  la  détermine. 

(*)  Il  était  au  moins  aussi  simple,  croyons-nous,  voujant  diriger  le 
candidat  vers  une  décomposition  de  Féquation,  d'observer  que  celle-ci 
peut  s'écrire 

2    cos   X   -\-    2    cos   4.7;    cos   X  =:z   O, 

ce  qui  conduit  h  une  décomposition  un  peu  plus  rapide  que  celle  que 
l'on  avait  indiquée  :  cos  x:=  o,  cos  4.r  +1=0,  etc.  La  réponse  est 
immédiatement  donnée  par  les  formules 

X  =  K~,        et         .r  —  K p  -; 

2        4 

formules  qui  sont  d'ailleurs  coi  formes  à  celles  qui  sont  écrites  plus  haut. 
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Nous  sommes  heureux  d'auiiouccr  a  nos  lecteurs  rapparitiori  do  la 
dviuiviiie  éflilion  de  rArillnnclu/H(\  de  /'A/(/èhre  cl  de.  la  (iéoniéirie  du  rot/rs 
de  in(illiéin(ili(jue<,  c/cnicnl  lira  de  M.  CoinhcUc  [F.  Alcaii,  (''(lilcur,. 

Ces  ouvrages  out  été,  il  y  a  seulement  quatre  ans,  analyses  dans  ce 
journal.  Tout  le  bien  qu'on  a  dit  d'eux  était  mérité  et,  en  supposant  la 
chose  nécessaire,  se  trouve  justifie  par  le  succès  que  nous  constatons 
aujourd'hui. 

La  nouvelle  édition  du  Cours  d'Algèbre  a  reçu  quelques  améliorations 
qu'il  est  utile  de  mentionner. 

1°  La  méthode  de  résohition  en  nombres  entiers  de  l'équation  du 
premier  degré  à  deux  inconnues  a  été  changée  :  ce  problème  est 
résolu  en  appliquant  une  l'orme  remarquable  du  plus  grand  commun 
diviseur  à  deux  nombres  (A  =  Aa  +  Bôi. 

2"  L'auteur  a  changé  les  méthodes  qui  conduisent  à  la  condition  né- 
cessaire et  sutîisante  pour  que  deux  équations  du  deuxième  degré  aient 
une  racine  commune,  et  a  donné  les  diverses  formes  de  cette  condition 
qu'il  importe  de  connaître  pour  plusieurs  questions  d'algèbre. 

3"  La  résolution  des  équations  irrationnelles  du  deuxième  degré  a  été 
traitée  plus  complètement. 

4^^  Un  chapitre  nouveau  a  été  consacré  à  la  résolution  de  deux  iné- 
galités simultanées,  dont  une  au  moins  est  du  deuxième  degré. 

5»  La  discussion  des  fonctions  a  été  complétée  par  une  théorie  élé- 
mentaire des  dérivées  et  de  leurs  applications  :  le  tracé  des  branches 
infinies  dans  les  courbes  figuratives  a  clé  précisé  par  la  recherche  des 
asymptotes,  déduite  d'une  transformation  simple  de  la  fonction  expli- 
cite. 

G»  La  méthode  dite  des  substitutions  qui  souvent  simplifie  tant  la 
discussion  des  problèmes,  a  été  appliquée  à  des  exemples  remarquables. 

70  La  discussion  générale  du  quotient  de  deux  trinômes  du  second 
degré  a  été  ajoutée, ainsi  que  les  formes  principales  de  la  courbe  figura- 
tive. 

8°  Les  exercices  ou  problèmes,  dont  le  nombre  s'est  trouvé  sensible- 
ment augmenté  par  les  questions  proposées  dans  les  diverses  académies 
aux  baccalauréats  es  sciences,  ont  été  reportés  à  la  fin  du  cours  et 
classés  méthodiquement. 

On  trouve  enfin  dans  la  nouvelle  édition  du  Cours  de  Géométrie  quel- 
ques modifications  dans  l'ordre  desapplications  de  l'homothélie  et  de  la 
mesure  des  volumes  où  l'auteur  a  placé  le  théorème  général  permettant 
de  cuber  le  solide  limité  par  deux  polygones  à  plans  parallèles,  et  par 
les  triangles  qui  ont  pour  bases  et  pour  sommets  les  côtés  et  les  sommets 
de  ces  polygones. 

Les  énoncés  des  problèmes  donnés  aux  examens  récents  ont  été 
ajoutés  parmi  les  nombreux  exercices  déji  proposés. 

G.   L. 
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QUESTION  183 

Solution  par  M.  Henri  Mahtin,  élève  au  I  ycée  Condorcet. 


Pcw  un  point  S  on  mène  deux  tangentes  vSÀ,  SB  à  une  ellipse 
de  foyers  F  et  F'.  Démontre?'  les  relations  : 

SF  __  FA  X  FB  ^  SP  _  AF  x  AF' 

§F^^  "~  FA  X  F^B  '  ^^  ~  BFxBF  ' 

(E.  Vigarié.) 

Des  points  F  et  F'   abaissons   des  perpendiculaires   FH, 
F'H',  FK,  F'K'  sur  les  tangentes  ;  des  points  A  et  B  abaissons 


aussi  (les  perpendiculaires  AI.  BT,  AJ,  BJ',  sur  les  droites 
SF'.  SF.  Les  triangles  rectangles  AFH  et  BFK,  respective- 
ment semblables  aux  triangles  AF'IF  et  BF'Iv    donnent  : 
AF  _  YH_   FB  _  ¥K  FA.FB  __  FH        FK 

AF'  ■"  ¥W  '  ¥b  ~  F'K'  F'A .  F^B  ""  F'H'  ^  F'K'  * 

Mais  les  tri.uîgles  SFK  et  SFH  respectivement  semblables 
aux  triangles  SI^'H'  et  SF'K'  donnent  aussi 

FH  _  FK  __  SF 
FÏF  ~  F'K'  "^  SF'  * 


.lOURiNAI;    1)1-;    M  AI  IIKM  n  l(^)l!i;S    KM'M  I' M  AI  II  I.S  48' 

Donc 


SF^_   FA.FJJ 
SF'-  ~  F'A.FB  ' 
Les  Lruinglcs  rccLaiigles  S  AI  cL  SAJ  r(;s[jocLiv('iin-!iiL  .sem- 
blables aux  triangles  SBT  et  SBJ'  donni^nt 

SA_AI_AJ  |E_AI       M 

SB  ~~  Br""BJ''  ^2  — Ï3j"'><  J3r* 

Or  les  triangles  rectangles  AF'I  et  AFJ  sont  respective- 
ment seml)lables  aux  triangles  BFM'  et  BFF,  puisque  les 
droites  SV  et  SF  sont  bissectrices  des  angles  AF'B  et  AFB. 
On  a  donc 

AF'        AI  AF  _  AJ    SA'  _  FA  X  FA 

ïït'^^bJ'  BF  ~*'Br'gf^"~FBxl^'B  ' 

c.  o.  y-  "• 

Note.  —  On  obtient  une  solution  un  peu  plus  simple  en 
procédant  ainsi  :  prenons  sur  F'B  le  symétrique  /'  de  F  par 
rapport  à  SB  et  un  point  A,  tel  que  F'A^  =  F'A.  Si  on  re- 
marque que  SAi  =  SA  et  que  dans  le  triangle  F'S/'les  droites 
SA.,  SB  sont  des  droites  inverses,  en  appliquant  à  ces  droites 
les  formules  connues  (v.  Journ.  Élém.  I880,  p.  56)  on  trou- 
vera immcdiatement  les  i'ormules  qu'il  fallait  démontrer. 

E.  V. 

Nota.  —  M.  G.  Grailcau,  maître  auxiliaire  au  lycée  de  Marseille  a 
aussi  résolu  cette  question. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


236.  —  Démontrer  la  formule 

^2  __  ^2  4_  /^2    I    /;2)  cos  X  ,     (^  ,     '^^ 

arc  ces — ; — ;    ;  ,        ,,, =  2  arc  tg    -  tg  - 

(Boutin.) 

237.  —  Dans  le  triangle  ABC  on  on  mène  les  droites  AD, 
BE,  GF,  qui  se  coupent  au  même  point  G,  et  rencontrent 
les  côtés  opposés    aux   points  D,  E,    F.    On  propose  de  dé- 


t^SS  JUUBNAL    DK    .MATIIl- iMATIQUES    l■;LÉMl!:^TAlUEb 

montrer  que 

AG  _  AK       AF 

GD  ~"  ËÛ  "*"  FB  '  (G.  Husso.) 

238.  —  A  riiitcrieiir  d'une  dcmi-circonlerence  da  diamètre 

AB,    on    décrit   deux    autres    demi-circonl'crences    0    et   0' 

tani^entos  en  A  et  en  B  à  la  première  ;  puis,   on  mène  l'axe 

radical  des  circonférences  0  et  0'.  Démontrer  (j[ue  les  dcuix 

cercl(îs  tani^ents  à  la  circonférence  AB,  à  l'axe  radical   et  à 

chacune  des  circonférences  0  et  0'  sont  ég^iux. 

(Bordaye.) 

239.  Résoudre  les, équations: 

^(2/  +  ^  +  y-)  =  ^^ 

y{z  -{-x  +  xz)  ~b, 

z[x  +  ^  -f-  xy)  =  c.    (hjnacio  Beyens.) 

Nota.  —  Cette  question,  sous  une  forme  diiïéj ente,  est  proposée  dans 
le  numéro  d'octobre  dernier  de  VEducational  Times;  c'est  à  cette  publi- 
calion  que  nous  l'avons  empruntée.  G.  L. 


Une  solution  de  la  question  n«  7  paraîtra  prochainement. 
Toutes  les  questions  proposées  dans  les  années  1882  et  1883 
se  trouvent  ainsi  résolues. 

Voici  les  numéros  des  questions  proposées  en  1884  et  qui 
n'ont  pas  encore  reçu  de  solution  :  128,  131,  13:2,  134,  142, 
145,  147,  148,  149,  150,  lo8,  lo9,  IGO  et  161. 


l'^RiîATUiM.  —  Dans  l'énoncé  de  la  question  230,  il  faut  entendre  que 
les  points  en  question  sont  algébriquement  adjoints  dans  le  triangle 
anli-:omplémentaire. 


Le  Directeur-Gérant, 

G.  DE  LONGGHAMPS. 
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